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AVERTISSEMENT. 


Le  troisième  volume  de  la  Théorie  analytique  du 
Système  du  monde  devait  paraître  au  commence- 
ment de  cette  année.  Des  difficultés  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  qu’il  con- 
tient et  du  format  que  j’ai  adopté , ont  retardé  jus- 
qu’à ce  jour  sa  publication.  Il  me  paraît  donc  juste 
de  prévenir  que  quelques  parties  de  ce  livre,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  l’ouvrage  fut 
composé,  ont  pu,  par  ce  retard  indépendant  de 
ma  volonté,  se  trouver  déjà  développées  dans  des 
Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 
le est,  par  exemple , dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires,  la  méthode  qui  donne  les  coefficiens  du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice 
par  le  moyen  des  quadratures.  M.  Poisson  n’avait  fait 
qu’indiquer  cette  méthode,  je  l’ai  présentée  ici  avec 
assez  d’étendue  pour  ne  plus  exiger  que  des  subs- 
titutions numériques  ; à peine  alors  l’avait-on  re- 
marquée, et  aujourd’hui  elle  a déjà  reçu  d’importantes 
applications. 

J’avais  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à la  fois  la  théorie  des  perturbations  planétaires  et 
celle  des  marées;  mais  la  place  que  la  première  a oc- 
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cupée,  les  développemens  qu'elle  a demandés,  les 
exemples  numériques  que  j’ai  cru  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m’ont  plus  laissé  l’espace  que  la  seconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  celle  théorie 
dans  le  quatrième  volume , qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Lune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendre  , et  j’aurai  rempli  l’engagement  que 
j’ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  les  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  au  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j’ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m’ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai -je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j’ai  dit  dans 
l’Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  le  composant?  Je  n’ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste  , ni  simplement  la  commenter. 
La  première  entreprise  m’eût  paru  trop  ambitieuse, 
la  seconde  trop  modeste.  J’ai  voulu  rassembler , dans 
un  même  livre,  les  travaux  faits  par  les  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars.  Laplace,  comme  tous  les 
génies  créateurs,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes à celles  qu’auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains  ; moi , dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j’ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et 
lorsque  j’ai  introduit  quelques  formules  nouvelles,  c’est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés.  Toutes  les 
fois  que  les  cas  l’ont  exigé,  j’ai  appliqué  à des 
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exemples  particuliers  les  théories  générales , pour  en 
rendre  l’intelligence  plus  facile.  Souvent,  en  traitant 
le  même  sujet  que  l’illustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste  y il  m’a  fallu  marcher  sur  ses  pas.  Mais  j’ai 
mieux  aimé  m’exposer  à tous  les  désavantages  de 
cette  position,  que  de  chercher  un  ordre  d’idées  moins 
logique  et  moins  rationnel.  Enfin , j’ai  presque  tou- 
jours adopté  les  mêmes  notations  que  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  faciliter  beaucoup  l’étude  des  applica- 
tions de  l’analyse  aux  sciences  naturelles  : une  langue 
écrite  doit  donner  d’autant  moins  de  peine  à com- 
prendre, que  ses  caractères  sont  moins  nombreux 
et  mieux  arrêtés , et  je  ne  connais  rien  qui  prouve 
plus  la  stérilité  de  l’imagination,  que  cette  manie 
trop  fréquente  d’inventer  des  signes  nouveaux  pour 
rendre  des  idées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront  mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela  d’étudier  la  Mécanique  céleste ; mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  facilité  cette  tâche,  et  s’ils 
trouvent  que  j’ai  fait,  sous  ce  rapport,  un  travail  utile, 
j’aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m’étais  proposé. 

J’ai  cru  devoir  entrer  dans  ces  détails,  parce 
que  quelques  personnes,  pour  la  plupart  étran- 
gères à la  science  , quoique  ce  ne  soit  pas  celles 
qui  en  parlent  le  moins,  m’ont  paru  n’avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  ; mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que  j’ai  eu  la  satisfaction  de  voir  qu’au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l’état  actuel 
de  l’astronomie  théorique  m’ont  compris , et  c’est  à 
leurs  encouragemens  que  j’ai  dû  le  courage  de  pousser 
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jusqu’au  bout  cette  difficile  entreprise.  On  me  per- 
mettra d’en  citer  ici,  pour  preuve,  la  lettre  suivante, 
qui  m’a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  afflige  encore  la  science.  Je  prie 
qu’on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  à mon  ouvrage  sous  le  rapport 
de  son  utilité,  et  qu’on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  je  sais  mieux  que  personne  ce  qu’elle  peut  avoir 
de  trop  flatteur  pour  ma  vanité. 

m 

Paris,  ao  décembre  i834< 
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S"ac  recez  yrze  rozz*  avez  /zen 

'vou/zz  m ac/<e/ier  c/e  rot  ce  Cficoue  aiiafytlc|  ue 
Dit  cVy  trente  Dit  cvH^oitDe^  ^ nouveau  reju/a/ 
de  v-oj  etzzc/ej  dzzn  zv/ze  znatzere  dz  e '/vee  e/  dZ 
c/z^zcz/e,  ne  ^zeu/  yz.e  rozzj  ^azre  /ecuzcou^z 
c/ /onrzettr  /zao'mz  /ed  dcwam  ; z/  ecn^dmera 
^z/eznomen/  /cÿuntcnz  czvcmtayezzde  yu  z/t  on/ 
c/eya  cozzçue  c/e  wod  ta/end,  /zar  /a ^zzece  yuz 
a renÿzorte  /e yradzc/^vrzcc  c/e  / tS&cac/einze , e/ 
dzzztozi/  /zczr  £ ïnemezre  ou  rozcd  avez  fret 
/ezc?<eudemen/  redo/zi  /a  c/jÆccz/Çe  ' e/de/  entre 
Z^cÿi/ace  e/  /fë/ancz  dzvr  zzrz  /10/n/ 
(dn^zortcwt/  c/z  dydteme  c/z  mon  c/e.  tf/otre  ou - 
vra^e  j ed/i/onjzezin,  cj/  zz/z  premier  fzczd  re/d 
/e  /a/  trcd  /oaa//e  c/e  nenc/re  fi/zzd  acce/Sz//& 
/&f  rec/e9*c/,cd  /u<o/(r?zc/ii  contenue*  c/and  Z% 
cAfoecoMu^iie  ceùuste^  y ode^zrec/re yzue  roccd  Jerez 
ccij/ia//e  non-deu/eznen/  c/e  commenter  ce/  ou- 


vraye , mau  de  /e fier^ectconiier  joccd  /eaucotÿi 
t/e  ree^i^/orù  , car  ye  duea  t/a  nom/re  (/e  cena; 
cyu  fienicfi/  yue  /e  metae  J/yet /leu/  eâ?<e  tracée 
mac/ntenatid  avec  /eauco/ÿi /diij  d e/eyatnce  e/ 
/t/ccf  c/e  c/arte  * ^ etad  nateire/Zemen/  a 

//ot/jon  a rcmfi/t/r  cette  tacAe , macd 
Z abdication  c/e  / ts/na/yje  a /a>  //?/y.Jiyae 
oetn/'/e y 'tour  /ai  tm  <uye/  c/e  /iredi/ecéwii  au- 
tyueZ  i/ d &)/  attac/e  cxcZuetvemen/. 

//Recevez, , tr/ZonJieevr,  Z a^ju/rcvnce  c/bj  de/i- 
tetnend  /m  didtinyiied  avec  Zuyrie/y  ae-  Z'/on- 
ticter  c/  et/e 

d/ôtre  tred  /wn/Zé  dcnuéeeitr. 


J Çc^cu5t^e. 


* On  doit  se  rappeler  qu’il  existait  plus  que  de  la  froideur  entre 
Lecekdre  et  Laplace  , et  certainement  c'est  plutAt  l’homme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sans  doute  on  peut  éclaircir  aujourd’hui  quelques-  unes  des 
parties  de  la  Mécanique  céleste , mais  c’est  en  protestant  de  son  res- 
pect et  de  son  admiration  pour  ce  monument  élevé  uux  sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques. 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES  MATIÈRES 

CONTENUES  DANS  LE  TROISIÈME  VOLUME. 


Ii IVRE  VT 

Suite  de  la  théorie  des  mouvemens  planétaires. 


Nécessité  (Tune  seconde  approximation  des  mouvemens  planétaire»,  pag.  r 

CHAPITRE  Ier.  Développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  or- 
bites , jusqu’aux  termes  dépendons  de  la  septième  puissance  de  ces 
élémens page  3 

Expression  de  la  fonction  perturbatrice,  au  moyen  des  rayons  vecteurs 
et  des  longitodes  vraies  de  la  planète  troublée,  et  de  la  planète  per- 
turbatrice, et  de  Pinclinnison  mutuelle  de  leurs  orbites n°»  1 et  a 

Développement  de  l'expression  precedente  en  série  de  cosinus  des  multiples 
des  anomalies  moyennes  des  denx  planètes , ordonnées  par  rapport  aux 
paissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Expression  du  terme  gé- 
néral  de  cette  sérié n°  3 

Considérations  sur  la  forme  generale  dn  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice, résultant  de  l’action  de  deux  planètes  sonmises  h leur  attraction 
réciproque * n°  \ 

Expressions  analytiques  des  différens  termes  du  développement  de  la 
fonction  R page  26 

Termes  de  Pordrc  du  carre  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Moyen  facile 
de  vérifier  leurs  expressions  analytiques n°  6 

Termes  dn  troisième  ordre,  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons  » n0,  7 


xij  TABLE  DES  MATIÈRES. 

Termes  du  quatrième  ordre n°  8 

Termes  du  cinquième  ordre n°  () 

dermes  du  sixième  ordre n°io 


Termes  du  second  ordre,  qui  ont  memes  argumens  que  les  termes  indépen- 

dans  des  excentricités n°n 

Termes  du  troisième  ordre , qui  ont  même  argument  que  ceux  du  premier 

ordre. no  11 

Termes  du  quatrième  ordre,  qui  ont  mêmes  argumens  que  les  termes  indé- 

pendans  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  ~ n°  i3 

Termes  du  quatrième  ordre , qui  ont  mêmes  argumens  que  les  termes  du 

second  ordre n<>  \\ 

Termes  du  cinquième  ordre,  qui  ont  mêmes  argumens  que  ceuxjdu  premier 

ordre T / n°  i5 

Termes  du  cinquième  ordre,  qui  ont  mêmes  argumens  que  ceux  du  troi- 
sième ordre.... .... ..... .......  . ... .....  .. n.°..  16 

Expressions  générales  des  inégalités  de  chacun  des  clémcns  de  l’otbitc  cllip- 
tiqne  , correspondantes  h un  terme  donné  du  développement  de  la  fonction 
perturbatrice.  Moyen  d’en  dëdnirc,  dans  tous  les  cas,  toutes  les  inégalités 
sensibles  des  mouvemens  planétaires.  — Développement  de  la  partie  non 
périodique  de  la  fonction  perturbatrice,  en  portant  l’approximation  jus- 
qu’aux quatrièmes  paissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  inclusi- 
vement n°  17 

CHAPITRE  II.  Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
dijfèrens  termes  du  développement  en  série  de  la  fonction  perturba - 
trice page  60 

Formules  qui  donnent  les  coefficiens  des  difFérens  termes  de  la  fonction 
(1  — 2 et  cos  <p  -f*  *a)— développée  en  série,  au  moyen  d’intégrales  définies. 
Différentes  relations  qui  existent  entre  les  termes  consécutifs  de  ce  déve- 
loppement , et  qui  sont  propres  h en  faciliter  le  calcul  numérique.  Addi- 
tions àccquiaété  ditsurccsujetdanslc  n°  49  du  second  livre...  n°‘i8,  tqetxo 
Digression  sur  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Leur  division  en  fonctions 
elliptiquesdc  irc,  2mc  et  3,nc  espèce.  Ce  qu’on  nomme  Y amplitude , le 
module  et  le  paramètre.  Division  et  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques de  irc  et  de  2mc  espèce;  intégration  de  ces  fonctions  par  la  va- 
riation du  module.  Énoncé  du  théorème  de  Landcn.  Échelles  de  modules 
ascendantes  et  descendantes;  l’une  a pour  limite  l’unité,  l’autre  a pour 
limite  zéro.  On  peut  toujours  exprimer  de  deux  manières  la  valeur  d’une 
fonction  elliptique  de  irc  espèce  dont  le  module  et  l’amplitude  sont  don- 
nés. La  même  méthode  d’approximation  s’applique  aux  fonctions  de  2m0  es- 
pèce. Réflexions  sur  les  recherches  des  géomètres  relatives  h ce  genre  de 

fonctions... n°  21 

Application  du  calcul  des  fonctions  elliptiques  h la  détermination  des  deux 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


X11J 


premiers  cocfficiens  de  l.i  fonction  (i  — cos  $ -f-  «■)  * en  sérié.  Exem- 
ple de  calcul.  Détermination  des  fonctions  A(°),A(0,  etc.,  qui  entrent 
dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  et  île  leurs  différences 

successives. , n°*  aa  et  a3 

Moyen  de  déterminer  par  des  quadratures , les  coclEcicns  des  différent  termes 
d’une  fonction  de  deux  variables,  développée  en  série  de  sinus  et  de  cosi- 
nus des  mnltiples  de  ces  variables.  Ces  coefficiens  sont  donnes  par  des 
intégrales  doubles,  qn’on  calcule  par  la  méthode  d'approximation  con- 
nue sous  le  nom  de  courbes  paraboliques,  et  développée  n°  34  du 
livre  Hl.  Formules  diverses  pour  faciliter  le  calcni  numérique  de  ces 
intégrales n°‘  a5  et  36 


CHAPITRE  III.  Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons. . . page  t3x 

Considérations  sur  les  causes  qui  peuvent  rendre  ces  inégalités  sensibles. 
Inégalités  & longue  période.  Elles  croissent  avec  une  grande  lenteur,  et 
peuvent  devenir  considérables  par  le  rapport  commensurable  qui  existe 
entre  les  moyens  inouvemens  des  deux  planètes,  h raison  des  très  petits 

diviseurs  dont  elles  sont  affectées n°  37 

Expressions  générales  des  inégalités  dn  rayon  vecteur,  de  la  longitude , 
et  de  la  latitude  de  la  planète  troublée.  Considérations  ipii  servent  & 
distinguer  les  plus  sensibles  de  ces  inégalités.  n°»  29,  3o,  3i , 3a  et  33 

Développement  particulier  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  Eianien  des  cas  où  ces  inégalités  devien- 
nent considérables  par  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mon- 

venions n»  34 

Développement  particulier  des  inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des 
produits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Les 
seules  inégalités  de  cet  ordre  qui  puissent  devenir  sensibles , sont  celles 
qui  acquièrent  de  très  petits  diviseurs  par  l’intégration.  Forme  des  termes 
qui  les  produisent.  Développement  des  mêmes  inégalités  par  In  varia* 
tion  des  constantes  arbitraires.  Accord  des  deux  méthodes.  n°»  35  et  36 
Examen  des  cas  où  l'on  doit  préférer  une  méthode  & l’autre, ...  n°  37 
Application  !»  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  des  formules  précé- 
dentes. Développement  des  inégalités  du  troisième  ordre  de  ces  deux 

planètes n°>  38  josqu’è  ^1 

Les  inégalités  du  5m<’  ordre,  dépendantesde  l’argument  de  la  grande  iné- 
galité, sont  sensibles  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Satutne.  For- 
mules qui  les  déterminent n°  4a 

Inégalité  du  troisième  ordre,  qui  devient  sensible  dans  la  théorie  de  Mercure 

troublé  par  la  Terre ng  43 

Inégalité  du  cinquième  ordre,  qui  devient  sensible  dans  la  théorie  de  la  Terre 
troublée  par  Vénus n°  44 


Digitized  by  Google 


xiv  TABLE  DES  MATIÈRES. 

Forme  generale  des  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude,  et  delà 


latitude  dan»  l'orbite  troublée.  Considérations  sur  ce  sujet n°  45 

CHAPITRE  IV.  Inégalités  dépendantes  du  carré  des  forces  per - 
turbatrices page  194 


Les  inégalités  le»  pins  sensibles  de  cet  ordre , résultent  de  l'influence  que  1rs 
inégalités  & longue  période  ont  sur  les  termes  dépendans  du  carré  des 
masses.  La  méthode  la  plus  simple  pour  les  déterminer  est  celle  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires.  Formules  des  variations  de  chacun  des 
élémens  de  l’orbite  elliptique,  en  ayant  égard  au  carré  de  la  force  pertnr- 

batrice n°»  46  et  47 

Examen  des  cas  ou  les  inégalités  du  second  ordre  peuvent  devenir  sensibles. 
Les  inégalités  du  moyen  mouvement  sont  les  plus  considérables  par  les  pe- 
tits diviseurs  qu’elles  acquièrent n°48 

Application  des  formules  précédentes  Jt  la  théorie  île  Jupiter  et  de  Saturne. 
Détermination  des  inégalités  du  second  ordre , qui  dépendent  du  double  de 
l’argument  de  la  grande  inégalité.  Les  variations  du  grand  axe,  de  l’excen- 
tricité, du  périhélie,  de  l’inclinaison  et  des  noeuds,  introduisent  des 
termes  semblables  dans  l’expression  du  moyen  mouvement  : mais  ces 
termes  se  détruisent  d’eux-mémes,  en  sorte  qu’il  n’en  résulte  aucune  iné- 
galité à longue  période  qui  puisse  devenir  considérable}  ce  qui  est  con- 
forme an  théorime  sur  l’invariabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mou- 

veraens,  démontré  n°  60,  livre  II n°  49,  5o  et  5i 

Variations  des  excentricités  et  des  périhélies  dépendantes  dn  carré  de  la  force 
perturbatrice,  et  relatives  au  double  de  l’argument  de  la  grande  iné- 
galité  n°  5o 

lnégalitésque  les  variations  précédentes  introduisent  dans  l’expression  de  la 

longitude  vraie  de  Jupiter  et  de  Saturne n°  53 

Variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds,  dépendantes  du  carré  des  masses. 
La  partie  non  périodique  de  ces  variations,  c'est-à-dire  celle  qui  se  rapporte 
aux  inégalités  séculaires,  est  la  seule  qui  puisse  acquérir  une  valeur  sen- 

sible n°  54 

Eqnation  de  condition  & laquelle  doivent  satisfaire  les  variations  précédentes  ; 
conséquences  qui  en  résultent  relativement  il  la  stabilité  du  système  plané- 
taire, en  ayant  même  égard  au  carré  des  forces  perturbatrices n°  55 

Considérations  sur  1rs  conditions  d’où  dépend  la  stabilité  du  système  solaire 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orlies  plane'tair.  n°  56 
Examen  des  inégalités  <lu  premier  ordre,  qni  peuvent,  par  leur  combinaison, 
produire,  dans  l’expression  des  longitudes  vraies  de  Jupiter  et  Saturne  , des 
inégalitésdusecond  ordre  affectées  de  l’argument  delagrande  inégalité.  n°  5? 
Expressions  analytiques  des  inégalités  précédentes  les  plus  sensibles. 

n°»  58,  5g,  60,  61,  et 6a 

Relation  générale  qui  existe  entre  les  parties  dépendantes  dn  carié  de  la  force 
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perturbatrice , des  inégalités  correspondantes  Je  deux  planète»  soumises ,*i 
leur  action  réciproque.  Cette  relation  est  analogue  il  celle  qui  lie  entre  elles 

les  inégalité»  correspondantes  du  premier  ordre n°  63 

Inégalités  de  la  longitude  de  l’epogne  dépendante  dn  carre  des  forces  pertur- 
batrices , et  relative  h la  grande  inégalité  de  Jopiteret  de  Saturne..  n°  64 
Les  deux  grandes  inégalités  de  Jqpiter  et  de  Saturne  , doivent  s’ajonter  aux 
longitudes  moyennes  dans  les  expressions  du  rayon  vecteur  et  de  la  longi- 

tilde n°  65 

Manière  d'avoir  egard  aux  changemcns  qu'eprouvent  les  coetficiens  des  iné- 
galités planétaires  par  l'effet  des  variations  séculaires  des  élémens  cllip- 
tiques n°  66 

CHAPITRE  V.  Des  perturbations  dans  les  mouvement  des  planètes  et 
des  comètes , dues  h la  résistance  d’un  milieu  très  rare page  371 

Expressions  des  variations  différentielles  des  élémens  de  l'orbite  elliptique, 
en  supposant  la  résistance  du  fluide  proportionnelle  an  carré  de  la  vitesse 

dont  la  planète  est  animée n01  67,  68  et  69 

L’effet  de  cette  résistance  est  de  diminuer  progressivement  le  grand  axe  et 
l’excentricité  de  l’orbite,  tandis  que  le  périhélie,  l'époque, l’inclinaison  , 
et  le  nœud  ne  sont  assujettis  qu’à  des  variations  périodiqnes.  La  résistance 
du  milieu  ne  change  donc  à la  longue  ni  la  position  du  plan  de  l’orbite, 
ni  celle  du  périhélie;  mais  elle  diminue  sensiblement  la  durée  de  la  révo- 

lution n°  70 

Examen  particulier  du  cas  où  les  orbites  sont  très  excentriques,  comme  celles 
des  comètes.  Intégration  des  formules  différentielles  dans  diverses  suppo- 
sitions sur  la  loi  de  densité  du  fluide  éthe'ré n°  71 

Applications  de  la  théorie  précédente  à la  comète  à courte  période 

de  1819 n°  7u 

Application  des  mêmes  formules  è la  détermination  des  inégalités  du  mou- 
vement des  planètes  et  des  comètes , produites  par  l’action  de  la  Inmière 
solaire, soit  qu’on  la  regarde  comme  due  aux  vibrations  d’un  fluide  élas- 
tique, soit  qu’on  la  considère  comme  une  émanation  du  Soleil.  Équation 

séculaire  qui  en  résulte  dans  le  moyen  mouvement no  -3 

La. diminution  de  la  masse  du  Soleil  dans  le  système  île  l’émission  , produit 
une  seconde  équation  séculaire  dans  les  mouvemens  moyens  des  planètes 
et  des  comètes.  Pour  la  Terre,  cette  équation  est  è celle  qui  résulte  du  choc 
de  la  lumière , dans  le  rapport  de  — 1 i o,oooa3ia4-  L’impulsion  de  la  lu- 
mière est  insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre  , et  elle  n’influe  pas  d’un 
quart  de  seconde  sur  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Il  résulte  encore  de 
cette  théorie,  que  depuis  deux  mille  ans  la  masse  dn  Soleil  n’a  pas  éprouvé 

deux  millionièmes  d’altération n°  74 

Recherche  de  l’équation  séculaire  qui  résulte,  dans  les  mouvemens  plané* 
taires  de  la  transmission  successive  de  la  pesanteur,  en  la  regardant  comme 
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l’effet  de  l’impulsion  d’un  fluide.  En  comparant  lYquation  séculaire  de  la 
Lune  duc  h l’impulsion  de  la  lumière  , h celle  qui  résulte  de  la  transmission 
de  la  pesanteur,  on  trouve  qu’il  faut  supposer  au  fluide  gravitique  une 
vitesse  an  moins  cent  millions  de  fois  plus  grande  que  celle  de  la  Inmière. 
On  pent  donc  supposer,  comme  on  le  fait  ordinairement,  cette  vitesse 
infinie,  et  regarder  la  transmission  de  la  gravité  comme  instantanée.  LY- 
quation séculaire  de  la  Terre,  due  ?>  la  même  cause  , n’étant  qu’un  sixième 
environ  de  celle  de  la  Lune  , on  peut  la  regarder  comme  absolument  insen- 
sible.— Identité  de  l’action  de  la  pesanteur  sur  tons  les  corps  célestes.  Con- 
sidérations sur  ce  sujet n°  »?5 


CHAPITRE  VI.  Perturbations  des  mouvement  des  planètes , dues  à la 
non  sphéricité  du  Soleil page  3o8 

Développement  de  la  fonction  perturbatrice,  en  ayant  égard  h l’ellipticité  du 
Soleil.  Exprcs>ions  des  variations  différentielles  des  élémens  elliptiques  qui 
en  résultent.  L’influence  de  la  figure  du  Soleil  introduit  des  termes  crois- 
sant comme  le  temps  dans  les  longitudes  de  l'époque  et  du  périhélie , tandis 
que  l'excentricité  n’est  assujettie,  en  vertu  de  ces  mêmes  causes,  qu’à  des 

inégalités  périodiques ; . . . ; n°  76 

Recherche  des  inégalités  séculaires  qui  en  résultent  dans  l’expression  elliptique 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Ces  inégalités  sout 
d'autant  plus  sensibles  que  la  planète  est  plus  voisine  du  Soleil.  Le  calcul 
montre  qu'elles  sont  insensibles  pour  Mercure,  et  h plus  forte  raison  par 

conséquent  pour  les  autres  planètes n°  77 

L’ellipticité  du  Soleil  ne  donne  donc  lieu  h aucune  inégalité  séculaire  appré- 
ciable dans  les  mouvemens  planétaires.  Les  formules  précédentes  peuvent 
s’appliquera  la  détermination  des  inégalités  lunaires,  résultantes  de  la  non 
sphéricité  de  la  Terre n°*  78  et  79 


CHAPITRE  VII.  De  l’action  des  étoiles  sur  le  système  plané- 
taire  . page  317 

1 • , , , * A » 

I 

Expression  dé  la  fonction  pertmba'rice , en  regardant  la  distance  des  étoiles 
au  Soleil  comme  extrêmement  grande,  et  leur  position  comme  invariable 
pendant  un  grand  nombre  de  siècles.  Variations  séculaires  qui  en  résultent 
dans  l’expression  de  l’excentricité  et  dans  la  position  du  périhélie..  n°  80 
Détermination  des  inégalités  séculaires  que  ces  variations  introduisent  dans 

r l’expression  du  rayon  vecteur,  et  de  la  longitude  vraie. n°8i 

Recherche  des  inégalités  correspondantes  du  mouvement  en  latitude.  Elles 
sont  beaucoup  plus  considérables  que  celles  du  mouvement  en  longitude. 
Le  calcul  montre  qn’il  faudràit  supposer  aux  étoiles  une  niasse  cent  fois  plus 
grande  que  celle  du  Soleil,  pour  que  l'inégalité  du  mouvement  c'n latitude 
de  la  l’erre  duc  ?i  leur  influence' pût  s’élever  i\  10"  dans  un  million  d’an- 
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nées.  Onpentdonc  regarder  leur  action  sur  le  système  planétaire  comme 
absolument  insensible , et  sa  stabilité  n’en  peut  être  altérée no  Si 


CHAPITRE  VIII.  Inégalités  du  mouvement  des  planètes , produites  par 
l’action  des  satellites  et  des  comètes Pagc  3^7 


Les  inégalités  qni  résultent  de  Faction  des  satellites,  dans  les  mouvemens  des 
planètes,  sont  toutes  périodiques,  et  la  petitesse  de  leurs  masses  comparées 
h celles  des  planètes  principales,  rend  ces  inégalités  très  pen  considérables. 
Elles  sont  insensibles  dans  les  mouvemens  de  Jupiter,  et  il  est  probable 

qu’il  en  est  de  même  pour  Saturne  et  Uranus n°  83 

L’action  des  comètes  sar  les  planètes  est  tout-à-fait  insensible.  Ainsi  Faction 
de  la  comète  de  1770,  celle  qui  a le  pins  approché  de  la  Terre,  n’a  pas 
altéré  de  o",9  la  durée  de  l’année  sidérale;  elle  a traversé  le  système  entier 
des  satellites  de  Jupiter  sans  y causer  aucune  perturbation.  On  en  doit  con- 
clure que  les  masses  des  comètes  connues  jusqu’ici  sont  trop  petites  pour 
avoir  auenne  influence  appréciable  sur  les  mouvemens  et  la  stabilité  du 
système  planétaire  , ou  sur  l’exactitude  des  tables  astronomiqaes. . n°  84 


CHAPITRE  IX.  Du  plan  invariable  du  système  du  monde. . . page  33o 

Examen  nonvean  des  formules  qui  le  déterminent,  tendant  h prouver: 
1 °.  qu’on  a h dessein , et  avec  connaissance  de  cause,  négligé  jusqu’ici  d'a- 
voir égard  aux  aires  introduites  par  les  mouvemens  de  rotation  des  pla- 
nètes. 2°.  Que  la  partie  de  ces  aires,  qui  dépend  de  la  non  sphéricité  du 
Soleil  et  des  planètes,  la  seule  qui  puisse  altérer,  dans  les  siècles  futurs, 
la  position  du  plan  invariable , est  absolument  insensible.  L’action  des  sa- 
tellites ne  peut  y produire  non  plus  aucune  altération  appréciable.  L’ac- 
tion des  étoiles  pourrait  seule,  5 la  longue,  en  changer  la  position  ; mais  les 
effets  dus  à cette  cause  ne  se  manifesteront  qnc  dans  un  grand  nombre  de 
siècles.  Réflexions  générales  sur  les  objections  élevées  contre  l’exactitude 
de  cette  théorie n°*  86  et  85 


CHAPITRE  X.  Masses  et  élémens  des  orbites  des  planètes .. . page  34o 

Valeurs  numériques  des  masses  des  planètes.  Considérations  sur  les  moyens 

qu’on  a employés  pour  les  déterminer n°  87 

Tableau  des  élémens  elliptiques  des  planètes n°  88 

Valeurs  numériques  des  principales  quantités  qui  entrent  dans  l’expression 
du  développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice u°  89 


b 
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xviij 

CHAPITRE  XI.  Expressions  numériques  des  variations  séculaires  des 


élêmens  elliptiques  des  orbites  planétaires... page  357 

Développement  de  ces  inégalités  en  séries  ordonnées  par  rapport  an 
temps n»*  90  et  91 


Calcul  numérique  des  formnles  qui  donnent, squs  forme  finie,  les  inégalités 
séculaires  de  l’excentricilé,  du  périhélie,  de  l’inclinaison  et  dn  noeud.  Les 
conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  du  système  planétaire,  énoucéea 
n°*  G3  et  69  élu  livre  II,  sont  remplies  relativement  au  système  des  sept 
planètes  principales n°  9a 

Calcul  tle  la  variation  séculaire  de  Pépoquc  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  Cette  variation  est  insensible  pour  les  autres  planètes.  ■ . n°  q3 

CHAPITRE  XII.  Détermination  de  quelques  constantes  qui  entrent 
dans  les  expressions  du  rayon  vecteur , et  du  mouvement  en  longitude 
et  en  latitude  des  planètes page  4°5 

Théories  particulières  des  sept  planètes  principales . 

CHAPITRE  XIII.  Théorie  de  Mercure page  4°9 

Recherche  de  la  limite  qu’une  inégalité  du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour 
produireune  seconde  d’altération  sur  la  longitude  géocen trique  de  Mercure. 
Valeurs  numériques  des  inégalités  sensibles  de  la  longitude  et  du  rayon 
vecteur.  Les  inégalités  tic  la  latitude  sont  insensibles.. n°  gS 

CHAPITRE  XIV.  Théorie  de  Vénus page  412 

Recherche  de  la  limite  jusqu’il  laquelle  on  doit  porter  l’approximation  dans 
lccalculdes  inégalités  du  rayon  vecteur.  Valeurs  numériques  des  inégalités 
sensibles  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur.  — Détermination  d’une  iné- 
galité il  longue  période  du  mouvemen  en  longitude  dépendante  des  cin- 
quièmes puissances  des  excentricités , et  produite  par  l’action  de  la  Terre. 
— Inégalités  de  la  latitude;  elles  résultent  de  l’action  delà  Terre  (Mars 


et  Jupiter n*  96 

CHAPITRE  XV.  Théorie  de  la  Terre page  4 1 7 


Recherche  de  la  limite  jusqu’è  laquelle  on  doit  porter  l’approximation  dans 
le  calcul  du  rayon  vecteur.  — Valeurs  numériques  des  inégalités  sensibles 
qui  affectent  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  la  Terre.  Inégalité  à longue 
période  dépendante  des  cinquièmes  puissances  des  inclinaisons,  et  résul- 
tant de  l’action  de  Vénus  sur  le  sphéroïde  terrestre.  — Inégalités  du  mou- 
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vement  en  latitude  ; clics  résultent  de  l’action  de  Venus  et  de  Ju- 
piter  . n°  97 

Des  variations  séculaires  de  l’orbe  terrestre,  de  l’équateur,  et  de  la  longueur 
de  l 'année.  Application  des  formules  qui  les  déterminent  aux  observations 
les  plus  anciennes  qui  nous  soient  parvenues.  Détermination  de  deux  épo- 
ques remarquables,  celle  où  le  grand  axe  de  l’orbe  solaire  coïncidait  avec 
la  ligne  des  équinoxes,  ci  celle  où  ces  deux  lignes  faisaient  entre  elles  un 


angle  droit . ..  no  98 

, » 1 » • 

CHAPITRE  XVI.  Théorie  de  Mars. . .. page  4*8 


Recherches  de  la  limite  à laquelle  il  est  necessaire  de  porter  l’approximation 
dans  le  calcul  du  rayon  vecteur.  Valeur  numérique  des  inégalités  de  la  lon-t 
gitude  et  du  rayon  vecteur.  »—  Les  inégalités  de  la  latitude  sont  très  peu 


sensibles;  elles  sont  dues  ù l’action  de  Jupiter n°  qq 

CHAPITRE  XVII.  Théorie  de  Jupiter page  43* 


La  théorie  de  cette  planète  et  celle  de  Saturne  méritent  une  attention  parti- 
culière. — Recherche  de  la  limite  h laquelle  doit  s’étendre  Papproximation 
dans  l’évaluation  du  rayon  vecteur.  Valeurs  numériques  des  inégalités  de 
la  longitude  et  du  rayon  vecteur.  Elles  rcsnltent  de  l’action  de  la  Terre, 
Saturne  et  Uranus;  mais  les  plus  considérables  sont  produites  par  Paction 
de  Saturne.  Inégalités  indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinai» 

«ont n°  100 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Elles 

résultent  de  l’action  de  Saturne n°  101 

Inégalités  dépendantes  des  troisièmes  et  cinquièmes  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice.  — Calcul  des 
variations  séculaires  des  élémens  elliptiques  , en  ayant  égard  anx  termes  dé- 
pendans  du  carré  des  masses.  — Évaluation  numérique  des  différentes  parties 
; dont  se  compose  la  grande  inégalité  du  mouvement  en  longitude.  — Recher- 
che de  quelques  inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice, 
et  qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même  table  que  les  inégalités  déjà 
calculées..  *■» Inégalités  du  rayon  vecteur  dépendantes  de  Pargnment  de  la 
grande  inégalité.  — Inégalités  de  la  latitude.  Elles  dépendent  de  Faction  de 
Saturne.  — Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  nœuds  surlMclip- 
tiquefixe  et  sur  l’écliptique  vraie,  en  ayant  égard  aux  termes  de  l’ordre  du 


carré  de  la  force  perturbatrice n°  toi 

CHAPITRP XVIII.  Théorie  de  Saturne. page 


Les  inégalités  de  Saturne  sont  les  plus  considérables  du  système  planétaire. 
— Recherche  de  la  limite  à laquelle  il  faut  porter  l’approximation  d,mst 
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le  calcul  du  rayon  vecteur.  — Inégalités  île  la  longitude  et  du  rayon  vecteur 
indépendantes  des  excentricités.  Inégalités  de  la  longitude  et  dn  rayon 
Teneur  dépendantes  des  carres  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  or- 
bites. — Grande  inégalité.  Tcrmesdépcndans  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Termes  de’pendaiis  du 

carré  de  la  force  perturbatrice n"  10a 

Inégalités  de  ia  latitude.  Elles  résultent  de  l’action  de  Jupiter  et  d’Uranns. 
La  pins  considérable  dépend  des  produits  des  excentricités  par  ies  inclinai- 
sons.— Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  noeuds  sur  l’écliptique 
file  et  sur  l’écliptiqne  vraie , en  tenant  compte  des  termes  de'pcndans  dn 


carré  de  la  force  perturbatrice n°  to3 

CHAPITRE  XIX.  Théorie  d'Uranui page  4TO 
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aa3, 


ï , 11  et  ta , au  lieu  rie  — , lisez  -f-  s'n*^n 


4,  8 , 16,  au  lieu  de  -+- 


sin  y 
sin  p<Tn 


sin* 
sin  çJTl 


— , lisez : 

sm  * sm  * 

»,  au  lieu  de  + , ,lscz  _ 

sm  * an  sin  * tin 


19,  n u lieu  de  -f-  , lisez ^ — 

sin  * dû  sm  * tin 

».  » , p *iR  ..  v tiR 

* , au  lieu  de  -f-  — , lisez 

sm  * «TI  sin  * tin 

a »•  , I ^R  , î tiR  1 

oAau  lieu  de  — tang  h -j—,  lisez—  tans  - * 

a dv  sm  * tin’  6 a r 

A 

1 


tiR 


sm* 


. »•  , 1 tiR  1 cZR 

a4,  au  lieu  de  cos  - a , lisez  cos- v — — 

a a y d\ 

i3,  au  lieu  de  aa^^BC'- x)  -f-  B(*+*))  cos. . . , lisez  ...... 

• Xafl'(B^-)-f-B(*+0)cos... 

a5,  au  lieu  de  B P- O -f-  B(f+0,  lisez  ««'(BO'-O-f-B^*)) 

8,  au  lieu  de  t-  1 i(i  — 1) , lisez  -f- 1 1(*  — 1) 

3 en  remontant,  au  lieu  de  4(£— a),  lisez  4 (ï  — 3)* 
18,  au  lieu  de  m'Acos[£(a't — etc.],  lisez — m'A  cos  [i(n't— -etc.  J 
6 eh  remontant , au  lieu  de  cos  (t>  + ïq^dçdq'  et. . . . 

sin  (14.  -f-  i'4>'; dqdq  , lisez 
cos(i>  — irp')dqdp  et  sin  (£p  — ï<p)d<pdq' 

^ changez  les  signes  de  tous  les  terme*s  de  la  valeur  de  F. 

1,  au  lieu  de  aP,  lisez  aP 

..t  j 3at/P  f.  3ati*P 

ib.  au  lieu  de  — rr—. , lise 9 — 


(5  nf — a n)dt 


a,  au  lieu  de  — ——7 


aatiP 
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(on' — a n)dt* 
3ad? 


(5  «' — a nydt* 

• aatiP 

meî  — — : 

(5/i  — aujtir 

3ati*P 


, lises  — 


(5u'— au)tit  ’ (5n' — 2n)*df 

i5,  au  lieu  rie  sinfo/i't— 4nt-f-ga'  — 4 * -f-A  -4-  B'),  lisez 
sinfQa't— 4«t-f-g*'—  4«-f-  A'-f-  B ) 

dernière,  au  lieu  tie  = , lises  W 


m 


»V«' 
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i,  , ..  j j m o'+m'i/a  m\/a+m'\/â' 

Page  334,  ligne  a,  au  lieu  de  ^ — - — , /«es  — . . 

m'V  a m'\/  a' 


a63, 

*94, 

336, 

349. 

4*9. 

437. 

ibid. 

443, 

444. 

45., 

ibid. 

45a, 

454, 

ibid. 


10,  au  lieu  de  (‘la  — - a Se.  lisez  -cia  — ale 
a a 

a en  remontant,  au  lieu  de  Halley , /«es  Pound 
36,  au  lieu  de  * ,«D , lisez  \ mD* 

3,  au  lieu  de  e 1 ° = 8 1 0 5a'  1 o",3,  lisez  c’y  = 8i°5a'ig",3 
9,  au  lieu  de  (1  +/J.") , lisez  (1  + fs") 

>4,  au  lieu  de  N<°),  lisez  NM 
i5,  au  lieu  de  N(‘),  lisez  NI0) 

18,  19  et  ao,  changez  les  signes  des  trois  quantités  : 
r/MW  __  j/N<°>  dM<*> 


a" 


da’y 


da,r 


da  ” ’ 

a,  3,  ia  et  i3,  effacez  mr 
17,  au  lieu  de  K,  lisez  H 

K*  H * 

dernière,  au  lieu  de — , lisez 

8 8 

la,  il  faut  affecter  du  signe  — l’inègaiitè  de  celte  ligne. 
7 et  9,  au  lieu  de  3 nT— «■»,  lisez  3nyt  — nr 
14,  au  lieu  de  3n*t~3n,yt,  lisez  3ri*t—3n"t. 


Addition. 


Page  483,  après  la  ligne  ta,  ajoutez ^ 

i—  o,ooo346495o  cos{  n"t  4-  «»  — a’y) 

— o, ooato35534  cos(anTt  — n’,r+uv — i1* 

4-  o,oo5453465o  cos(a«Tr — 

4-  0,0011739643  cos(3j»t£ — 3jt,vt4.3i" — as'0— »*) 

•—  0,0006395374  cos(3n'£  — an'Tt-f.3«T — a««  • »•*) 

H-  (t  4- /aT‘). o, 0006101667  cos(3/i»*£ — a/i»r4-3«»' 3,, 
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SYSTÈME  DU  MONDE. 
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LIVRE  SIXIÈME. 


Théorie  des  Mouvemens  planétaires. 

La  détermination  des  inégalités  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvemens  des  corps  célestes,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles,  soit  par  l’action 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qui 
les  animent,  est  sans  contredit  l’objet  le  plus  impor- 
tant de  la  théorie  du  système  du  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalités  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet,  en  général,  les  plus  considérables, 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d’avoir  égard.  Cependant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des-  inclinaisons  d’un  ordre  plus 
élevé,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  l’ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  il  s’en  trouve  que 
Tome  I U.  i 


Digitized  by  Google 


a*  THÉORIE  ANALYTIQUE 

quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles,  et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d’avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
nous  sommes  parvenu  dans  le  livre  II  que  comme  une 
première  approximation  des  mouveraens  planétaires, 
et  elle  ne  suflirait  pas  aux  besoins  de  l’Astronomie, 
dans  l’état  de  perfection  où  cette  science  est  aujour- 
d’hui parvenue.  Nous  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objet,  et  nous  donnerons  dans  ce 
livre  l’expression  analytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  mouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil, de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres,  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre à toute  l’exactitude  qu’exige  la  précision  des 
observations  modernes. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Développement  de  la  Jonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons des  orbites  jusqu'aux  termes  dépendans  . 
de  la  septième  puissance  de  ces  éleînens. 


• « ■ » 

i , Nous  avons  donné  dans  le  n°  81  du  second  livre, 
l’expression  de  la  fonction  perturbatrice  R développée 
jusqu’aux  ternies  de  l’ordre  du  carré  des  excentricités 
inclusivement  ; maïs  on  est  obligé  de  porter  plus  loin 
ce  développement  à mesure  qu’on  veut  atteindre  à 
un  plus  haut  degré  d’approximation  dans  la  théorie 
des  inouvemens  planétaires.  Nous  allons  donc  rtous 
occuper  d’abord  de  cette  pénible  opération. 

. Considérons  l’action  «réciproque  de  deux  planètes 
m et  né  en  mouvement  autour  du  soleil.  Rn  désignant 
par  R la  fonction  qui  exprime  cette  action,  on  a, 
n*  48  du  second  livre 


R — m'U  — ~rrrrrr_-r-- — r.  -i— 

L |/  (x-xy+(jr'-jryr p (/-z): 


. .‘r.r'-f -jÿ+zz 


J3 


1 


(0 


Xy  y y z étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  m re- 
latives a trois  axes  fixes  passant  par  le  centre  du  so- 
leil, / son  rayon  vecteur  dans  son  orbite,  et  x' yÿ , z\ 
r‘  exprimant  les  mêmes  quantités  relatives  ara'.  Si 

1 . . 
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l’on  nomme  p la  distance  des  deux  planètes  entre 
elles,  en  sorte  qu'on  ait 


f = y/  (xr  — x) • + (y*  —y) 4 + (z'—z)', 
la  valeur  précédente  pourra  s’écrire  ainsi  : 


Sous  cette  forme  on  voit  que  R ne  dépend  que  de  la 
distance  des  diflférens  corps  du  système  entre  eux  et 
a Forigine  des  coordonnées , et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes  auxquels  on  rap- 
porte les  mouyemens  de  ces  corps. 

Cela  posé,  pour  plus  de  simplicité,  prenons  pour 
plan  des  X y un  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m et  de  m > et  pour  axe  des  x 
cette  intersection  même.  Si  l’on  nomme  c l’angle  que 
le  rayon  r forme  avec  cette  droite,  l’angle  formé* 
par  cette  même  droite  et  par  /,  <p  et  (p'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  m et  de  ni'  sur  le  plan  fixe, 
on  aura 

oc  =çs  r cos  v,  yz=zrs\n  v cos  (p,  z — r sin  <*sin  <pf 
od =r' cosi/  , y=r'sinp'cos(p/,  z=r/sint>'sin<p/, 


Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  R , qu’on  nomme  y 
l’inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites , et  qu’on  ob- 
serve que  <p'  — <P=y  en  faisant,  pour  abréger, 

i — cos^  = 2sin*^=  * Aa 
V= — rd  sin  v sin  [cos  {y  + vr)  — cos  (/ — *>)]; 

en  sorte  que  X représente  le  double  du  sinus  de  la 
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moitié  de  l’angle  que  forment  entre  eux  les  plans  des 
orbites  des  deux  planètes,  on  trouvera  < 


R: 


V r’  + rr‘ — ar/cos  ( v — v) — A“  V 


rcos(t»' — »>)  i V~1 

/*  73 J* 


fonction  qui  ne  dépend  plus  que  de  l’inclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  et  de  la  positionrespective  de  m et 
de  m'  par  rapport  à la  ligne  des  nœuds. 

Soit  17  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’orbite 
de  m',  comptée  sur  l’orbite  de  m à partir  d’une  ori- 
gine fixe  ; pour  rapporter  à la  même  origine  les  angles 
v et  7,  que  nous  avons  supposés  comptés  sur  les  plans 
des  orbites  respectives  des  deux  planètes,  à partir  de 
leur  commune  intersection,  il  suffira  de  substituer 
v — n et  V — n à la  place  de  v et  de  v'  dans  les  ex- 
pressions précédentes.  L’angle  7 représentera  alors  la 
distance  de  la  planète  m'  à son  nœud,  comptée  sur 
l’orbite  de  m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nœud,  comptée  sur  le  plan  de  l’orbite  de  m,  de  la 
même  origine  que  l’angle  v. 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  V de- 
viendra ainsi 

V = ~ rr  [cos  (y  + v'  — an)  — cos  ( v ' — (>)]  ; 

. • *'  • • 

et  c’est  cette  valeur  qu’il  faudra  substituer  dans  l’ex- 
pression précédente  de  R,  qui  n’éprouvera  pas  d’autre 
altération. 

Cette  expression  conservera  la  même  forme,  quel 
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que  soit  krplan  passant  par  le  centre  du  soleil , auquel 
on  rapporte  le  mouvement  des  deux  planètes /pourvu 
qu'on  exprime  les  coordonnées  x,  y,  z,  x',  etc.,  rela- 
tives a ce  plan,  en  fonction  des  coordonnées  polaires 
de  m et  de  in!  ; elle  a donc  toute  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible.  . ’ ... 

2.  Il  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d’in- 
troduire dans  la  fonction  R les  variables  quidéter-*- 
minent  la  position  dti  plan  mobile  de  l’orbite  de  m 
par  rapport  a un  plan  fixe  quelconque',  quantités 
qu’elle  ne  renferme  qu’implicitement,  sous  la  forme 
précédente.  Pour  cela,  nommons  <p  et  <p'  les  inclinai- 
sons respectives,  et  n et  n'  les  longitudes  des  nœuds 
des  orbites  de  m et  de  m\  Sur  ce  nouveau  plan  ^ on 
aura  , • 


• • • * * • ' »/  » » « 

cos  y = cos  <p  cos  <p'  + sin  <p  sin  <p'  cos  <n'— n>.. 

En  substituant  donc  dans  R à la  placé  de. .....  t,i 

A*  = 2(1  — cos  y)  sa  valeur,  cette  quantité  se 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  <P,  <p\  n 
et  n',  relatifs  à un  plan  fixe  quelconque  passant  par 
le  centre  du  soleil. 

Si  l’on  rapporte,  comme  nôus  l’avons  fait  n°  86  , 
livre  II,  le  mouvement  de  m au  plan  de  son  orbite 
primitive,  l’inclinaison  <p  et  l’angle  n'  — n seront  de 
l’ordre  des  forces  perturbatrices,  et  l’un  pourra  né- 
gliger leur  carré  quand  on  fera  abstraction  des  quan- 
tités du  second  ordre  par  rapport  à ces  forces.  En 

nommant  donc  y ce  que  devient  y relativement  à un 
temps  quelconque  compté  de  l’instant  qu’on  a choisi 
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pour  époque  | on  aura  <p'~  y , et  par  conséquent  : 

cos  y = cos  y -f-  sin  <p  sin  y . 

U faudra  donc  dans  l’expression  de  R substituer 
2(1 — cos sin  psinp)  à la  place  de  A*$  en  nommant 
R la  fonction  résultante,  on  aura  ainsi  : 

R =m'V  ..  — .~.l  , . , t 

L.yr‘-i-  r'4  — irr  cos  (e  — v)  — A‘  V -f-  2 sin  p si n y V 


» lit  V. 

On  peut  observer  d’ailleurs  que  si , pour  plan  fixe 
des  oc  y,  on  prend  un  plan  passant  par  l’intersection 
commune  des  deux  orbites,  et  ayant,  relativement  à 
chacune  d’elles,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
l’orbite  primitive  de  m , on  aura  : 

••  • 

r=rcos(v — H),  j"=trsi»(t' — n)cos<p,  z=r  sin^ — Iî)sin^, 

x'==rCos(i>' — n),  y=r’sm(v — n)cosy,  z'=/''sin(/ — n)siny. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  R,  et  qu’on  néglige  le  carré  desin  <p,  quantité  du 
second  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices, 
on  retrouvera  l’expression  précédente,  et  cette  ex-r 
pression,  d’ailleurs,  d’après  ce  qu’on  a vu,  est  ^indé- 
pendante de  la  supposition  que  le  plan  fixe  passe  par 
la  commune  iutersection  des  orbites  de  m et  de  m'. 

‘ * 1 • * . > f,  * . 

On  conçoit,  maintenant  que  si , dans  les  deux  fonc- 
tions R et  R , les  variables  r,  /•«',  v,  v,  et  la  constante 
fl,  avaient  les 'mêmes  valeurs,  en  sorte  que  la  valeur 
de  la  fonction  > fut  la  seule  altérée  en  passant  3e  l'une 


r cos  (v  — y)  1 V . ’ . V~1 

~yr ; * pi  -t-  s»«  <P  sin  y 


Diçjitized  by  Google 


8 THÉORIE  ANALYTIQUE 

a l’autre,  on  déduirait  immédiatement  l’expression 

du  développement  de  R de  celui  de  R , en  substituant 
dans  ce  dernier  A* — 2 sin  y J $ a la  place  de  A*;  mais, 
par  l’effet  du  déplacement  de  la  commune  intersection 
des  orbites,  les  quantités  v>  v'  et  7r  ont  des  valeurs 
différentes  dans  les  deux  fonctions.  Commençons 
donc  par  déterminer  les  accroissemens  que  subissent 

ces  angles  lorsqu’on  • passe  de  R à R. 

Pour  cela  considérons  le  triangle  sphérique  com- 
pris entre  le  plan  de  l’orbite  primitive  de  m,  celui  de 
son  orbite  mobile,  et  le  plan  de  l’orbite  de  m 

Les  trois  angles  de  ce  triangle  seront  <p , y et  1 8o° — y 

et , en  nommant  cTFl  le  côté  opposé  à l’angle  y , par 
les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique % on  aura,  à 
très  peu  près 


et  • <£n  + ..  . 

sin  y sin  y 

» ' ' , * * 

* , * 4 • 

■ # 

pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposés 
aux  angles  y et  <p.  ' ♦'  ’ 

Maintenant,  v — fl,  compté  sur  le  plan  fixe,  est 
l’angle  que  forme  le  rayon  r avec  la  ligne  des  nœuds 
de  l’orbite  de  m! , sur  l’orbite  primitive  de  m.  Si  l’on 
projette  sur  ce  dernier  plan  le  nœud  de  l’orbite  de 
m'  sur  le  plan  mobile  de  l’orbite  de  m,  l’angle  compris 
entre  m et  ce  même  nœud  sera  égal  a l’angle  v — fl, 
moins  le  mouvement  de  la  ligne  des  noeuds  pendant 
le  temps  t , compté  sur  l’orbite  de  m!  et  projeté  sur 
le  plan  fixe , c est-à-dire  que  cet  angle  sera  égal , a 
très  peu  près , a • 1 
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V 


sin  (pàîl 
sin  y 


cos  y . 


D’ailleurs  t la  longitude  de  l’intersection  de  l’orbite 
de  m!  avec  l’orbite  mobile  de  m , comptée  de  la  même* 

origine  que  les  angles  v9  s>  et  II,  est  n -f-  ^n. 

. , 8in  y 

L’angle  v9  ou  la  distance  angulaire  de  m à la  droite 
fixé,  d’où  les  angles  sont  comptés,  devient  donc, 
relativement  à l’orbite  mobile , 


v 


sin  <pfn 
. sin  y 


(« 


— cos  y).  ' 


Et  en  désignant  par  v9  v ^ n,  ce  que  deviennent  les 

quantités  v et  17,  relativement  à la  fonction  R , on 
aura  : 

./  , * 


v 


n 


v — fl  — ( i — cos  y) 


sin  <p3n  sin  <pfn 
sin  y . • “ sin  y 


• 7-nW_n- si^5.  '■ 

sin  y 

\ « *•  v 

C’est-à-dire  qu’en  passant  de  la  fonction  R à la  fonction 
R,  l’angle  ^croîtra  de — (j — cos  yf~^9  etl’angle  17. 

0 sin  y ® 

f > 

qui  désigne  la  longitude  du  nœud  de  l’orbite  de  m! 
sur  l’orbite  mobile  de  m,  de  —^0,  cTn  étant  le  mou- 

« sin  y 

vement  pendant  le  temps  t du  nœud  de  l’orbite  mo- 
bile de  m sur  le  plan  fixe;  enfin  la  fonction  À recevra 

l’accroissement — -8^2.  En 

c 

t-  t • * <1 

carré  de  J <p  et  de  cTH  on  aura 


négligeant  donc  le 
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dR 


\r 


R = R — 17  sia  <p  tang  - y ^ 

r 

<Tn  sin'  ç JR  «ftp  sin  y JR 

“ ~ A~  dû' 


»*A  i 


+ ‘ 


sin  y‘  Jïl  . , A . JA  . ' /* 

♦ • 

* - A la  place  de  /Tl  et  de  d\p,  qui  déterminent  les  va- 
riations de  l’orbite  mobile  de  m relativement  au  plan 
fixe  de  son  orbite  primitive,  on  peut  introduire  dans 
rexpressioh  précédente  les  quantités  p et  q}  que  Fort 
considère  ordinairement  dans  les  formules  du  mou- 
vement troublé,  et  qui  sont  des  fonctionsflonnées  de 
ces  mêmes  quantités  cfn  et  cT<p.  En  effet  si^  comme 
dans  le  n°  45  du  second  livre,  on  fait 

m 

p 3=  cT.  sin (p  sin  TI,  q = <sl\  sin  <p  cos  17 > 

en  effectuant  la  différentiation  et  en  supposant,  pour 
plus  de  simplicité,  n = o dans  les  résultats,  ce  qui 
revient  à prendre,  comme  nous  le  ferons  dans  la 
suite , l’intersection  commune  des  deux  orbites  pour 
l’origine  d’où  les  angles  sont  corpptés,  on  aura  • 

p = sin(p  <fTI , q ±=  cP(p, 

r*  »■  t l » . . ’l  • ’ • , ‘ , 'ji-  '•  i ■ i , ; 

et  par  conséquent  t 

. i . v.  ' . - * * ; . < ' * . . • • ■ ;*  \ » ri 

ü n * * , ' JR  , p JR 

R =5  R — p tang  5 y -= h • — , «. 

,T  t>  i ri;  . * ,q-4  J»»  . sin  y Ju  M 

• r JR 

9 008  » y aï'  -*  . ’ > >•. 

''Cette  valeur  est  celle  qu’il  faudra  substituer  clans 
les  formules  des  nos  44  et  4^  second  livre,  quidéter- 

minent  les  variations  différentielles  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  de  m autour  du  soleil  troublé 
par  l’action  de  m' , et  l’on  voit  qu'il  sera  facile  de  de- 
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duire  par  la  différentiation,  des  différens  termes  de  R 
les  termes  correspondans  de  R,  ce  qui  dispensera 
deffectuqr  le  développement  de  cet  tedern  i ère  fonct  ion . 

3.  Cela  pc^é,  si  l’on  développe  l’expression  de  R 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  A,  on 

aura  : u - 1 — - 


R = m f-yç 

Lt/r 


rr  >cos  {v — \>) 


y r%  t/‘ 


ITT  COS  ( V 

4-  m'I  A*V  f - 

— irr 


■ v) 


] 


COS  (l/  v)3a 


M 


m 


A4V* 

2 4 


.a. 


■m 


a“Vs 


— ; ’s 

[r“  r ’ — 2tt'  cos  (v'  — <»)}“ 

i • 


[r“  -f-  r,‘. — arr'  cos  (y — r)]  » • 4- 


j 3 5 

â‘4'6 

,i35 

m 3*  88  #V  1 ~[r*  +Va  — arr'  cos  (4/  ■ 

• etc.  ; 


Z.  ! 


2a‘V4 


■•')]* 


-.1 


série  dont  la  loi  est  évidente.  Les  inclinaisons  des 
orbites  des  principales  planètesi’une  sur  l’autre  étant 
de  très  petites  quantités,  on  n’a  point  considéré 
qu’içi  dans  leurg  perturbations  les  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  inclinaisons  supérieures  à 
la  quatrième,  et  l’on  verra  en  effet  dans  la  stfilc,  que 
ces.inégalités  doivent  être  tout-ù-fait  insensibles.  INouf; 
nous  bornerons  donc  désormais  à considérer  les  trois 
premiers  termes  de  la  précédente  série, , , id 

Par,,  les  formules  du  mouvement  elliptique^ 


on  a : 


' r 
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5 = 1 +le*  — (e  — g e’  + 4^ eS ) cos(^+e-") 

eK  ^ cos  2 ( nt  -f-  « « — fi?  ) 

— (g  e3  — ^ e4  ^ cos  5 (ztf  e — û>  ) 

^ e*  cos  4 + € — a>) 

ia5 

— 384  ^ 008  ® ( nt  ~)r  6 — û>)-f-etc.,. 

i>=  nt  -f-  € + ^2é-—  ^ e3  + ^ e5  ^ sin  (>i£  -f-  € — co) 
-f-  ^ e%  — ^ e4  ^ sin  2 (nt  + 6 — co) 


+ 


(*e> 

\I2 
io3 


43 
64" 


e5  ^ sin  3 (nt  -{-  e — co) 


9e 


e4  sin  4 (nt  -j-  e — co) 


+ s*n  ^ ( ^ +•  e — etc* 


Les  angles  ti£  -f-  g et  co  étant  supposés  comptés  de 
la  même  origine  que  l’angle  v,  les  valeurs  donneront 

celles  de  -g  et  de  v*  en  marquant  d’un  accent  les  let- 
tres H,  e,  t et  co. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  , cette  quantité 
deviendra  fonction  des  longitudes  moyennes  nt  + g, 
n't  -f-  / des  deux  planètes , des  longitudes  des  péri- 
hélies , des  demi-grands  axes,  des  excentricités  et 
de  l’inclinaison  mutuelle  des  orbites,  et  l’on  pourra 
la  développer  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d’angles 
proportionnels  k nt  + g et  n't  •+*  e,  d’après  les  prin- 
cipes établis  n°  48  du  second  livre. 
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Pour  cela , on  supposera  d’abord  les  orbites  circu- 
laires, ce  qui  donnera  r=za,  r'  — d , v = nt  -{-  €, 
d = dt  -|-  t! , et  par  conséquent, 


R'=m'.r 

Ly  — aaa'cos(is,£ — nt  -fV — 


aa' cos  ( n't  — nt  -4-  / — *} 


] 


m 

H 

a 


:x,V'f: ! 3-^1 

( [a'* -b  a? — iaa  co»(hrt*—nt+ •' — «)]  * J 


• 5 


[a',-4-aa—aart'cos(/i/£— nt-f-t' — *)]* 


En  nommant  V'  ce  que  devient  V dans  la  même 
hypothèse , c’est-à-dire  en  supposant  : 

V'=  — i — 2iï)  — cos  (rif  — nt-\-t — *)]. 


On  donnera  ensuite  à a*,  d,  nt~+-  ê,  dt  -f-  é',  des 
accroissemens  au,  du,  v et  d,  qui  comprendront  les 
termes  des  valeurs  de  r,  d,  s>  et  d , qu’on  a d’abord 
négligés  ; en  sorte  qu’on  aura  : 

rz=a-j-  au,  r=a'+a'u',  v = nt  -f- 1 -f*  vt  > v'~rit- 1- 


et  il  sera  facile  de  développer  R en  série  convergente 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  e , d et  y. 
En  effet,  faisons  comme  dans  le  n°  /fi  du  second 
livre.  , , 

t * • • • 

\a%  d*  2aa  cos  (n  t — nt  —J—  d — ^ ^ 

— ^ cos  {dt  — + «'—-£) 


= - 2 A(y  cos  i (dt  — nt  + d — * ) 

3 

[<**-(-  a!%  — 2 aa!  cos  (rit  — nt  -f-  e — «)]”* 

— 4-<  = \ 2 B®  cos  i (rit — nt  + i— *). 
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Supposons  de  plus,  • • 

„ , . • , t * _ 

[ a * a'*  — 2 ad  cos  (i rit  — nt  -f-  e'  — c )]  * 

1 2 C<°  cos  t («V  — ««  4-  — «)• 

La  caractéristique  2 devant  s’étendre  à toutes  les 
valeurs  entières  de  i positives  ou  négatives  y com- 
pris zéro , en  observant  qu’on  a généralement  : 

sin  ( ft  + l ) 2 Aco  cos  i ( n't  — nt- {-s1  — € ) 

= 2 Aw  sin  [i  ( n't  — nt  4“  d — - € ) 4 -fi  4“^] 

cos  ( ft  4~  O 2 A0)  cos  i (n't  — nt  e!  — e ) 

r=  2 A(0  cos  [ï{rit  — nt  4-  d — i)  4 -ft-  4-  J] 

sin  ( jt  4-  i)  2r*f4'1A<0  sin  f(n*t  — nt.  -+•  d — « ) 

— 2r‘î'*_,Awcos  [i  (m'ï — nt-\-d — £)4-^4-4], 

,1  ^ ' «S. , • ■ ^ ^ 4 . 

J t-\-  l étant  un  angle  et  g un  nombre  entier  quel- 
conques , et  de  même  pour  les  fonctions 

' ■■  ■■  ■ ~ • • 

2 B(0  cos  i ( n't — nt  4~  d — » ) 
et  2C(0  cos  i ( n't  — + é1  — t ). 

1 La  fonction  R.',  en  substituant  pour  V'  sa  valeur, 
et  en  faisant , pour  abréger , n't  — nt  4-  d — « — * 
deviendra  • ... 

% î * “ 

K'=  — ïTaW — 7 v'h'w'j  -4-  | cm  13. 

i L 4 04  ■ J 

j'fflfl'Bl*-')—  ^ cos (ix  + i’it  -f-3« — în) 

+ cos  (/«'+  4"1  + 4'  — 4n/- 

I 

• - • l*  » * V 

On  pourra,  dans  cette  formule , supposer,  quelque 

t f . • « • “ 

SOll 
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‘ f'  Aÿ  = an'  B«,  A^=  W»  C<‘>.  ’ 

'•a  a 

Par  cette  nouvelle  notatiofi,  les  quantités  Aw, 
'A  ÿ,  AÇ,  seront  toutes  trois  des  Fonctions  homogènes 

a < ¥ 

de  a et  a'  de  la  dimension  — i , ce  qui  donnera  à 
la  fois  plus  de  régularité  et  de  simplicité  aux  for- 
mules. Nous  ne  faisons  toutefois  qu’indiquer  cette 
notation  à ceux  qui  voudraient  s’occuper  du  dévelop- 
pement  de  la  fonction  R , et  nous  continuerons  à con- 
sidérer les  quantités  B(0  et  Cco  pour  conserver  l’ana- 
logie des  formules* suivantes  avec  celles  du  second 
livre. 

Cela  posé  , on  pourra  regarder  (.2  A(i)  cos  ia. 
comme  une_  fonction  donnée,  des  trois  quantités 
a,  a ■ èt  a,  que  nous  supposerons  variables.  Or, 
si  l’pn  nomme  z une  pareille  fonction , et  que  les 
variables  devenant  simultanément  a -f-  au , a!  -f-  a'u\ 
a~b  — vjt  on  désigne  par  qm+B+r  le  coefficient  du 
produit  ama'n umu'n (v J — v',)p>  dans  le  développement 
de  la  fonction  résultante. , on  sait  qu’on  aura  généra- 
lement : 

d"*-n+Pi 

. 4 » - ■ - - 

»•  dam  da'n  da? 

= (1.2.3. . m)  (ï*. s.3. . .n)  (| 3. 

On  déterminera  par  celte  formule  les  coeffi- 
ciens  des  différens  termes  du  développement  de  la 
fonction  2AW  cos  ia, ; en  remplaçant  ensuite  u , V, 
vt  et  v't , par  leurs  valeurs,  on  développera  les  pro- 
duits successifs  u'Bu'a(v'i — en  séries  ordonnées 

par  rapport  aux  excentricités  des  orbites  et  proion- 


) 
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gées  jusqu’aux  puissances  de  ces  quantités  auxquelles 
on  voudra  avoir  égard.  Quand  ces  séries  seront  for- 
mées, il  sera  facile  d’obtenir  par  une  simple  substi- 
tution le  terme  de  R dépendant  d’un  argument  donné 
et  d’un  ordre  déterminé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s’applique  évidemment 
aux  quantités  2 B(‘>  cos  ict,  2 C»  cos  ia,  et  peut  s’é- 
tendre aux  quantités  2BW  cos  [ict  -f-  2 nt  + n 2ÏI), 

2(?®  cos  ( itt  -f*  fnt  -H  4 i — ) > ^ suffira  de  regar- 

der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a , a!,  a,  et  nt  + e , et  de  les  développer  comme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  à 

quatre  variables.  ^ 

On  pourra  donc , dans  tous  les  cas,  former,  d’après 
les  principes  précédens , le  développement  de  la  fonc- 
tion R,  étendu  jusqu’à  tel  ordre  de  termes  qu’on 
voudra  considérer,  et  l’on  n’éprouvera  en  général 
d’autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueur des  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
à mesure  qu’on  a égard  à des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons.  ■ , 

4.  Considérons  le  terme  le  plus  général  de  ce  dé- 
veloppement , que  noussupposerons  de  cette  forme  : 

m'k  cos  (i'n’t — int  -f-  i't — h j’a>  fa  2/  n). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles  u,  co’, 
et  n,  ne  peuvent  être  introduits  dans  l’expression  de  R 
que  par  la  substitution  des  valeurs  de  r',  v,  v et  V. 
Or,  par  les . formules  du  mouvement  elliptique , on 
voit  que  l’angle  nt  + « sous  les  signes  sinus  ou  cosi- 
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nus  est  toujours  accompagné  de  l’angle  — «dans  les 
expi  rions  de  r et  de  v,  de  même  l’angle  rit  + g'  est , 
toujours  accompagné  de  l’angle  — co';  enfin  dans  la 
valeur  de  V l’anglé  rit  + nt  -f-  g'  + g sera  toujours 
accompagné  de  l’angle  — 2IL  Cela  posé',  le  terme 
qui  précède  peut  s’écrire  ainsi  : 


m!k  cos  [(i[ — *ff- — f*\  (rit+d  («£+*) 

-\-j'  ( rit  + g' — «')  +/  [nt  -f-  g — ■ co)  , 

+./*  ( rit  + nt  + g'  + g — an)].  / 


Les  trois  derniers  angles  qui  entrent  sous  le  signe 
cosinus  appartiennent  aux  termes  périodiques  des  va- 
leurs de  r,  r,  ri  et  V.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir- 
culaires et  dans  le  même  plan,  le  coefficient  de  rit 
serait  égal  à celui  de  nt,  puisque  l’angle  rit — nt- f-g' — g 
et  ses  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  entrerait 
dans  la  valeur  de  R , en  sorte  que  le  coefficient  de  rit 
ne  peut  surpasser  celai  de  nt  ou  en  être  surpassé  que 
par  l’introduction  des  termes  dépendans  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  Il  suit  de  là  qu’on  aura 
généralement  entre  les  quantités  /,  r,  j\  j'y  jv,  la  rc- 
' lation  suivante  : . 

«+— Î4-/+/",  ou  bien  i'-ri—j—f—a/"— o, 

i,  ifjrf  > étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs  quelconques. 

Quant  au  degré  d’élévation  du  coefficient  k , -nous 
remarquerons  que  les  valeurs  elliptiques  de  r,  U,  r , ri, 
sont  telles,  que  les  coefficiens  des  sinus  ou  cosinus  de 
chaque  multiple  de  l’anomalie  moyenne  nt  + g — co 
forme  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 
Tome  I. 
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l’excentricité  e , et  dans  laquelle  les  exposans  vont  en 
croissant  successivement  de  deux  unités  à,  p^ir  du 
premier  terme , qui  a pour  exposant  le  nombre  même 
qui  multiplie  l’angle  n£-{- 1 ou  l’angle  w.  Il  en  est  de 
même  des  valeurs  de  r'  et  v'  relativement  à l’excen- 
tricité e'  et  à l’angle  a>'.  Observons  encore  que  la 
quantité  V étant  toujours  multipliée  par  À',  le 
coefficient  de  FI  dans  le  terme  dépendant  de  l’angle 
— an,  ou  de  ses  multiples,  sera  égal  à l’ex- 
posant de  la  paissance  de  A dont  ce'  terme  est  af- 
fecté. Il  suit  de  là  que  dans  les  termes  indépen- 
dans  des  inclinaisons  la  somme  des  coefficiens  des 
angles  a et  a,  pris  avec  le  signe  -f- , sera  la  limite 
inférieure  de  la  puissance  des  excentricités  à laquelle 
s’élève  le  terme  que  l’on  considère  dans  le  dévelop- 
pement de  R,  et  que  dans  la  partie  dépendante  à 
la  fois  des  excentricités  et  des  inclinaisons  la  somme 
des  multiples  des  angles  ca , cJ  et  n , pris  positive- 
ment, indiquera  l’ordre  le  moins  élevé  des  termes 
du  développement  de  R qui  dépendent  d’un  argu- 
ment déterminé. 

Ainsi  le  coefficient  k sera  de  l’ordre  f + f' -}-  ij* 
ou  i'  — /•,  d’après  la  relation  i' — i — f — f — a/7,=o, 
et  ce  coefficient  se'composera  d’une  série  dont  le  pre- 
mier terme  aura  la  forme  Aefc*,A,f’,  les  nombres  f, 
f , f ",  étant  pris  avec  le  signe  -I- , et  A étant  une 
quantité  indépendante  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons; le  deuxième  terme  de  cette  série  serait  de 
l’ordre  i ' — i-f-  2,  le  troisième  de  l’ordre  î — i -f-4  » 
et  ainsi  de  suite  ; en  sorte  que  le  facteur  commun 
ôté , tous  les  termes  de  la  série  k ne  renfer- 
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\ • 

meront  que  des  puissances  paires  d e c?  e'  et  A.  En  ne 
considérant  donc  parmi  les  termes  qui  dépendent  de 
l’angle  Vnlt  — int  que  ceux  qui  sont  de  l’ordre  le 
moins  élevé,  le  terme,  général  de  R sera  de  la 
forme  . , ' . 

A*^  cos  {frit — int  — f af  — foo  — zfrt) . 

Les  nombres  f , f , f ",  sont  supposés  positifs  ; si  l’un 
d’eux,  f par  exemple,  était  négatif,  le  terme  précé- 
dent serait  de  l’ordre  V — i + if,  la  somme  des  nom- 
bres f , f'*  t if,  pilfc  avec  leurs  signes,  devant  tou- 
jours -être  égale  à V — i.  • , r 

Les  considérations  précédentes  sont  surtout  utiles 
lorsqu’on  veut  déterminer  à priori  les  termes  du  dé- 
veloppement de  R qui  dépendent  d’un  argument 
donné,  On  voit  que  si  parmi  cès  termes  le  moins 
élevé  est  de  l’ordre  l,  le  même  argument  ne  se  re- 
produira plus  que  parmi  les  termes  de  l’ordre  Z - J-  2 , 
ou  de  l’ordre  l ■+•  4 > e*c*  > de  sorte  que  si  l est  un 
nombre  pair,  tous  les  termes  seront  d’ordre  pair , et 
ils  seront  d’ordre  impair  dans  le  cas  contraire.  Ce 
résultat  provient  non-rseulement  de  la  forme  des  va- 
leurs de  r,  v't  mais  encore  de  ce  que  la 

fonction  R doit  être  indépendante  de  l’origine  des 
longitudes.  ..  . . 

Ainsi , par  exemple , si  l’on  proposait  de  déter- 
miner les  termes  de  R relatifs  à l’argument  5?i't — int, 
on  voit  que  les  moins  élevés  parmi  ces  termes  se- 
raient de  l’ordre  5 — 2 ou  du  troisième  ordre , les 
suivans  du  cinquième,  et  ainsi  de  suite.  Si  l’on 
considère  seulement  les  termes  du  troisième  ordre, 

2 • • 


Digitized  b/  Google 


20  THÉORIE  ANALYTIQUE 

on  aura  /-{-/'+  if*  — o ; les  nombres  f,  f,  f,ff 
étant  supposés  positifs,  on  pourra  former  six  combi- 
naisons différentes , selon  que  deux  ou  un  seul  d’en- 
tre eux  seront  supposés  nuis , et  les  autres  successive- 
ment égaux  à i,  2 ou  3,  f"  excepté,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à i . Les  termes  dont  il  s’agit 

seront  donc  compris  dans  l’une  des  formes  sui- 

» 

vantes  : 

M^e3  cos  ( 5n't  — 2nt  + 5e'  — 26  — 5û>), 

M(0e*e'  cos  ($n't  — 2 nt  + ée  — 2 e — 2co  — û/), 

M(t)ee'a  cos  (5 n't  -*•  2 nt  + 5e'  — 2 e — co  — 20/), 

M(3V3  cos  (5 n't  — 2 nt  + 5e'  — 2e  — 3a>'), 

r 4 

MC4)eÀa  cos  ( 5n't  — 2nt  + 5e'  — 2e  — co  — 217), 
M(5Và*cos  ( 5n't  — 2nt  + 5e'  — 26  — co' — 2ll). 

Quant  aux  quantités  M(o),  Mf,),  etc. , il  sera  facile 
de  les  déterminer  d’après  ce  qui  a été  dit  n°  3. 

On  a souvent  besoin,  dans  la  théorie  des  pertur- 
bations planétaires , d’avoir  les  différences  de  R , 
soit  par  rapport  à r,  soit  par  rapport  a v , soit  enfin 
par  rapport  à la  latitude  s.  Pour  les  obtenir,  j’observe 
que  la  valeur  elliptique  de  r peut  se  mettre  sous  la 
forme  r = a ( 1 + u) , en  désignant  par  «une  fonc- 
tion dépendante  de  l’excentricité  e,  mais  indépen- 

dr 

dante  de  a.  On  tire  de  la  = 1 -f - u;  et  comme  r 

est  la  seule  des  variables  r , t\  r',  v' , qui  renferme  a, 
on  aura 

dR  dR  , , x dR  r 

dï^dï'^  + V — dF-â' 
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ou  Lieu 

JR  JR 

r dr  ~Uda‘ 


Quant  à la  différentielle  partielle  onac=n/-f£+t'(, 

en  désignant  par  vt  une  suite  Æe  sinus  de  l’anomalie 
vraie  — co  et  de  ses  multiples.  La  partie  pério- 

dique du  rayon  vecteur  est  composée  d’une  suite  de 
cosinus  semblables  ; on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  à v,  en  différentiant  la  valeur  de  cette 
fonction  par  rapport  à l’angle  e , en  tant  qu’il  n’est 
pas  accompagné  de  l’angle  co , c’est-à-dire  qu’on 
aura 

JR  JR  #‘  • 

dv  J«  ’ 


pourvu  qu’en  prenant  cette  dernière  différence 
on  ait  soin  de  considérer  comme  constans  les  an- 
gles € — co  qui  sont  introduits  dans  R , soit  par  le 
rayon  vecteur  r,  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
. longitude  v,  et  qui,  par  cette  raison,  ne  doivent 
pas  varier  ; c’est-à-dire  qu’on  aura  généralement , 

en  faisant  tout  varier  et  observant  que  ^ > 

JR  _ JR  , JR 

dv  ndl  ' dm  * 


Enfin , pour  avoir  la  différence  de  la  fonction  que 
nous  avons  désignée  par  R,  par  rapport  à s,  j’observe 
que  s étant  la  latitude  de  m au-dessus  du  plan  auquel 
ou  rapporte  son  mouvement  , si  l’on  nomme  <p  l’in- 
clinaison de  l’orbite  sur  ce  plan  fixe , on  aura 


Digitizetfijy  Google 


22  THÉORIE  ANALYTIQUE 

s = sin  <p  sia  (v  — II),  et  par  conséquent 


t-  = ~r  si  a (v  — II). 

dp  ds  ' ' 


En  désignant  d’ailleurs  par  y l’inclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m et  m0,  on  a , n°  2 , 


cos  y = cos  <p  cos  <pr  -f-  sin  <p  sin  <pf  cos  (11'  — II). 

Si  l’on  différentie  cette  expression  par  rapport  à y et 
à <p , que  dans  la  différentielle  on  fasse  <p  = ci,  <p'=  y 
et  n'  = n,  ce  qui  suppose  que  l’on  prend,  comme 
nous  le  faisons , pour  plan  fixe  le  plan  de  l’orbite  pri- 
mitive de  m‘,  on  aura  dy  — — dtp,  et  par  consé- 
a quent, 

‘ 1 rfR 

ds  ~~  sin  (y  — n)  ‘ dy' 

Si  m était  en  mouvement  sur  le  plan  même  de  l’or- 
bite de  m',  on  aurait  s = sin  ^ sin  (y — n),  et  par 
conséquent, 

</R  . dK 

s-  = -smy^. 


Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  A =2  simj y, 
ce  qui  donne  dA  = cos  j ydy , et  par  suite 

<flt  __  sin’).  <iR 

ds  a " dx' 

Les  valeurs  de  ^ ^ formeront  ainsi  des  sé- 
dr  ’ dv  ' ds  ’ 

ries  composées  de  termes  semblables  à ceux  du  dé- 
veloppement de  R dont  ils  dérivent. 

Enfin,  au  moyeu  de  l’équation 
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?3 


ï7  n . i <iR  . d (/R  i<fR 

K =11 — p — f-  -y-  — o cos  -y-j-f 

1 ” 2 * dv  smy  dm  * 2 1 dx  9 


lorsque  le  développement  de  la  fonction  R sera  ef- 
fectué, on  pourra  en  déduire,  par  de  simples  diffé- 


rentiations , la  valeur  de  la  fonction  R , qui  est  celle 
qu’il  faudra  substituer  dans  les  formules  du  n°  44 
du  second  livre. 

Par  le  n°  8i  du  second  livre,  on  a 


dR  __  i dR 

ds  sia  (v  — n)  ' dq 


dR 


Si  l’on  substitue  pour  -j-  sa  valeur  tirée  de  l’équa- 

w Y 


dR  y 


tion  précédente , on  retrouvera  la  valeur  de  à la- 


quelle nous  venons  de  parvenir  d’une  manière  dif- 
férente. 1 <■> 

On  peut,  pour  fixer  les  idées , supposer  que  R est 
la  valeur  de  la  fonction  perturbatrice  lorsqu’on  re- 
garde comme  immobile  le  plan  de  l’orbite  de  m,  et 

R la  valeur  complète  de  cette  fonction,  en  ayant  égard 
aux  variations  de  ce  plan.  Or  on  voit  que  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  R relatives  au  grand 
axe  a y à l’excentricité  e , à la  longitude  o du  périhélie 
de  l’orbite  de  m,  et  à la  longitude  6 de  l’époque,  sont 
égales  aux  différences  correspondantes  de  R,  aux  quan- 
tités près  du  second  ordre  par  rapport  aux,  forces 
perturbatrices^  alors  qu’on  prend  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  l’orbite  de  m à une  époque  donnée  ; en  sorte 
que  dans  les  formules  qui  déterminent  les  variations 

de  ces  éfémens  on  peut  substituer  R à la  place  de  R , 


I 


^ . 
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puisque  nous  négligeons  ici  les  quantités  dépendantes 

du  carré  des  masses. 

Il  n’en  est  pas  d#même  relativement  aux  variations  ' 
des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  plan  de 

l’orbite,  et  la  valeur  de  R donnera 

-v  dR  • 1 . dR  , 1 dR 

-y-  = — tang  - A j f-  - — -7- 

dp  n 2 dv  sin  y d?r 

'A  • • 

dR  1 dR 

= — cos  - *v  . 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (q) 
et  (10)  du  n°  44  du  livre  deuxième , en  observant  que 


d R dR  . d R 

■j  = -j — (-  -5—,  on  aura 

dv  de  y da>  7 


En  joignant  aux  formules  (1),  (2),  (3),  (4),  (8),  du 
n°  44  9 livre  II,  les  deux  précédentes,  on  aura  par  la 
simple  différentiation  des  différens  termes  du  déve- 
loppement de  R , prise  par  rapport  aux  élémens  de 
l’orbite  de  m,  les  inégalités  correspondantes  de  cha- 
cun de  ces  élémens;  ce  qui  facilite  extrêmement  le  cal- 
cul de  leurs  variations. 

5 .Après  ces  considérations  générales  sur  la  réduction 
de  la  fonction  R en  série,  nçus  allons  nous  occuper  de 
déterminer  l’expression  analytique  des  différens  ter- 
mes de  ce  développement.  Nous  avons  donné  dans  le 
n°  81  du  second  livre,  les  termes  qui  dépendent  de 
la  première  et  de  la  seconde  puissance  des  ericcntri- 
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cités  ; mais  comme  nous  avons  omis  de  comprendre 
parmi  ces  derniers  les  termes  dépendans  des  incli- 
naisons, pour  rendre  notre  travail  complet,  nous  re- 
prendrons ici  ce  développement  à partir  des  termes 
du  second  ordre,  et  nous  le  pousserons  ensuite  jus- 
qu’aux termes  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons.  Il  est  peu  probable 
qu’il  se  rencontre  des  cas  où  l’on  soit  obligé  de  porter 
plus  loin  les  approximations;  au  reste,  on  y par- 
viendrait sans  difficulté  d’après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires' de  l’Institut  pour  1808  contiennent 
un  travail  de  Burckhardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s’étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats; nous  nous  sommes  attaché  à les  faire  dispa- 
raître ; nous  avons  vérifié  avec  soin  les  tertnes  que  cet 
astronome  avait  calculés,  et  nous  leur  avons  ajouté 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  qu’il  avait  omis. 
L’introduction  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  l’inclinaison  mutuelle  dès  orbites  au  lieu  de  la 
tangente  des  inclinaisons  employée  jusqu’ici , rend  le 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrique que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités. 

Enfin  M.  Binet  a bien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  manuscrit  de  ses  recherches  sur  le 
même  objet,  présentées  à l’Académie  des  Sciences  en  * 
1812,  et  dont  j’ai  parlé  n°  96  du  second  livre.  Cet 
immense  travail  contient  la  préparation  de  toutes  les 
quantités  nécessaires  au  développement  de  la  fonc- 
tion R jusqu’aux  termes  du  septième  ordre  ; il  a servi 
à vérifier  de  nouveau  quelques-uns  de  mes  résultats. 
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et  m’a  mis  à même  d’offrir  avec  quelque  confiance 
aux  géomètres  le  travail  le  plus  étendu,  et,  je  l’espère, 
le  plus  correct  qui  ait  encore  été  publié  sur  ce  sujet. 

développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série 

ORDONNÉE  PAR  RAPPORT  AUX  PUISSANCES  ASCENDANTES 
DES  EXCENTRICITÉS  ET  DES  INCLINAISONS. 

Termes  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé  parmi 
ceux  qui  dépendent  du  même  argument. 

x 

Termes  du  second  ordre. 

6.  Soit  : 

R = M(<,>.e’ . co«  [i(n't  — nt  ■+•  •' — i)  vjt  -4- a»  — a»] 

H-  MCO.  ee'.coj  [i(n't  — nt  ■+■  «'  — j)  + a nt  -t-  a»  — «*  — «/] 

-4-  MCO. e*». coj  [i  (n’t  — »£+*'  — •)  + ant  ■+■  a«—  a»'], 

on  aura 


M<o= 

M(0=. 

Mf*>= 


5)AC0  + a (ai  — i)a 


dA(0 
du  ^ 


a* 


rf-ACO-] 

du'  J 


ni' 

T 

m' 
8 ‘ 


[4(«— i)*-K»-i)]AC*->4-[a-H(f— 

dAV-*y  d* 

[4(£-a)*+9(i-a)-H]  A W-0+[6+4(i-a)]<2^ ha  } 1 


Nous  laissons  subsister  dans  ces  formules  les  puis- 
sances des  quantités  i — i et  i — a , sans  les  dévelop- 
per, pour  la  commodité  des  calculs  numériques  et  la 
facilité  des  vérifications. 

Les  différences  de  la  fonction  ACi>  ainsi  que  celles 
de  la  fonction  BCi)  relatives  à a'  ont  été  converties  en 
différences  relatives  à a,  au  moyen  des  formules  du 
n°  5a  du  livre  second,  formules  qu’on  peut  prolon- 
ger aussi  loin  qu’on  le  voudra,  et  qu’on  peut  étendre 
à la  fonction  C(0. 
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Soit  : 

R = N(o).À\  cos  [i  (n't — nt-\r  î — é) -f- int  -f-2£ — ail] , 
on  aura 

NW  = ~.aa! 

O 

Pour  ne  pas  compliquer  les  formules , nous  avons 
ici,  comme  dans  ce  qui  va  suivre,  écrit  séparément 
les  termes  dépanda  ns  des  inclinaisons;  ils  doivent  évi- 
demment être  réunis  aux  termes  du  même  ordre  dé- 
pendans  des  excentricités. 

Les  moyens  de  vérification  pour  des  calculs  aussi 
compliqués  que  ceux  dont  dépendent  en  général  les 
quantités  MCo),  M(,),  Mw,  sont  précieux.  Nous  allons 
en  indiquer  plusieurs. 

La  fonction  perturbatrice , lorsqu’on  ne  considère 
que  la  partie  dépendante  de  la  distance  mutuelle  de 
m à m1,  étant  symétrique  par  rapport  aux  coordon- 
nées de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  perturba- 
trice , il  en  résulte  que  sa  valeur  ne  variera  pas  si 
l’on  y change  ce  qui  est  relatif  à m en  ce  qui  est  rela- 
tif à m',  et  réciproquement;  d’où  l’on  peut  conclure 
que  si  dans  la  valeur  précédente  de  Mco  on  change  a 
en  a,  et  i en  — i -j-  2 , et  les  différences  de  Aco  prises 
par  rapport  à a en  différences  relatives  à a\  la  valeur 
résultante  sera  égale  à M(3).  Comme  les  quantités  Mw, 
M(3)  ont  été  calculées  séparément , il  sera  facile  de  vé- 
rifier de  cette  manière  leur  exactitude,  et  l’on  verra 
qu’on  peut  étendre  une  vérification  semblable  aux 
différens  termes  de  la  fonction  R,  quel  que  soit  leur 
ordre. 
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Un  second  moyen  de  vérification  résulte  de  la  re- 
marque qu’a  faite  Burckbardt,  que  si  l’on  compare  par 
voie  de  soustraction  les  coefficiens  de  A(0  et  de  ses 
différences  successives  dans  M(o},  Mco,  M(,),  et  les 
quantités  semblables  relatives  aux  cubes  et  aux  puis- 
sances supérieures  des  excentricités,  on  arrive  en 
général  à des  différences  constantes.  Ainsi , dans  les 
termes  du  second  ordre,  les  secondes  différences  des 

coefficiens  de  Aco  et  de  sont  égales  à 2*;  dans 

ceux  du  troisième  ordre , les  troisièmes  différences  de 
ces  coefficiens  sont  égales  à 33  • dans  les  termes  du 
quatrième  ordre,  les  quatrièmes  différences  sont  égales 
à dans  ceux  du  cinquième  ordre,  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à 55,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  dans  les  termes  précédens,  les  coef- 
ficiens de  A(i)  sont  : 

ire»  diff.  a™'»  diff. 

Pour  MCo)  4**  — 5t  , . 

Pour  Mt0  4**  + 21  * ( „ , r{1.  . , 4~  4 

Pour  Mw  4**  “f"  91  *+■  4 'l 

Les  coefficiens  de  sont  : 


Pour  M°  4 * — 2 

Pour  Mco  4 i *f-  2 

Pour  Mc,)  4ï  + 6 

• • Les  coefficiens  de  ) 

da * 

troi  s quantités. 


ire»  Jiff. 

-H  4 
+ 4 

sont  les  mêmes  dans  les 
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Il  sera  facile,  si  on  le  juge  convenable,  de  déve- 
lopper, par  rapport  aux  puissances  de  i,  les  valeurs 
de  MCo),  MCi),  pour  vérifier  les  expressions  ré- 
sultantes, il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
les  coefficiens  appartenant  à la  même  différence  de  A(i), 
mais  bien  ceux  qui  sont  relatifs  au  même  angle  pé- 
riodique. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à exposer  ce 
calcul  qui  n’offre  aucune  difficulté. 

» 

Termes  du  troisième  ordre . 


7.  Soit  : 

R = MC<0.e3  . 
4-  MCO.e*^ 
4-  MCO.ee'*. 
4-  MOî.e'3  . 

On  aura 


cos  [i(nrt 
cos  [i (n't 
cos  [ i(n't 
cos  [i  (n't 


nt  4-  •' 
nt  4“  t 
nt  4-  «' 
nt  4-  «' 


1)  4“  3 nt  4“  3t 
*)  4-  3 nt  4“  3*  ■ 
•)  4"  3/*£  4*  3* 
s)  4-  3 nt  4-  3«  ■ 


^ 3®] 
a®  — 
et  — a®'] 

3»'], 


MW 


— ^ j + 

- 48-  I 

b 


MO) = + ■£.-'  + 

l6 


( 8i3  — 3oi»  4*  a6i)AC0 

, - . . </ACO 

(iai*  — 271 4-  9)  a 

/«•  «n  d»A<0  S^3A(0 

(61  6)  a*  -5a_+a>-7!-7-, 

[ 8(t  i)3  — 6(i  — 1)* — 5(£  — i)3  A<‘-*> 

[îa  (1  — 1)*  — (t  — 1)  — 4]  a 

rr/.  , , n J* AC*-1)  , , c/3AC*-*)  I 

[ 6(c  — 1)  4-  i]a»  — ttt Ha3 


cia* 


c/a3 


M(0=  — 


m 

Tô  ‘ 


[ 8 (i  — a)3  4- 18  (t  — a)*  4-  8 (i  — a)]  AC*-*) 

• c/AC*-*) 

[ia(t  — - a)*  4-a5(i  — a)  4-  10]  a -r- 


4-  [ 6 (i  — a)  4-  8]  a* 


da 

c/*AC*-»î  . *Âd-0 


c/a* 


c/a3 


[ 8 (i  — 3) 3 4-43(1  — 3)*  4-  65  (i  — 3)  4-  a7]AC*-3> 
MO)=+— . J + Cn{i-3)'  + 5i(i-3)  + 5.]«-'i-^r' 

48  ' r Ht • il  . r,  ..  . , <i>AO-)> 

- [ 6(t  — 3)  4-  i5]  a»  — r- h «3 


c/a* 


c/a3 


3o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

On  peut  vérifier  ces  valeurs  par  les  moyens  exposés 
dans  le  numéro  précédent.  La  troisième  différence  des 
coefficients  de  est  27  ou  33,  la  deuxième  différence 

des  coefficiens  de  de  même  27,  la  première  diffé- 
rence des  coefficiens  de  est  7. 


daÀ 


Soit 


R = cos  \i(nft  — nt  4*  *'  — t)  -f*  3/i t — ce  — an], 

4-  N^Ocx'acos  [i(n't  — nt  -b/  — «)  4-  — »' — an], 


On  aura 


NO  —TT  b1  - 3) + sr1]’ 


On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les  termes 
dépendans  des  inclinaisons  de  ceux  qui  dépendent 
simplement  des  excentricités , par  les  considérations 
suivantes  f Soient 

i 2 Aco  cos  [ ir  {rit  + €f)  — i (nt  + s)] 
i 2 A0)  ços  [(  i + i)  {rit  + g')  — (£  — i ) (nt  + «)], 

deux  fonctions  qu’il  s’agit  de  développer  en  y faisant 
varier  les  quantités  a,  a , nt  et  rit,  conformément  à 
ce  qui  a été  dit  n°  3.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière est  effectué,  on  en  déduira  immédiatement 
celui  de  la  seccftde , en  y changeant  i'  en  i -f-  i , et  i 
en  i — i«  mais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y suppose  if  ==  i,  et  que  dans  le  dévelop- 
pement de  la  seconde  on  se  borne  h considérer  les 
termes  dépendans  des  argumens  qui  se  forment  par 
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voie  d’addition,  comme  ces  termes  résultent  néces- 
sairement d’un  des  trois  facteurs  suivans,... 

sin  (fit  + Z)  2 A<°  cos  p>  cos  (fi  + Z)  2 cos  p, 
sin  (fit  + 1 ) 2£**'4‘,AC0  sin  p,  où  l’on  fait , pour  abré- 
ger, p i'n't — int  + ïé — ie9  et  qu’en  n’ayant  égard 

qu’a  ces  termes,  on  a 

sin  (fit  + 1) . 2 A^cos p = £ 2 ACi>  sin  (p  +fit  -f-  /) 
cos ( fit  + Z).2  A(0cosp  = £ 2 A(0cos (p+fit  + l) 
sin  (fit+l) . '2i*k+l  Acosinp= — ^2zâR4* 1 A(0cos(  p+fi+l) . 

Il  est  évident,  en  comparant  ces  relations  à celles 
qui  leur  sont  analogues  dans  le  n°  3 , qu’on  aura 
le  coefficient  d’un  terme  quelconque  du  développe- 
ment de  la  fonction  f 2 . A(i)  cos  [(  £ + i ) ( nt  e'  ) 
— ( i — i)  ( nt~\~  g)],  en  divisant  par  deux  le  coeffi- 
cient du  terme  correspondant  du  développement  de 
la  fonction  j 2 . Ac0  cos  [i  ( rit  + e'  ) — i ( nt  e ) ], 
dans  laquelle  on  suppose  ï = i,  après  y avoir  fait  les 
substitutions  indiquées  plus  haut.  • 

Cela  posé , la  fonction  R',  n°  3 , en  ne  considérant 
que  les  termes  dont  nous  nous  occupons  en  ce  mo- 
ment, devient 

je 

R'  = ~ . 2A<‘)  co«  i (n't  — nt  -f-  V — - «) 

0 

rrt 

■+•  -g*  x*2.«a#B<0  cos  [(i  -f- 1)  ( n't  ■+•  *')  — (i  — i)  (nt  -f- 1)  •—  an] 

3m/ 

+ - 3^*42.a»a'»C<0  cos  [(i -f  a)  (n't  ■+■ 0 — (i  — a)  (n«  -f • *)  — 4n]. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction 

mr 

~ 2 . A(<)  cos  i ( — nt  + g'  — e ) , on  désigne  donc 


f 
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par  i le  Coefficient  de  rit  pour  le  distinguer  du  coef- 
ficient de  nt,  en  multipliant  chacun  des  termes  de 
cette  série  par  £ et  en  y changeant  i'  en/+  i , 
i en  i — i , et  Aco  en  aa!  Bco,  on  aura  le  terme  corres- 

tri 

pondant  de  la  fonction  -g-  2 ari Bco  cos  [ ( i + i ) 

( rit  + g'  ) — ( i — i ) ( nt  + 6 )] , et  en  multipliant 
ces  mêmes  termes  par  ■^■•A4,  et  en  y changeant  i'  en 
i + 2,  i en  i — 2 et  en  a%ri*  ÇW,  on  aura  le 
terme  correspondant  du  développement  de  la  fonc- 
tion ^ . rri  A4  2 a!ri%  C(<)  cos  [ ( i + 2 ) ( rit  + é'  ) 
— ( i — 2 ) (rc£  + €)]. 

On  peut  observer  que  ce  résultat  subsistera  encore 
même  après  qu'on  aura  converti,  comme  on  le  fait 
ordinairement,  lgs  différences  partielles  de  A(i)  rela- 
tives à ri  en  différences  partielles  relatives  à a ; ce 
qui  tient  à ce  que  les  fonctions  ari  B(i),  a%ar%  C(0,  sont 
comme  Aco  des  fonctions  homogènes  en  a et  ri  de 
d’ordre  — 1 . 

Cette  remarque  facilitera  Beaucoup  la  détermina- 
tion des  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  ; mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu’elle  ne  s’applique  qu’aux 
termes  dépendans  des  argumens  formés  par  voie 
d’addition,  et  quelle  ne  saurait  s’étendre -aux  autres 
termes. 
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8.  Soit 

R = cos  [t  (n't  — nt  4-  «'  — «)  4-  4nt  4-  4<  — 4"] 

4-  MO)e,e/  cos  [i  (n't  — nf  4-  «'•—  •)  4-  4nt  ~h  4‘  — 3s»  — »'] 

4-  M Cs)c*c'*  coi  [i  ( n't  — rit  4-  »'  — »)  4*  4'**  + 4*  — 3a  — as»'] 

• 4-  M(*)ee'î  cos  [t(n'f  — nt  4-  •'  — s)  4-  4nt  -4-  4*  — <*  — 3«/] 

4-  coi  [t  (n't  — nt  4-  •'  — s)  4-  4 nt  4-4*  — 4®  ] •> 


on  aura 


(i6i<  — iaot*  4-  a83i*  — ao6i)A(9 
1 4-  (3aiJ  — iG8t>  4-  a36t  —64)  a-A<° 


da 


M<0>=  + ^n-<^/  t:  q ■ i /a,  d’ AC) 

3t>4  14-  (a4i*  — 781  4-  48)a’  —3 — 

1 Oû* 


, > . d’A(0  . d<A<') 

V+(8t  -*a)«*-aïî-4-«*-3ïr 

[i6(« — i)t — 5a(t— 1)*4-  aa(t — 1)>4-  a6(i — OJAV-")^ 

dA(<-0 


1+  [3a(£— i)’— 6o(t— 1)*— jo(t— 1)  4- 18] a ■ 


<£a 


9e'  W [a4(i— 1)*— ai(£— 1)  — 9]  a» 


d*  A <•■—> 


da1 

d*A«—) 
da * ’ 


lira/-  \ -1  , rf5A(,-9 

V+  [ 8(1  — 1)  — a]a>  — ^ |-a< 

[16  (i  — a)<-f-  i6(£  — a) s—  39(1  —a)»—  ao(i  — a)]A(‘-0\ 

14- [3a(i  — a)J4-48(t — a)* — i6(j — a)  — ao]a  *^A^  * 


M(0=4- 


da 


64  J 4-  D»4  (*'  — ■»)’+  36(t  — a)  4-  a]  a* 


d*  AC1'-») 


/7s  A(*’“**) 

V+  [ 8 (i  -a)  4-  8]  a’  — A\  * 4.  a< 


da* 

d <A('-’) 


rfn1  ~r"A'~dHT~>  - J . 
[i6(«  — 3)  <4-  84fi  - 3)’4-i3o(i  - 3)>4-  54(* -3)]  A<<-»\ 

d A(— •) 


1 4-  [3a(i  - 3)>4-i56(i— 3)>-f-ai8(i  - 3)  4-  78]  a 


96 


da 


g3(i — 3)  -f*  81]  a* 


d' AV-**) 


\4-[  8{i—3)  4-  18]  a» 


d*  A<*'-î) 


-f-  a* 


da* 

d*  AC'-*) 


' " rfa* 

[16(1— 4)<4-i5a(i-4)34-499(i-4)»4-646(i-4)4-a56]A('-4)v 

dA<— O 


!4-[3a(£-4)>4-î64(£-4)*+69a(l-4)4-568]  n ! 
4-[a4(i-4)’4-i5o(£-4)  4-aa8]  a*  rf,AW-° 


da 


GH  8(t — 4)  + a8]  a*  — f-  a« 


da * 

rf<A('-<) 


da* 


Tome  III. 
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La  première  différence  des  coefficiens  de  a3  est 

+ i o , la  deuxième  différence  des  coefficiens  de  a*  d~ 

est +68,  la  troisième  des  coefficiens  de  est  +256, 

et  la  quatrième  des  coefficiens  de  A est  de  même +256. 
Soit 

R = KWe’x’  co»  • — ni  + •'  — i)  + inl  -f-  4‘  — aa  — anj 
4-N(0ee'xa  cos  ■«-  «f  4-  *'  — »)  4-  4 nt  ■+•  4*  ~ ’ » — — an] 

4-  N<’)e'ax*  co*  [i(n't  — nt  4-  /_■ — «)  4-  4 nt  4-  4<  3a'  — an]. 


on  aura 


..  f [4  Ci  — O»  — 9 (i  — 0 -f-  3]  BC— > 

> = +"34“  [4  (V—  0 — O a 4-  a*  — 

..  f C4  (*. — a)*  + 6(t  — a)  — 4]  BC'-’) 

>3ï_^££  { : - 

16  (-*-  C4 (*  — a)  +4]°—^ *-a’  - 


rfBC'-O  d»B<'-0 

du  a da*  ’ 


r//.  , . </B('->)  . .-«OBI'-) 

C4(.-a)  +4]a-5— -fa»  — -, 

C4  (£  — 3)>  4-  ai(i  — 3)  4-  a7]  B(<-»> 

....  ...  . „ dB(<-v  . d‘ bc'-î> 


m,nn,  ( L4(l  — *1  + ai(i  — 3)  4-a7J  JH*-**;  -j 

N(»)  = + ^.  \ . rtI.  „ , , dB('-î)  . rf» BC'-i>  i 

3a  |+[4(*-3)  j 

Soit  enfin 

R = NO).x*.cos  [»(/»'«  — nt  +t' — •)  + 4«i  +4*  — 4n]> 


on  aura 

NO)  = • 

ia» 

Termes  du  cinquième  ordre. 

g.  Soit 

R = MO)*5  co»  [i  (n't  — nt  4-  i — i)  4-  5nt  4-  5»  — 5a] 

4-  MO)e*e'  cos  [i(n't  — nt  4-  »'  — »)  4-  5 nt  4-  f»  — 4®  — a'] 

4-  M(>)eV*cos[i(n't  — nt  4-  S — i)  4-  5 nt  + St  — 3» —a»'] 
4-  M<J)«ae,icos  [l’in't  — nt  4-  t'  — ,)  4.  5 nt  4-  5i  — a» — 3</j 
4-  MO)ee,4  cos  [t  (n't  — nt  4-  •'  — 1)  4-  5nt  4-5»  — a — ia'l 

4-  M(5)e'5  cos  [/(n't  — nt  4-  *'  — •)  4-  5 ni  4-6»  — 5a'], 

on  aura 

|[3ai*  — 4ooi<  4-  17900  — 336oi»  4-  2194OAW  v 

4-  [8o/<  — 760O  4-  a375i*  — 26401  4-  6a5]4  ^11  j 

..  da  Ë 

+ [60O  — 54o£>4-io4oi  — 5oo]a»  \ 

. r . -,  . ^ - , , <OA<0  / 

4-  [401  — >7<>*  4-  i5o]  a5  — - — I 

, r . , ,'d*AV>  . ,d»AW 

4-  [10»  —20]  a*  -7—-  4-  fl5  -j-T-,  / 
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3a  (/-«)«  _ „4  (i  _,)4  4.  44^  _rti  i 

— iag(i— i)^-^ao6(j— I)  ^A('— > 

8o((  i)4  3ga  (,' — ,j*  +4ig(t-fi}*]  dA(<~0 

m,  . l+i38(i  i)  ia8  j a 

M{,>î=+7ê8  [8o(i — i ) > — a5a(i  — i) •+  g8(j  — i}+8o]a>  d‘A<i~’> 

1 <2aa 

f 4-  C4o(i— ,)•—  70 («-,)]  a>  £^<<-0 

U [I0{«  - 7]  a<  + a,  gAP-^O , 

J 3a (£  - a)*-  48 («  -a)<-  ,34(1* -a)»l 
l-f-ïi4(* — a)a-f*io4(i — 2)  *> 

f 8o(i  — a;<—  a4(i—  a)»  -r  371(4  -r-  a)*  » dAV-*) 
1+  3(i  — a)  4-  90  J" 


35 


da 
d‘AO~’)] 
da * 


384  \ + a)*+  38(‘  — a)*— «48(«  — a)— 36]  a* 

I 4-  C4«(i  — a) *4-  3q(«  — 3)  ~ a3]  a » 

U Cto(£  — a)  +6]  a<  £££>  gAV*» 

aa<  » 

f 3a (/  3)5  + 1 a8(«- -3)<4-5o(i,~3)*»  , 

I — 317(4  — 3;*  — i35(i  — 3)  fA<  *> 

l . I 8o(t  3)4  4-  344(1  — 3;  J+3o5(i—  3)*  J dA(‘-n 

) *“  'W-V  - t5bï  }a  ~dT~  | 

M<1)— +^7  \+  [8o(t — 3)J 4-  3a4(ï  — 3)  *4.  3oa(i—  3)  — 3]a«££il^ 
1 i da * 

/+  C4°(‘  — 3)>  4-  i3o(i  — 3;  4-  8i]a3  d'A<-‘~') 

(4.  Cio(i—  3)  4-  19]  «4  4- a5 

Q>€L*  da5  9 

( 3a(/  4)‘+3o4(i  4)44-99®(<  — é)1 1 ...  n. 

1.4-  «391(1  4)’4-5ia(i — 4)  jA<'  ** 

( 80(1  _ 4)  <4-7 1 a(i  _4j  »4-a  ,47(1-4;  1 \ JA(t~t) 

(4*  a474(t  -r  4)  4-814  J “ ~dà 

M<<>=~^8  /4-£8o(‘-4)34^n(1-4)a-H448(i-4)4.o,4]a* 

|+C4°(I  — 4)ï+*3o(i— wj)  4-  3ia]  a*  — ^ ? 
r «a* 

l+W-«  + h]^îg2+.,«t?, 

da*  du  s * 

s 3 
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• « 3a(£— 5)*+ 48o(£— 5)4+2710(1— 5)»  ) 

/ | + 7o55(i — 5),+8i74(t — 5)  -t-3ia5  J 

( 8o(£ -5)4+io8o(£— 5)»+5a55(i— 5)»»  s/AO-») 

(+io8ao(£-5)  +7845  l du 

M<*>=+^W  + [8o(£— 5)J+goo(i— 5)*+3ago(i— 5)+38go]  a*  d ^ 


[+  [4°(* — 5)*+33o(i — 5)  + 670]  a»  d • 

v ,</4AC<-*>  , 

V+  [10(1— 5)  + 45]  O*  — — f-  a*  • 


da* 


da‘ 


• . ^iaO-S) 

La  première  différence  des  coefficiens  de  a4  - ■ 

est  i3j  la  deuxième  des  coefficiens  de  a?  ^ est  127  ; 

la  troisième  des  coefficiens  de  a * ^ est  845,  la  qua- 

dk 


trième  des  coefficiens  de  a ^ est  3 1 25,  la  cinquième 

des  coefficiens  de  A est  3 1 25. 

Soit 

nt  + «' — «)  + 5nt  + 5*  — 3a  — ail] 
nt  + s' — i)  + 5nt  + 5s  — a»  — a' — an] 
nt  + / — #)  + 5/1Z  + 5s  — a — aa*— 


H =]S(0)eix’  cos  [i  {n't 
+ KOÎe'e'l’  cos  [i  ( n't 
+ cos  [i  {n't 

+ N(i)e,3K.*  cos  [i  {n't 


on  aura 


m 


x m! da! 

384 

* 

il— _L 

m'aa* 

m'aa' 

[ 8 (i  - 

[ia  (£■ 
[6(«- 
[8(4- 

1+  [ia  (i  - 
|+  [6{i- 
[ 8(«- 


«•»  .—j—  » wj  — ws  w DÛ] 

nt  •+•  %' — •)  •+-  5nt  -f-  5i  — 3a/ — ail], 


• i)5  — 4a  (£  — 0*  + ^9  (£  — i)  — 16] 

- 1)’  — 3g  (i  — i)+a4]a^®(  * 


«)  ~93  i’ + ai 


da 

rf»BC'-> 

sia»  ’ 


■ a)1  — a (i  — a)*  — 8(£  — a)  + îa]  B(*-*> 
• a)’  + 3 (s  — a)  — 17]  a • 


, , , si»B<'-»> 

+ a]  a»  du%-  +a» 


da 

d' 

da*  1 


13S 


- 3)5  -f  38  ( i — 3)»  4-  33  (*  — 3)  -f- 19]  B(*-») 
-3)* +45  (£-3)  +a7]a./B("3) 


[ + C fi  (£  — 3)  + *3]  a*  — "jjr— 


a * 


da 

si’BC'-») 


sia» 
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[8 (i  — 4) 34-  78  (*  ~ 4)*+  248  (t  — 4)  4-  a56‘]  BO-4) 
NC-3)t±4  m'a a'  J ^1<a  ^ — 4)a/+*  87  {* — 4)  *+*  i56]  a — ~4  - 

.4.  «3  


*7 


4*  [ d (t  — 4}  4-  ^41 


<ia: 


da3 


Soit  enfin 

• , ^ « * 

R =<N<4)e*4  cos  p (n't  — nt  4*  t — «}  4-  5nt  4-  5*  — a t-  4n] 
4-  N(5)e'x4  cos  [t  (n't  — «t  4.  «'  — ,)  4-  5,**  4.  5,  _v—  411]  , 


on  aura 


N«>=. 


3/n'n’a'’  ( 

•ss—  {*<*— 


3)  C(»-*)  4 a 


dCQ-*) 

da 


NW=  —, '££-■  {(»i  + .) C«->)  + a 'iC0  3) 


da 


}• 


'Termes  du  sixième  ordre . 


10.  Soit 


R = M(°)e6  cos  [i (n't  — nt  4-  «' 

4-  MCOe5^  cos  [i  (n't  — nt  4-  t' 

4-  M(*)cV’cos  p (n't  — nt  4-  *' 
4*  MC3)e3e'3cos  [*(n't  — . nt  4*  *' 
4-  M^)eae'<cos  [*(n't  — 4.  / 

4-  MOOee'5  cos  [i(n?t  — nt  4-  *' 

4*  M(6)e'6  cos  [i  (n't  — nt  4 t' 


—*■  *)  4*  6nt  4 » 6#  — - 6a»3 

*~  •)  4-  6nt  4-61  — 5»  — s»'3 

— «)  4"  6nf'  4-8*  — 4®  ~ 2»'] 

— *)  4*  6nt  4-  6*  — 3»  — 3»'] 

— «)  4-  6nî  4-6»  — 2»  — 4#/] 

— *)  4*  6nt  4-  6*  — ai  — 5»'] 

— *)  4-  6nt  4.  6*  — 6»'] , 


on  aura 


{(6$t6  — 1200*5  4.  8(?6ot*  -r  27925*3  J ... 

4-48538**—  29352t>  ‘J  * " ^ ....  jAW 

| (192*5 — 2880*  ♦ *+*15780*3  — 378901’ ] dA(0 


M<°>=4-7 


m 


\ 6080 


4-  36324*  — 7776)  , } a 

4-  (240*4  — 2760*34-  10725*’ — i58ioi  4-  6480)  «* 

dfsACO 


da 

*f*A<0| 


i4-(ï6o*3  — 1 32ot’4-  3220*  — 2160)  a3 


</a3 


'4.(60**—  3i5*4-36o)a* 


4-(  *2*  — 3o)«5-^-- — (- «6 


<i4A(0 
da* 
rf6A<0 


*/rt6  * 


38 


M(‘)=— 


M<’)= 


THÉORIE  ANALYTIQUE 

J 64(i— i)6—  768(1—  »)54-3i8o(t—  i)4)A(|-,) 
\ — 593o(i— i)34-ioa8(i— i)a42i94(i— 0 J 
i 1 — i)5 — 1760(1— i)44-5o2o(i — i)3  î 
^ — 3890(1—1)* — i836(i— 1)  +n5o  J 


iZACi-) 


f a4o(i— 1)*— 1600(1— i)3+a;75(i— i)ala,^A<^l 

1 — 5ao(i— 1)  — 875  J da\ 

768°  \+ [160(1—0*—  7ao(i— i)a+66o(i-i)-+-ioo>3— | 

[4-  [ 6o(*  — 1)* — 160(1-1)  4-  5o]  a*  ^ - 

d*  A6-1)  ,<ieA(*-'> 

4-  [ 12(1  — 1)  — i41  a*  — — 


liflS 


</a® 


f 64  (i— »)•—  336(i— a)5+  1 i6(i-a)4  1 A(|_l} 
{4.  61  (i— a)3— 7aa(£— o)a— 8a4(i— 2)  J 
r 199  (t-a)«- 640(1 — i)4-"  5o8(i — 2) 3 1 a dA<i-*> 

+ {+1910  (i—2)a-f- 292(1—2)  — 64o]  S da 

f 240  (i— 2)<—  44o(i— 2)3—  9 1 5(* — 2)a  1 at£aA<‘-i) 

|-f-  838(i— 2)  -{-359  J 

1+  [160(1 — 2y3 — 1 20(1— 2)a—  380(1—2)  4-  80]  a3 

<*4A(‘-a> 

-f-  [ 60(1—2)»—  6(t— 2)  — 56]  a 4 - 
-f  [ 12(1-2)  4-  2]  a*  4-  *6 


da' 
da3 


da  4 

if® A<*  a) 
da6  1 


M(3)=- 


*wr 


23  <>4 


r 64(|— 3)64-  96(1—: 3)5— ! 53a(i— 3)4-»A(i_,) 

642(1— 3) 34*  88o(i— 3)»470«(i— 3)  J 
r 192(1 — 3)54*  48o;;-3)4-8o4(i-3)3)  dA«-*) 

'[ — 2i3o(i — 3)»-f-  264(1 — 3)  -t-702  J 


da 


{ a4o(;-3)<+  7»o(i-3)’-345(i-3)»  1 d*AP->)l 

1 — i35o(i — 3)  — m5 


da* 


. „diA0—3)l 

14-  [i6o(ir-3),4  48o(i— 3)a4ioo(i — 3) — 264  ]n 


[4-  [ 60(1— 3)»4- 1 5o(i — 3)  4-  42]  a4 


d 4AÇ-3) 

lia  4 

A(i-3)  , , iifeA(‘*-3) 
+ [ i»(i-3)  + >8] «s -*r-  +“° -25T-' 


. *,  * 
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La 

164, 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

f 64(*-— ^(i— 4)*4-i  a36(i-4)< 

l -4-147 1 (i — 4)’ — tidi'i — 4)*— ia8o(/-4)  J 

{192  (i — 4)!+i6oo'i — 4)4-f-4,3af«-4)* 
-f-a35o  (1 — 4)’ — — 4)  —><54® 

\ 440  (f— 4)<'*4*t88o(i — 4)3+44®5(i-4)1 

(4-3  3oa  (j — 4)  — ao° 

■ ' * i ; 1 1 ; 

4-[i6o(i — 4)3-f-io8o(i — 4)  *+*1  oo'J-  4)4-i  ca4]n 5 

344]  a* 
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dAO-*) 

“ da 
d'  A6-0f 

1 — ; — 
da' 

d‘AQ-1)/ 
da3 


[+[  ®o(i — 4)’4*  3o5(£ — 4) 
V 4-[  »*(*— 4) 


,</3A6-<) 
3|]a  + 


da  < , * > 

da6  ’ 


m' 

7680 


64(i'-5)6-f-  Ç;6o;/-5)s4-  5420(4-5)4)  _ 

4-i5i  io(j-5)34-i6228(i-5;*4-  6a5o(i'-5)  t A 

I92(i-5)*4-  272o:i-5)<-h43oo,i-5;>1  dA(f-s) 

1 4-337  it>(i-5)’4-34684(i — 5:4-10970  J a tia 
24o(i-5)44-  3o4o(i-5)34-i 3575(i-5}’  ( md* A<*-5)! 
4-a5i8o(i'-5}  4-i5Ga5 

^4-[i6o(i — 5)34-i68o(j— 5)’4-564o(i-5)4-59oo]a3 
■[.6o(£— 5)*4-  4Go(<— 5)  4-  85o] 


a'*^r 

d'AV-Vl 


L> 

«/«5 

..  . - , ,d* A<‘-»>  . d3A(*-!) 

+[  1 V— 5)  4-  5o}  n3  -• 


da3 


( 64(<-i 

s 4-  5oi85(i- 

4 4-4a56i6(i-i 


64(i'-G)e4-l  39'j(i-G)!4-i202o(i-G)*  j 

6}>4-n7a33(i— G)’  >A<'-«> 


{ 


m 

4G080 


-f^aSfiiGfi-G)  4-4GG56 

ig2(i-6)s4-384o;£-6)44-297oo'i-6)î 
4- 1 1 o3 1 o(i-G)  ’-f- 1 94964  (1-6)4- 1 294  56 
f 240(1-6}  <4-4200(1-6) 3 4-26925(1-6)’ 

(4-  74670(1-6)  4-75240 

|4-[i6o(i-6)î4-228o(i-5)’4-ioG6o(i-6)4-i432o]a3 
f 4-[  6o(i-6)’4-  Gi5(i-6)  4-  )56o]  a* 


<iA(*-«) 

' da 

ni£’A('-e)I 

da' 

4=A('-q  / 
da 3 


da < 


W[  ,a(‘-6)  4-  ®>]  4- 


• • r • d^A 

première  différence  des  coefficiens  de  a5  est 
la  seconde  des  coefficiens  de  a4  est  304  la 
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d>  A 


4° 

troisième  des  coefficiens  de  a3  ^7  est  1956,  la  qua- 


Irième  des  coefficient  de  est  12792,  la  cinquième 


des  coefficiens  de  est  4®®*®  5 enfin  la  sixième  des 

r 

coefficiens  de  A est  46656. 

• Soit 

. * . * 

R = N(°)e<x»  cos  [i  ( n't  — nt  4-  f)  4-  6ni  -f  6t  — 4»  — an] 

4.  N<«)eVxacos  [f(n'i  - nf  + «)  4-  6nt  4-  6»  — 3»  — a'— an] 

4-  N<a)eae'axacos  [i  ( n't  — ni  4-  »)  4-  6ni  4-  6*  — a»  — a»'—  an] 

4-  N0W 3 xa  cos  [i(n't  — ni  4-  /—  «)4-6n«4-6»—  *—3a  — an] 

4-  N<4>e'4xa  cos  [i (n'i  — nf  + *)  4- 6nf  4-6i  — 4»'— aïI3» 


on  aura 


1 N<°>=4- 


m'aa 


3o6a 


f i6(t — i)4 — i5a(i-ri)34-475(*  >)*  1 

1 — 5a8(* — 0 4-iï5  J ^ 

, ‘ dBO-O 

|+  [3a(i— i)3  — ai6(i — 1)*4-  41^(f — 0 — a003  a da  ~ 

d* 

14-  [a4(t — >)* — ioa(i  i)  4-90]  ~ da* 


</3B0— 0 


,4-t  8(t — 1)  — 16]  a3  h a* 


d4B(i-0 
da  * * 


• \ « % * » • 

r f i6{<— a)<—  5a(i— a)»— 5Wi— a)*;  1 

'JÀ^  .<>  (4>to8(î — a) — i3o  J 

(i~  1)’~  6o(‘  ” *)'“*8o(i  “I)+488]  “ 

,88  \ + [l4  (i_  a)._- 6g(i  - ,)  + 66  ]a*  1 


\ ;;>-u/v6K  r 
» -Ç*-**»  r.»- 

J ^ 


« , J3B(i-a>  , .^B(i-a) 

4-  [ 8 (i — a)  — a]  n*  — — ha* 


rfa3 


'ou 


da4 


I i6(i  — 3)‘+  48(i-3)>-3,(i-3)>l  } 

’t— i8o(i — 3)  4-*<)3  ;4-*  » 


N(»)=4 


m ûû 


5ia 


,„nt  \ 4-  [3a(i  — 3)3  4-96(*  — 3)a  — 4o(i—  3)4-  a4]  a 
1+  [l4(i  - 3)*  + 6o(t -3)]  a»  U/,\ 

+ £B(i-S  )+I„aJ^,  + a<‘i4B(i-,: 


c?B(»-3)  i 

da 

> 


da3 


da< 


NP)=- 


Tnaci 
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i l6;,_4)<+i48(i-4)»+4i8(i-4)^ 
(-4-140(1  — 4)— a84  / • 

t/BG-4) 

1+  [32(1-4)3-4-  252(t— 4)a+  532(1-^4)+  4ao3 a 

</aB(i— 4) 

|+  [a4(t— 4)*-4-  189(1—4)  -4-  276  ] a*  • - ja~ 

-f-  [ 8(1  - 4)  -f-  aG  3 a 9 — , ■—  -4-  a 4 


4* 


t/a3 


t/a* 


{• 


N«>=+ 


,6{i— 5)<-f-  248(i-5)3-f-.4ii(^-5)*l 
1-f  348o(i— 5)  H-3ia5  J 

_ 5) 

m'aa'  1 +[3a(i— 5}3-f-  4<>8(i— 5)a-fi 7 1 2(1— 5)  -f-  236o]  a 


3o62  \ - d* BC‘-S) 

-4-[24(i-5)a+^2(/-5)  -4-  5io]  a» 

da* 

, p o/*  « , . -,  ,rf3B(i-5>  ; it/4B(i-5) 

”4“[  8(1 — 5)  -f-  4°J  a3  t-: -f-  a 4 


da 


da3 


da * 


Soit  enfin 

R = N<5)eax4  cos  [/(«'/  — nt  -4-  t)  -f-  4«/  + 4‘  — 2»  — 4n] 

-4-  N(6)ce'x4cos  [i  (n'i  — nt  - ht'  — «)  -4-  4«*  H-46  — » — »'  — 4n3 
-4-W(7)e<ax4  cos  \i\tdt  — /i«  -f - — »)  -f-  4ni-4-4«— 2a— 4n], 

on  aura 

* 1 » **• 

3 m'a*a'*  f _ _ t/CC*~a>  , .</aC(*“0) 

K<  )=-.ot4  ~ |M,  5l+ 5o]  c<  >+  M‘  -,fla  —a — ^ ST— f ’ 

N(«)=— — | C4(«-i)»— »4(:-i)—  8]CO-5)+C4(i-i)-  6]a— <j-  -+aI 

K(y)=— — — | [4(i-a)a-4-i70-a)-4-i8]C<‘-4)-4-[4(t-2)+io]a— — — ha*  ^ 


* r 


-4 
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Termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons,  qui 
peuvent  être  ramenés  à la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  puissances  d’un  ordre  moins 
élevé  de  ces  deux  élémens. 


Termes  du  deuxième  ordre  qui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépendant  des  excentricités,. 

II.  Soit 


R = M(°)  cos  [i  ( n't  — nt  + t'  — «)  -f-  »'  — ■] 

-4-  cos  [i  (n't  — nt  - f-  i'  — «)]  , 

on  aura,  n°8i,  livre  II, 


M<°>=  — • {[4(i+i)*-a(£+i)]A<i+'>- 
MW  =j.  A® 


cfA(i-t-0  d>A(‘  + 0) 
_3a  da  a'  da * J ’ 


i pouvant  prendre , corame  dans  les  formules  précé- 
dentes , toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives, y compris  zéro..  . 


Termes  du  troisième  ordre  qui  ont  meme  argument  que  ceux 
du  premier  ordre. 


12.  Soit 


R = MC”)  cos  [i(n't  — nt  -h  *'  — i)  + ni  + i + »'  — a»] 

-f-  M(‘)  cos  [<(n't  — nt  -t-  t — «)  -f-  nt  + t — •] 

-f.  M(»>  cos  [i;n't  — nt  ■+•  •'  — s)  4-  nt  -f-  i — ■'] 

-+•  MP)  cos  [i(n't  — ni  -+■  •'  — t)  + nt  + t — a»'  -f-  »]  , 


on  aura 


MW: 


r[-  8(»  + i)»+l4(i  + i}*  — 5(i+  »)]  AP  + ■>} 
i dA(im*-‘) 

mW  J [—  4 (*  ■+•  0*+  v(*  + 0 — 41a — — 


16 


ir  , ■ . x . , .d'AO+O  , ,<P  AP-*-> 
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(Si1  — ioi*  -f-  ai)  AO)  -f-  (4i*  — ’ji  -f-  3)  a 


43 


M<o =J 


m'e1 


rfAO)i 
Ja  I 


iGr’AO  ) -h  (80  — 8i  — 4)a  (4‘  + 8)a*  ^t—  j 


l6 


!”  “ “rfâ”' 


M«=, 


( 1 [8(i—  (* — »)’  + 5 f*  — 04->]  AO— ) 1 

f+  m’‘*  )—  Ci  (i— l)’-(i-i)-;]û  dAJa  * -Ka(i— i)4-7]a»-  | 

) , rfiA(‘-,y 

l+  n ~d^~ < 


»/e*e/ 


16 


^_[,6(i-i)3+S(i-i)’]A(i— )-[8(i-i)’-8(i-i)— 8]a 

f+t  w-  0 + >0]  «•  d^~+ 


«AO— ) ] 


</a 


/•-+■  [8  (i  — a)»  + 18  (£  — a)«  + 8 (i  — a)]  A0-») 
1 dAV-*) 

M(')=  + M (i  ~ »)*  - (i  - »)  - 10]  a -gj- 

, „ . . -,  <i*AO~»)  ,d3AO—) 

[ - 0(*  — »)+  8]a*~jVi ' 


■ü  I 


da 3 


Nous  omettrons  les  termes  de  même,  forme  cjni  dé- 
pendent des  inclinaisons , parce  qu’il  n’en  peut  résul- 
ter, dans  les  applications,  que  des  quantités  insensibles* 
Il  en  sera  de  même  dans  toute  cette  partie  du  déve- 
loppement de  la  fonction  R jusqu’aux  termes  du  cin- 
quième ordre,  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière , à cause  de  leur  importance  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  Saturne. 


Termes  du  quatrième  ordre  qui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

i3.  Soit 

R = MO)  co»  [i  (n't  — nt  + «'  — *)  + ■>«'  — a®] 

-f-  MO)  co»  [i  (n't  — nt  + t'  — f)  4-  •*  — ®] 

-f-  MO)  co»  [i  (n't  — nt  -f-  «'  — •)]  , 
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on  aura 


1[  i6(i+»)<-56(i+a)3+6i  (i+a)*-ao(i+a)]ACH->> 

• dA(<-*-J) 

+[— i6(i+a)>+36(i+a)-ao]  a — 

. . , a* AO-*-») 

+[-  8(i+a)*+i8(«+a)+  a ]a>  — — 

„ a»A<‘+>)  . ja*A(i+*) 

+ 8a5— — + ai-ÂT~’ 

I / [_l6(H.i)«+i8(i-4-i),-i4(‘'+0*+a(‘+»)]A<w-,>\ 

I ffA(*+l)  I 

l+[  ia(H-i)>-l8(H-i)+6]  a — -{- — I 

4 . a*  a (*-*-■>  ' ) 

3a  \ -+-[  8(i+i)’—  0(‘+')—  3]«* — — / 

I ' a>A(i+o  a«A<<+->  l 

\-6a  -~di'i ° —Ta—  J 

/ [_,6{i+i)<+a8(;+i)>-io(i+i)»+a:i+i)]A(i+*)  \ 

I r „ aAP+0  i 

1 [ ao'H-i)* — i8(t+i) — 6]  a — -j- — I 

m'ee  3 J \ 

"1  î*  \ L 8(i+l)*—  9(«+i) — ai]  a*  / 

f a3  A<i+0  'a<A(f+0 

\ — io<x3 j— a* — -j— — , 

V da*  . da*  J 


( C,çi4  - fli-JAW-  *'*-ÂT 
+ T^â' 1 a» A(o  , . , a»A<o  , . a«A<o 

1 m,e,4  i (i6i*  171'*) A«s)  — ( a4t*  — a4 ) a 

I’+"ïa8  ' J ...  ...  a»A(‘)  „ a»A<<> . . a<A<0 

(-(8t*  - ^a  ~dT~  + *“*  —aT-+ai  SaT  * 
, ’ ( i6/4A(i>  — ( 161*  — 4)  a 

, m c*c'*  ) v ^ ' da 

+ 3a  ) ,»■.  „ . a»A<0  . „ , a3A(0  , ,a3A(0 

(- (&*  - ,4)*’ -da— w -jjï-  + . 
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Termes  du  quatrième  ordre  qufi  ont  mêmes  argumens  que 
les  termes  du  deuxième  ordre. 

14.  Soit 

R = MC°)  cos  [i  (n't  — n(  + *’  — •)  -f-  ant  4-  n 4-  »'  — 3«] 

4-  MCO  cos  [i  (n't  — nt  4-  «'  — «)  4-  ant  4-  as  — a»] 

4*  MC’)  cos  [i  ( n't  — ni  4-  1'  — s)  4-  a nt  4-  ai  — » — «0 

H-  MC5)  cos  [i  (n't  — nt  + t — s)  4-  ant  -(-as  — a»'] 

4-  MCO  cos  [i (n't  — nt  4-  s'  — »)  4-  ant  4-  at  — 3»' 4-  ®], 


on  aura 


r [ 1 6(i4- 1 ) 4 — 68(i'4- 1 ) 3 4-8a  (t‘4- 1 ) » — a6(j4-r)]  AC*  4-  •)  ' 
14-C  iCi(i4-i;>-48(i4-i)'4^G;i4-5)  — i8]a  — j 


\—  [ 3(«4-i)  — 9l  “* 


rf*AC*-*-‘) 


f r , „ .J’ACi+0  ,rf4ACi+0 

V~C  «l+,>  a>  ~lü 5 0<— — > 

Î[ — i6i<4-aoi5]ACO — (i6i3 — i6i*4-a»4-4)a  ~~[~ 

, . . , </*AC‘)  . , ,,  ,rf5 A CO  , ,rf<ACO 

4-(, n— a)a*  4- (4*4-  4>“’  -3^  +ai~d^T 


![ — 1G»4  4- foi1  — 64»*  4*  aai]  ACO 

4.  [_  16/5  4-  48*’  - 46*'  4-  16]  n 

, , , J‘ AC*)  , ..  //3AC0  , </*ACO 

4-  ( 9*  - w) <*’ 


[16(1 — 1)4 — ia(t — i)3 — 6(» — i)s4-a(i — t)]AC*-0 
1 4-t  1 6(i — 1 ) 3 — 1 6(1 — 1)*-*-6(£ — ■ 1 ) 4-6]n^pl> 
|^I7(iT,)4.3]0,^l2 
' r ...  . . *->  <f4AC*-'> 

cl  4(1-0  + 6144  “as? — a4— a— 

r [16(1  — 1)44-  a8(i — i)34-io(i— i)*4-a(t — i)]AC>-0 

^ -f-[ ï6(£  — i)H-  16(1— 1)*— io(i  — 1)  —6]  a ■ ) 

\ r ,■  n , , . rf’AC'-O 

j [*9(*  0 ïaT~ 

I r«.  * ,dJ AC*->  rf4AC»-0 

: -[  4(*  -0  + >0]  «’  -J-, O4  -3J7-, 
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- £i6(i  -r  a)<4-  36 (<—:»)»  4- 16(«—  *)■]  AP—) 

* ' dAO-*) 

| — [i6(t  — a)34-  i6(t  — a)a — a 6(i  — a)  — ao]  a 


da, 


. d*A (»—'') 
i 4*  [a5(i  — a)  4-34]a>  --~- 

+ [ 4(*  — ’ 2)  4-  ia]  aa  r- f-rt4 


fia3 


f/a< 


M0>=\ 


— [i6(i — a)<-f-76(i — a),-+-iia(i'-a)a-f6a(i-a)4*ï6]ACi-a) 

p/A(‘-3) 


mV< 

lié”* 


f/a 


*T<4>=4- 


m'ee'* 


9<* 


[i6(t — a)34*18(i—  a)34-  io(i — a)— 3a]a 

% 

d*A(i~3) 

| +[a7(i — a)  -f-Go]aa  — ^ — 

rf3  A(*— a>  </4A(‘-a) 

.+c  4(*— »)  +lC]«5— + a— ». 

'+[i6(t— 3)<+84(i-3)3+i3o(/— 3)a-f-54(£  — 3)]  A<*-3> 

|-f-[i6(/< — 3)3-h48(i — 3)a — i4(i — 3)  — 7S]  a JA('~S) 

d*A(i-V 

— £33(t — 3)  4-8i]a3  -j— 

n </3A(*-3)  f/4A(‘-J) 


</a 


Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceux 

du  premier  ordre. 

i5.  Soit  , 

K = MC°)  cos  [i {n'i  — nt  4-  S — «)  4-  nt  4-  < 4.  aa'  — 3a] 

4-  M(’)  cos  [i  (n'£  — nt  4-  *'  — i)  -f-  4-  * -f.  »'  — aa] 

-f-  MO)  cos  [i(n't  — nt  ■+■  S — é)  4*  nt  -h  % — a] 

-f-  MO)  cos  [i(nrt  — nt  -b  i — f)  -b  nt  - f-  » — a'] 

-f-  MO)  cos  [i  (n't  —*  nt  -b  t'  — t)  -b  nt  - h i - a»'  + a] 

-f-  MO)  cos  [i  ( n't  — nt  4-  * — t)  -b  nt  -b  $ — 3a'  -f*  aa] , 

on  aura 

f — 3a(i - b a)5-M9a(t  4-  a)4— 4oG(i  4-  a)3 1 
1 4354(i  4- a)a— io4(i4-a)  . J , 

f—  i6(i  4-  a)44*  96(1 4-a)3 — 79(14*3)*  ) f/A(»"*-») ; 

| + l— >'4)(i4-a)  — 90  ...  fa 


M0)=- 


m'  e*d3 

"W~ 


da 

.</]A(»+1) 
< la,3 


4-[i)S(i  4-  a)34-96(t'4-a)a-344(«4-a)4-36]a 

, f/3A(»-*-a) 

l+[3a(i  4-  a)a— 9G(f‘4~a)4a3]a3  — ■- 

r ^ , m 1 d*A<irtr*)  rf/*AO+a) 

x— [ a(t  4-  a)  4-  G]a4 r-: a5 


da * 


da* 


- ■? 


'93 


M<»>= 
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/ i6(»  -f-i)1— J36(i-f-i)4-f.i88(j -f.,)»  1 

l-fio8(i  4-0»+  *a(»4i)  JA<  . 

*6(i  4')4 — 68(‘4i)î4*a4(i40’ ! _ dA0+') 

, . , J-1”! — -f~>)  43a  {a  7Ta 

i 4[—  i6(i+i)î-f3o(i4-i)«+5(i+i)— 2o]a* 

da » 

l+C—  8(i+0’+35(i+')  — ia]a5 

[ ,r  .en  i d*AQ-*-‘)  ds  A(*-*-‘> 

V+[  ^‘+l)  +5]a‘  — — + 05  ~— 

f çf>(i  4-,)>_î884  +,)4+a:0(i-  4')’  1 ....  . . 
\-  87(1  4t)*4  i5(«4')  /A  > 

f 48(i  -H)< — iiG(i-t-i)!-f-a55(/-f-i)’  1 '/A(,  + I)  j 

> jj  , I 1+  87(14-1)  — 37 

*'  304  (' +[-48(i4-i)54-«a(i4-i),+a46(t4-i)-qa5]a»— ^-r 

f+C-34('+»)’+9o(i+!)  — 1^7]  a>  d A<  ■ ■ 

aaJ  1 f 

••H  )! 

[ 3ais  — 8o£4  -4  26e*  4-  iai>  4-  joi]  AO) 

+ [ i6t'4  4-  4oi'3  4-  371»  — i8i  4.  5]  a 2212 

1 da 

)+i— 16/54121*481  — 4]  «»  21222 
3b4  +r  »;*  /•  «T  , d*A0) 

da* 

. r . ,,  . d^AO)  d’AO) 

+ L *«  + 4]«<-ær  + -s-7a~ 

[—  3ai5  4 4oi'<  — 8i3]  AC) 

4 [-*-  i6£4  4 44£J  — a4«*  — 101  4 6]  a 2222 

£ ,1 

m'a’e>  J 4 [ i6<J  4 i4i>  — 3Pi]  a > J*A(,> 


64 


l-b  [ 81»—  ig£  — aj]  a 


da2 
d*  AO) 


da3 

d*  AO)  _</*A(i> 

das 


1 , r • “i  ê «w; 

\4  C—  — 10]  «4  _ 

[_  3a£5  4 3415]  AC) 

(4  C -f*  4®1*3  -f*  4 lt*  — 4$*"  — îao]  a 


4 m/ge' 4 / 4 C i6£î  4 401*  — 721  — 240]  «• 


■ 28 


[4  [ 8i*  — a4«  — 120]  a 

1 r , d*A0)  Id^AO) 

\4[-2«  -r  20]  a4  —^7 ai-£r. 


d*A0) 
da 3 


Jv/UO 

da* 


<M(*> 

da 


T— 
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M(»= 
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f-  3a(î— 1)*4-  g6(i-«)<+46(i-,)»îA(i-l) 
t — 4y(* — *)* — Iy6<* — ’)  H-1  J 

4 l6(i— i)<+Io4(i—  l)»— l55(i— l)*  1 d AV—) 

h\-494(«-0+>33  j 

+[  i6(t-i)’-84(i-0,-ï78(<'-«)+a6ï]«*-5^,- 

I d*  AV-') 

+[—  8(i — O* — 46C*-n-»)  +i3ola»-rfa,  - 

, td* A(i->  . rf5A<,‘“0 

>+[-  »(«-')  +a,>4  -33-  + “ -J— 

L_3j(i_,)4+56(£— 1)«— ao(«— i)»+4(i-i)*]A('-0 
( i6(i—  i)<+ao(f—  i)*— 64(i—  >)*  1 «fA(*-*) 

hl+  8(*- >)  +'a  • J 

+ [ i6(« — i)i— 58(t— j)* — n(i — i)-N>9]a* 


du 
rf»A(<— >1 


da * 


M<‘)= 


d’AC*-1) 

+ [_  8(i— ,)* — ,3(i — i)  + 6i]a>  ~Ja— 

, „ , di AO— ) , , <i? A(‘-> 

+ [-  »(*-0  -+-1^  a<  -Jal-  •+■  a ~dJ— 
[_3a(i—  ,)5+i6(i—  i)4+>8(i— i)’— 9(i— ■ i)*]A(<— 
...  . , JA(*'-‘) 

l -f[  i6(i— 1)>— a£(i— 1)>  ] a - 

1 , . . </»A<*— > 

mVV  /+[  i6(i-i)J— 3a(*-i)»]  fl»  — — 

]+[-  8(4—1)»-  8(i  i)]  a3  — £— 

l+L—  a(‘~>)  + 5]  a Ja4~  + “ 'da* 


A(‘_») 

</A  (*-») 

“ da 
d*  A (•-»>' 


i — i6(i — a)5— i5a(< — a)< — aa4(i — a)5 
j—  ta4(i— a)’—  3a(i — a) 
r_  i6(i — a)< — 4(i— a)>+i4o(i— a)» 

\+«36(t — a)  - i d 

■+.  [ i6(i — a)’4- 1 oa(i-a)*-4-76(i-a)— i5a]l  — ^ 

, o,  ,4pA<»“-»> 

+ [ 8(* — a)»—  ;(,-a)-ioS]a’— — 

, „ , J4A(i~»)  ,ds A<i-»> 

v+  C-  a(‘~a)  - a°l fl<  — 3a“ " "J a~ 

f _ 95(i-a)«  — 336(i  a)1  390(1  a)1  I A(l_,  I 

l— ':4(‘-a)î— a4'('— a)  J \| 

f — 48(1— a)*—  a4(« — a)î+aa5(i — a)»  1 ((  dA(‘-’)  Jl 

l + .47(‘-a)  +90  * d’AO- J J 

+[  48(1— a)>-Haa8(i-a)’— 4f)8(i-a)+i44]a>-— — 

I • ' d»A(i->) 

+[  a4(i— a)»—  C(t-a)+io5]  a»  — a~- 

< ,<*4A<i-»>  . , ,dsA(‘-') 

>+[_  6('-a)  + a33  a<  —Jal 1"  3a  da « » 


\ 
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‘ 3î(,-3,»4-  ao8(i — 3)<  4-  4;o(/— 3)’  1 . 

_+433(A-3)»+:3S(«-3)  JA(w,) 

IjJ  >&'<— 3)*4-  3a(c~ 3)* — ,i3(i — 3)*1  rfAt»-*) , 
■ — 3)  - ,56  )—$■ 

+[—  *®(* — 3)>— iga(/— 3)«— 376(1-3)— 3]  a*  ' 

(da * 

4-[— 3a(«— 3)*—  640 — 3)  +8i]a> 
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<f»A(<-0 

da 1 


V+C  a(* — 3)  4-  g]  « 4 4.  aî 

</a<  dai 


Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  mêmes  argument  que 
ceux  du  troisième  ordre.  \ 

l6*  Soit 


R = MO  co.  [1  {n't  — nt  + + 3 ni  4 3.  4-  — 4,] 

+ MC')  cos  [i (n't  -nj  + )'_l)  + 3/ll  4.  3,  _ 3a,-j 

4-  MO)  cos  [i  ( n't  -»(  + ,'_,)  + 3nt  4.  3|  _ a-  _ w-j 

4-  M<»  co.  [«  (n't  — nt  4-  4-  3n«  4-  3.  — a»'—  «] 

4-  MO)  co.  [i  (n't  — nt  4-  «'  — .)  4-  3/i«  4-  3.  — ?«'] 

4-  MO)  co»  [i(n't  + 3nt  4-  3.  — 4»'  4.  »]. 

on  aura 


MC)  = 


m'e*e' 
768 


■> 


/—  3a(/4-i)«4a56(,'4-i)<-^686(i+,)3  \ 

* 4-695(«4-i)* — 206(14-1)  /A(‘" 

/—  48(i-M)<4-28o(i4-i)»— 5a5(i+,)*)  4AC' 
^ 4-3g4(,'4-i  ) — ia8 

[ 4-C— 1 6(i+i)»4-6o(,'4-i)*— 94(14 1 )4-8o]a* 


iCA<‘+,)1 


|+[4-  8(,'4-i)<— 22(141)]  'LA<^ÎL., 


\4-[4  6(i4-i)  — 7]  o < 


da* 


cfMCi- 


da* 


*>  . , «î*A<*+»> 

- + ai~n— 


* 


Tome  III. 


4 
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m,ei 
^68  * 


[—  3at54*  a4oi4—  614^+  G4&»—  a58i]  A(0 

A À (I) 

-f  [—  48t’4+  a8ois — 5491*+  46ot  — i35]  a 

. d*  AO) 

i6i3-f*  841* — 1601  -+■  108]  a*  "~ja\ — 


-K  8 i«—  6t  — 18]  a» 


d’AO) 

da3 


r , <*4A0)  , <**A0) 

,+C  6‘-«*‘-Sn-"-a5-7Sr- 


[ 3ai*  — 12014  -f-  io4i5]  AO) 

[ 48i4  — 10813  + 3Gi»]adA0) 


m 


f e3ef%  y -j-  [ i6i3  — 4^'  ■+■  4^ll  aa 


192 


da 

d’AO) 

da* 


H-  C—  9i‘  — 9*  + «• 


^3  AO) 
da3 


v+  [-  6i  - 


, , t£4A0)  _ d3 AO) 

a J a4  — - — ■ a5 


da 4 


da5 


192 


f — 3a(i — — 1)4 — 68(i — i)3  \ ^ 

\ — 20 (/ — 1 )*— #—  aa(i — 1)  . / 

, i 4^(t“*)4^,^(^t4,)î— So(4 >)*  1 </A0-*) 

+ 1-38 (l*_o  + 3a"' 


-3«(I—  1)  -h  32 

/ i # 

t4-  -f[ — *6,1 — i)3-f-66(i — i)3 — 43(* — 0 — ao]a3 


da 
d*  AO- O' 


Ar* 


f-f-[  8(1 — i)*+a  5(t — 1) — 12]  rt* 


d’AO-') 


d 4 AO -O 

L-K  6(i— 1) 5]«4_^_ f-as 


da3 

d*  A0-) 


Ja5 


/ — 3a(/ — ,)*— ,6(i — i)4-f-5o(/  — 0*  ) 

5(i — ,)  J 

. j — 48(1— i)* — 3a(i — 1) *•+ 43(i — !>•  > JAO-O 
+ »— 3(i— 1)— ia  /“  da 

+t—  *^(i — ï)H-a4(i — ,)*-f'4o(i — 1) — ï5]  a*  ° 

l+t  8(i-,)‘+4o(<-i)  +».]  a’ 

rf4AO-0  d*AO-'X 

,+[  6(t — 1.)  -f-n]  a4  — M5 


f/a* 


/w'ee/4 

IgîT 
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J 3a(t— a)«^i5a(i— a)44-aai(i— > 

(4“i2^(t — a)*-f-  3a(* — *a)  ^ AO-*) 

f 48(t~a)44M88(i— a)34-a5a(i--*)n  rfAO- 
(+^('~î)  4-  3a  )a~â 


M(3)=y 


4-[  > 6(<  a)3  — 6(ê — a)»— 1 64  (< - a) — , 5a]  « * ■ 

#(£. — a)* — ji(i — a)— 108]  a3 
y4-[ — G(i — a)  - aol  «4  s **<*-> 


4 


m'e3#»'* 


128 


#4-3a(*~a)*4.3a(<-.a)4_5^i_a)3. 

I—  aa(i— a)*-f-  S(t— a)  / A(*-*> 

48(/  a)4-f.3a(t — a)3 — 91  (i — a)a  ) t/A(*  -»> 

!/>/.■  -N  .1  > A 

da 

d*A(*-’)' 


f qb(f  a)-— f-\>2^t — a;j — 9 1 (* — a)ai 
(—!9(i—a) +3o  / 

4-[  . 6(t-a)  j-48(i-a)«  - 1 , a(t-aj  - 1 a] « * 


[-H—  8(1 — a) * — 56*(/ — a)  — 45]  as  d*A(l  a) 


da- 


,+c-  «ci-»)  -.4r«< 

da 4 


da3 

<i5A(*~») 

~rt~’ 


/-'s 


me 

768 


M<4>=< 


f 3a(t  3)54-a88(* — 3)4 -f-ga6(£— 3) 3 ) â,. 

1 4- 1 3 1 7(/ — 3)»4-858(z — 3)  -+-a43  /A(‘-3> 

i-f-/  3) 44*344(i—3) ,4-74,(4--3)*\  </A<*-5) 

1 4- 4i6(i-3;  - 93  /a— o-| 

4*C  ,SC« — 3)34-  ia(£— 3)*~3a6(/-3)-6i8]a»^l^ri) 

| da » 

f4-[—  8(1— 3)»—  ioa(i— 3)  — a46]  a»  — A('~B) 

• rfûJ 

+[-  6(i-3)  -*,]„<  ^(-~i.)  _ a5  <PA»-') 

4 ^5 

/—  3 a (i  3) 5 — 1 68(i— 3)  4 — aGo(/ — 3 ; 3 1 
l — io8(i — 3)*  / }a«-3) 


ntfe  5 e'3 


J—  4^(t — 3)  4 — i88fi — 3)3  — y6(, — 3).  « 

<-H3a(i-3)^-i5G  J* 


-rfAi'-î) 

da 


19a  A 3),4-3o(/‘ — 3)*4-3o5(/-3)4-3ai]rt»^AiL_2 

' da * 


!+[  8(i_3).+87(<_D+,53]  „j 

da 5 


V+C  6(.-3)  + ,3  ] «<  - A<'“” 

du* 


da 5 
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M<5>  = 


mV<e 
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, 3a(i — 4)5^°4(l— '4)4+99®(l  4)1  l AC‘-<> 

{ -4-i  ag  a(i — 4),‘+"^ 1 a(* — 4) 

, 4«(i — 4)<-t-3^4(* — 4)ï-t-Ga'  (£ — 4)’  ! 

('“  »o»(i— 4)  — 8»i  j,A<“r<)' 

•4-L  i6(i*4)î*~  ï2(*"4)’ — 536(i-4)-T0^4]  a%  ,;rt« 

\ J>ACi-0 

-K—  8(i-4)*— n8(i-4)  -3ia3«3 
v-H—  6(i — 4) — 3a  3 a4  —Jiï 


da 5 


En  n’ayant  égard  qu’aux  termes  dépendans  du 
carré  des  inclinaisons,  on  a n°  3 


i 

R 


771  aa-  co si(n't  — nt+  *' — ») 

8 

+ ’^L  cos  - nt  -+-•'-<)  + + « - »n  ]• 

8 


Le  premier  de  ces  termes  peut  s’écrire  ainsi 


Ü ^ aa 'S  (B(i_1>-4-  BO***1))  cos  i ( n't  — nt  -h  % «)» 

8 * a 


i étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po- 
sitives et  négatives,  y compris  zéro. 

‘ Si  l’on  compare  cette  expression  à la  fonction 

2 A«  cos  i(rit—nt  + t'  — z),  et  qu’en  n’ayant 

égard  qu’aux  termes  que  nous  considérons,  on  sup- 


pose 


R ;=  TJ  (°)e3x*  cos  [i(n'*  — nt  -b  « 
-4-  IKOe’eV co*  [}(n't  — nt  -4-  «' 
•'  4.  TJt*)ee,*x»  cos  [i  (n't  — nt  b «' 
-4-  TïO>e'sx*  cos  [*(*'*  — nt  -b  i 


t)  -+-  3 nt  -H  3«  — 3®] 

,)  -4-  3nt  -b  3«  — aop  — *'] 
*)  4.  Znt  -h  3«  — » — aa»'] 
*)  -4-  3 nt  -4*  3*  — 3a']. 


on  verra  que  pour  obtenir  les  valeurs  des  quantités 
NCO  Nco,  N(0,  NC3),  il  suffit  de  substituer  B°  0+B0'+' 
à la  place  de  A®  dans  les  valeurs  des  quantités  Mw, 
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> 

M(,),  M(a),  M(3),  du  n°  7 , après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  — g.  On  trouve  ainsi 


m'aa' 


( 8 i3  — 18 i*  4-9)  «+•  BO+O) 

dB<‘-*',>\ 


L-f-(ia  i»  — i5 1 — 3)1  a 


V 


384 


K<«)=- 


m 

128 


ni  au 


W)=z- 


w aa 


da 

5 -+a'-inr-) 


(•' 


da  3 


-h  a 


da3 


)• 


t 8(i~i)>+  6(i—  >)*—  6(i— >)  — 4]  (B<->)4-  B(‘>) 


, rr/.  n . /t  Z'  . <i*B(»-a)  c?*B<‘>\ 

-H  <*«-•>  + fl  C«*-ar-  + «*-ar) 

V*  t/a3  + a </a3  )» 


.4*  û 


[ 8(i— 2)  3-f-3o(i— i)J +33{t— a)-f- 1 o]  (B(»-3)-fB(i-0) 

</B<‘-3)  > 


-f-[!2(i— 2)*-f-37(i— 2)  -f-26] 


-f-  a 


128  ’\4-[  <>(*—2)  +11]  + 


L + 


(* 


<f»B(i|-») 

da3 


da  da 

d*B«-3)  <f*B(*-Oj 


) 


da 


4~  û 


rf»B<*-0 
d.a 3 


)• 


C 8(i— 3)>+54(<-3)»+i  i6(<— 3)4-78]  (B(i-<)+B(‘->)) 

+[  1 — 3)*4-63(i — 3)  4-  8.]  ( a^ZÎ  + a^Tl) 

\ da  da  J 


384  *\-H  6(t— 3)  +18] 


, Wf3BO-0 

3 f-«3 


du  3 


“5?—  +*’ 

d 3 B(»-*) 
da3 


)• 


da » J 


) 

f 


La  partie 


m'aa' 


g — co*  [i  («'*  — nt  + %'  — •)  -f*  2 nt  -f»  21  — 2ÏI  ] 


de  la  fonction  R peut  se  développer  d’après  ce  qui 
a été  dit  n°  7 ; et  si  en  n’ayant  égard  qu’aux  ter- 
mes que  nous  considérons  on  suppose 
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R = W«>  coa  [t  (n'f  — nt  4-  t'  — «)  4-  3 nt  4-  3«  — o»  4-  *'  — aTl  ] 

4-  NC5)  cos  [t  (nft  — ni  4*  * — •)  4-  3/if  4-3»  » — 

4-  NC6)  cos  [i  ( n't  — nt  4-  t*  — <)  4*  3nf  4-  3«  — - a»r  — ^n] 

4-  NC?)  cos  [i  (n*/  *-»  nt  4-  * ■—  t)  4-  3/ti  4-  3«  — 4*  ® 


on  trouvera 


NO)=x — m'aa 


te'e  x» 
ia8 


[8(i  +i)s—  4i(i  4-0*+  GG(*  +')—  3ï  ] BCO 
, <*B<0 

4-  C4(«  +<)*—  » •(*  +0  + S]  « -gg- 

. . «AM-)  r/B<0 

(“ [a(«  -H)  - 43  « - « -3^-* 


(8i3  — 54 i*  4-  1 1 5i  — 75)  BO-’) 

, . . dB(f-) 

+ îlîl  J + (4**  -r  a7J  + 37)  a 


128 


— (" 


da 

. rf’B(i-0  , </3B0'—) 

i)a* r~. «’  ' 


fi  t!)  =+m'aa'  ■ J 


da * 


da3 


(8i3  — ni*  — 4i  4-  6)B(i— ') 
, J 4-  (4**  — 81  + 6)  a ) 
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| — (ai  4-  3)  «s 


<f»B0-O 

da * 


• a 3 


</*BCi-«) 

i/a*  J 


inH 


NC6)=—  m'aa  .( 


[8(i—  i)3+i8(i—  i)’4-4(i— : ')—  6]BP-> 

, dBO-O 

_ç2^  J + [4(i  -i)3—  5 (i  —1)  — ai]  a -gg— 

l-  W<  -0  “*  -^7 À.-— 

1 [8(i—  i)i_a4(i_ 4(i_  1)  4-  a8]  B(i->) 

L-V  4-(4(i— 1)*— a4(i—  1)  4-  a]  a </B< 
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lia 


rf*B(>-*) 


(-[>(«'-«)  + 8)  «»  -gg- 


d3  B(i->) 

lia3  ’ 


iN(")— 4-n*'afl‘ 


[8(«  — a)34-  6(1 — a)* — 4^(i  — a)  — 5o]  B(‘_J> 
, ec  ’x»  )4-[4(i  — a) — ai(i  — a) — 58]  a 


ia8 


— [a(i  — a)  4-i5]  a 


<i»BQ-3> 

da • 


■ a3 


da 

<i*B<*-3) 


lia3 


En  n’ayant  égard  parmi  les  termes  dépendans  de 
la  quatrième  puissance  des  inclinaisons  qu’à  ceux  qui 
peuvent  donner  par  leur  développement  des  termes 
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de  l’espèce  de  ceux  dont  nons  nous  occupons , on  a 

R — x<2C(‘-*>  cos  [i  ( rit  — nt  + •' — *)-f-  4 nt  -+■  \%  — 4n3* 

Cette  fonction  étant  développée,  en  s’arrêtant  aux 
premières  puissances  des  excentricités,  donnera 


R = 3V(8).cos  [t  (rit  — nt  -f-  *'  — *)  -f*  3 nt  -f-  3ê  — f-  o*  — 4n3 
-f-  ISO»  cos  [i  (n't  — nt  + «'  — «)  -f-  3 ni  -4-  3*  -f-  »' — 4^CI» 


en  supposant 


sr  " L* - 5)  c<-)  - - sr  J- 

. 3 tn'a'a'*  , F.  . N . dCC*-1)! 

N(9>  * ï5d  e x<  L[î(l  + 0 ~ 3]  c<‘ 


En  réunissant  les  parties  de  la  valeur  de  R que  nous 
venons  de  déterminera  celles  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités,  on  aura  tous  les  termes, de 
cette  fonction  du  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  ont  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé  ces  termes 
dans  toute  leur  étendue , à cause  de  leur  utilité 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  la  lettre  i doit 
s’étendre  à toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, y compris  zéro;  en  rassemblant  ensuite  les 
différentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  l’expression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu’aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m et  m!  dont  on  a considéré  l’ac- 
tion réciproque. 
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1 7.  Nous  uous  sommes  étendu  sur  le  développement 
de  la  fonction  R en  série,  parce  qu’une  fois  que  ce  dé- 
veloppement est  effectué,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  ne  présente  plus  guère  d’autres  diffi- 
cultés que  celles  qui  résultent  de  la  longueur  des 
calculs.  En  effet,  par  la  seule  différentiation  des  diffé- 
rens  termes  de  ce  développement  on  obtiendra  le 
terme  correspondant  de  chacun  des  élémens  de  l’or- 
bite de  m ; et  en  substituant  ensuite  ces  élémens  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique  on  obtiendra 
des  formules  qui  s’appliqueront  au  mouvement  trou-> 
blé.  On  aura  donc  ainsi  un  procédé  simple  et  direct 
pour  déterminer  dans  chaque  cas  toutes  les  inégalités 
sensibles  d’une  planète,  de  quelque  ordre  quelles 
puissent  être  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Soit  par  exemple 

m'k  co»  [*  {rit  — nt  4-  •'  — 1)  -f-  lut  -h  U — fu>  — foi  — -xf  IT  ] 

l’un  quelconque  des  termes  du  développement  de  R , 
le  terme  correspondant  de  la  variation  du  grand 
axe  sera 


* 

vnia*n[i  — ^ 

i (u' 4»)  -+*  ln 


cos  [1  ( ri  l — nt  -f*  i — «)  -h  Int  -f*  /•  — /»  — f'd  — xfll 


le  terme  correspondant  du  mouvement  moyen  sera 

f # t * 

- * si" [i  -y'»  - >/'w  i 

* 

le  terme  correspondant  de  l’époque, 


ni  an 


l'ti  — n)  -h  in  L'  ' c '*,e/  ""J 

siu  p’  {fil  — nt  -f*  i — *)  ~h  Int  ~h  J * ’xj  f 


[(,-v/r=7.) 


\ 
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le  terme  correspondant  de  l’excentricité  sera 

ni  un  \/ i—e'  [ f 4-  (i  — (i  — e»)  ] , 

e [l  (n'  — n)  •+-  ln\ 

cos  [i  («'«  • ni  -4-  »'  — i)  -+-  Int  -+-  /«  — fa  — fa’  — , 

et  le  terme  correspondant  de  la  longitude  du  pé- 
rihélie , 

m'nn  V 1 — e*  dk  . , . . . . , . , . ,,  . 

F — ; . , ■ \--r  -*m  [<  (n  t — "<+  » — i)+lnt+U~Ja— f a’ — if  n]. 

c[i(n — n )-(-//!  J de  ' ‘ JJ 

Enfin , en  vertu  des  formules  données  n*  4 > le  terme 
correspondant  de  p sera 

ni  an  sin  y dk  . ...  . . . . . . y.„__ 

— — .sin[i(n  t-nt+i  -i)'blni+U—Jit—f,ki  — ij  n], 


y t/ 1 — e*[i(// — n)+ln] 

et  le  terme  correspondant  de  q, 


mt'ank 


[/•+(*-<+/)  ■>] 


bin  -y  V/  1 — e*  [i  («'  — n)  -h  //i] 

cos  [i  (n't  — nt  -f-  •'  — •)  4-  Int  4-  U — f*  — /V  — of" n ]. 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  rela- 
tives au  mouvement  elliptique  de  m , on  aura  les 
inégalités  correspondantes  introduites  dans  ces  ex- 
pressions par  l’action  de  la  planète  perturbatrice  m'. 

La  partie  séculaire  des  variations  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  dépend  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R que  nous  avons  désignée  par  F 
dans  le  n°  46  du  livre  II , et  dont  nous  avons 
donné  l’expression  développée  jusqu’aux  termes  de 
l’ordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Il  est  facile,  d’après  ce  qui  précède,  d’avoir 
l’expression  de  cette  quantité  exacte  jusqu’aux  termes 
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du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  q^mes  élémens. 
En  effet,  il  suffira  de  faire  i — O dans  l’expression 
du  développement  de  R , et  de  n’avoir  égard  qu’aux 
termes  non  périodiques  qui  résulteront  de  cette  sup- 
position. Ces  termes  seront  évidemment  ceux  qui 
proviennent,  i°.  de  la  partie  indépendante  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons,  2°.  de  la  partie  dé- 
pendante de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  puis- 
sance de  ces  mêmes  quantités,  qui  a mêmes  argu- 
mens  que  les  termes  indépendans  des  excentricités  et 
des  inclinaisons.  On  aura  ainsi 


F = 


m'  mV+e'*)/'  rfA<»>  I (/"AON  , e‘/  d' A(°>  . i ,d* AM\ 

tACo)+  — -art  + 3,C  a^+iai-üa-J 

me'*/..  dAW  d’A(°)  , , «i»AC»>  , i d*AM\ 

+ TT  (fia  -JT  +9"’  + 3a  ”3Ï»“  + 4 a ~d^r J 


n'e’e'*  f 
~8 ~\a 


d\M  7 d* AW  , rf,AW  i , d* A<»)\ 

• L u 1 * > 


<2 


+ - a» 
a 


-Si—  («•>+;«..) 


rfBW 

aa— 3 f 

oa  s 


a <<«*  /J 


/ ;("■>— T*-- z*%~az-J 

e*  f,  </’ A(')  , . ,rf>AtO  , , rf<A<’>-\ 

Ta  C4*’  "ÂÎT  + C“  -5Ô5-  + al  -Si- J 


+m'eer co*(o/  — »)< 


Z' 


lia3 
r/ACO  . 


f/<i 


r/*A<0 

da* 


rf*AO>  .tl4ACi)\ 

+,oa  J 


tla 


i . i/BW 


da 

x rf*B<>>\ 

</«•  J 
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, tn  . . / . . . éJA<*)  ,, 

-f-  rrr.c’e  *com(»  — »}.[  ta A<*) — i ia  — ; h 

. \ da  ‘ 


. c , à' KM 
da~  + “5^“ 

d<A(»>' 


. rf«A(»>\ 
a —<&—) 


m an'  . „ t/BO)  aaB(‘)\ 

H 7-^-.e*x*  cosa(a#  — Iï).(  iuB<')+8a — ; f-«*  —7 ) 

04  \ «a  aa’  J 

m'aa'  , B(‘)\ 

+ “Âf  •°  ’x’ cos _n)  (/’*  -rfjr  ) 

/ . / „s  f , d'BC)  , </*BW\ 


m aa  , 

— — ^ — .«ex*  cos 
Ja 


La  quantité  raF  doit  être  la  même  pour  la  planète  m 
et  la  planète  m',  puisque , d’après  ce  que  nous  avons 
vu  n°  60,  la  dernière  portion  de  la  fonction 


1 xx'-hjÿ  4*  zz 

7 ï* 

; 

ne  produit  aucun  terme  constant  dans  la  fonction  R. 
11  est  facile  de  s’assurer,  en  effet,  que  la  fonction  nïF  sa- 
tisfait à cette  condition , et  qu’elle  demeurera  la  même 
lorsqu’on  y changera  tout  ce  qui  se  rapporte  à m en 
ce  qui  se  rapporte  à m',  et  réciproquement. 

La  valeur  précédente  de  F est  celle  qu’il  faudra 
substituer  dans  les  formules  du  n°  46  du  livre  II, 
pour  avoir  les  expressions  des  variations  séculaires 
des  élémens  de  l’orbite  elliptique , étendues  jus- 
qu’aux quatrièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 
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CHAPITRE  II. 


Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
différens  termes  du  développement  en  série  de  la 
fonction  perturbatrice. 

18.  Nous  nous  proposons  d’ajouter  ici  quelques  nou- 
veaux développemens  à ce  que  nous  avons  dit  dans 
les  n°*  49  et  suivans  du  livre  II,  sur  la  manière  de 
déterminer  les  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
l’expression  des  coelïiciens  de  la  fonction  R réduite 
en  série.  Ces  considérations  seront  utiles  à ceux  qui 
voudront  s’occuper  du  calcul  numérique  de  ces  coef- 
ficiens. 

Reprenons  la  fonction  (a'1  — zaa’ cos<p-\-a%)~ ' du 
numéro  cité,  où  a et  a'  sont  deux  constantes,  et  s 
un  nombre  fractionnaire  positif  ou  négatif.  Nous 
ne  traiterons  pas  ici  le  cas  où  s serait  un  nombre 
entier  quelconque,  parce  qu’il  n’a  pas  trouvé  jus- 
qu’à présent  d’application  dans  la  théorie  du  sys- 
tème du  monde.  Supposons  a1  > a , et  faisons 

^ = a. , en  sorte  qu’on  ait  a.  < i ; et  pour  plus  de 

simplicité  considérons  la  fonction  (1 — 2acos<p-t-a*)~% 
qu’il  s’agit  de  réduire  en  série  ordonnée  suivant  les 
cosinus  de  l’angle  <p  et  de  ses  multiples.  Le  moyen  le 
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plus  simple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celui  des  coefficiens  indéterminés.  Cette  méthode 
consiste  à représenter  la  fonction  qu’on  veut  déve- 
lopper , quelle  qu’elle  soit , par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefficiens  sont  indéterminés;  en  subs- 
tituant ensuite  cette  série  dans  une  équation  dif- 
férentielle, ou  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  là  fonction  donnée,  et  en  comparant  dans  cha- 
que membre  de  l’équation  résultante  les  coefficiens 
des  memes  cosinus,  on  forme  un  nombre  d’équa- 
tions de  condition  suffisant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefficiens  inconnus. 

Ce  moyen  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  divers  coefficiens  de  la  série, 
c’est  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n°  49  du 
livre  II  ; mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres font  un  fréquent  usage  pour  la  réduction  en 
série  de  toute  espèce  de  fonctions , et  qu’il  est  d’autant 
plus  utile  d’indiquer  ici , que  ce  procédé  peut  s’étendre 
à des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d’une  ap- 
plication très  avantageuse  à la  théorie  des  perturba- 
tions planétaires. 

Faisons  pour  abréger  S = (i — 2 et  cos  <p -J-  a*  ) et 
suivant  la  notation  usitée , soit  : 

S-'  = - -h  // '^cos  9 -f-  cas  2<* -f-  cos  ip  -f.  clc. 

Il  s’agit  de  déterminer  les  différens  coefficiens  bp*9 
b,^,  etc.  Or  chacun  de  ces  coefficiens  peut  s’ex- 
primer d’une  manière  très  simple  par  le  moyen  d’une 
intégrale  définie , et  on  aura  généralement  : 
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a en  _ 1 H"  d<*>  c°8  i(P 
o S'  * 


00 


L’intégrale  étant  prise  depuis  <p=o  jusqu  a <p  = 2 7r, 
en  désignant  par  flr  la  demi-circonférence  dont  le 
rayon  est  l’unité. 

En  effet,  i et  i1  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques , il  est  aisé  de  voir  que  l’intégrale  fd<p  cos  /<p 
cos  i'ty,  prise  entre  ces  limites,  se  réduit  à zéro 
pour  toutes  les  valeurs  de  1 différentes  de  i,  puis- 
qu’on a 


s 


cos  iç  cos  l '9  = 


. [cos  (t  -h  i')  9 -f-  cos  (1'  — 0 p], 


et  que  J dtp  cos  /2<p  = o,  n étant  un  nombre  entier 

quelconque  différent  de  zéro.  Si  l’on  multiplie  donc 
par  cos  i<p  dtp  la  fonction  S~s  ou  chacun  des  termes  de 
la  série  qui  la  représente,  et  qu’on  intègre  l’équation 
résultante  depuis  <p  — o jusqu'à  <p  = aie , on  aura 


/’*»  d<p  cos  /<p  1 , ,,,  r** 


Tous  les  autres  termes  du  second  membre  seront 
nuis,  et  son  intégration  étant  effectuée,  on  trouvera 
pour  déterminer  b P la  formule  ( a ). 

Cela  posé  d’après  la  valeur  de  S , il  est  aisé  de  voir 
que  l’on  a 


idy  cos  ip 

_ — — 


sin  <9  'idi s sin  9 sin  iq>  rfy 

a . — —, f-  - -•  ‘j  - ««Tl  ■ 


(*) 


équation  d’où  l’on  tire  : 

i(l<ç  COS  19'l-f-  19  cos<^  cos<9  2(?  î )<*  //<?  SÛ19  sin/9 
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ou  bien 

idçccwf(l+u*) siniq>  , «(<+« — I }cnt(i — i)<p  _ m(i — *+i)co5(/+i)^ 

^ + V h S'  * 

Si  l’on  intègre  maintenant  cette  équation  depuis 
<p=o  jusqu  a <p  = 27T  et  qu  on  remarque  que  est 

nul  entre  ces  limites,  on  aura  en  vertu  de  l’équa- 
tion (a) 

(l  + **  ) ib**  = « («  -f-  i - 1)*?-0  + « (*  - s + i)  i?+'\  (i) 

Formule  analogue  à la  formule  (a)  que  nous  avons 
obtenue  d’une  autre  manière  dans  le  n°  49  du 
livre  I,  et  qui  exprime  la  relation  qui  existe  entre 
les  trois  coefficiens  consécutifs  de  la  série  S-'. 

On  peut,  au  moyen  de  cette  formule  , calculer  un 
coefficient  quelconque  du  développement  de 

la  fonction  S~*  au  moyen  des  deux  coefficiens  qui 
le  précèdent  bP  et  b?~ en  sorte  que  le  calcul  de 
tous  les  termes  est  ainsi  réduit  à celui  des  deux  pre- 
miers coefficiens  b,M  et  b,M.  Cependant,  lorsque  a est 
une  quantité  peu  considérable,  la  formule  précédente 
peut  devenir  défectueuse  , parce  qu’alors  les  coeffi- 
ciens b,w,  &,C3),  etc. , étant  les  différences  de  deux 
nombres  qui  diffèrent  très  peu  entre  eux,  ne  peuvent 
plus  se  calculer  avec  une  exactitude  suffisante  par  les 
tables  de  logarithmes  ordinaires  ; l’erreur  se  mul- 
tiplie dans  le  calcul  des  termes  suivans , de  manière 
que  les  résultats  deviennent  de  plus  en  plus  inexacts, 
et  qu’on  finit  même  par  arriver  à des  différences  né- 
gatives, tandis  qu’au  contraire  tous  les  coefficiens 
etc. , sont  nécessairement  positifs.  Ce  cas 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Mer- 
cure, dans  celle  de  la  Terre  troublée  par  Vénus, 
et  en  général  toutes  les  fois  que  a étant  une  petite 
quantité , on  est  obligé  par  quelque  circonstance 
particulière  de  calculer  les  coefîiciens  b P d’un  ordre 
un  peu  élevé.  Il  faut  alors , pour  déterminer  cha- 
cun des  coeûiciens  bP,  recourir  au  moyen  des  séries 
qui  ont  servi  à déterminer  les  deux  premiers  coefïi- 
ciens  b /°3  et  bp.  Ainsi , d’après  le  n°  5o  du  livre  II, 
on  aura  ici 

S-  =( . — I — . 


Si  l’on  développe  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion , et  qu’après  avoir  substitué  2 cos  i(p  à la  place 

de  1 dans  le  second  membre,  on  com- 

pare les  coefîiciens  des  mêmes  cosinus , on  trouvera 
généralement 


,(,)  S.S-bt.S-h 5 

l —2 

• î.a.i.../ 


s s-bi  s.s+i  s+i 

I“f* — .— •TT 

i *-H  i.a  i-H  t-4-a 


«1^-f-CtC 


Cette  série  devient  très  convergente  à cause  de  la 
petitesse  de  a , et  l’on  pourra  se  borner  à en  calculer 
quelques  lermès  ; elle  fait  voir  que  cl  étant  nécessai- 
rement positif,  les  cofficiens  bp  seront  aussi  tous 
positifs.  On  pourra  sans  inconvénient  Se  borner  à cal-s 
culer  directement  par  ces  séries  les  coefîiciens  alter- 
natifs bP,  bP,  bp,  etc. , et  calculer  les  coefîiciens 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (1)  qui 
devient  alors  d’un  usage  également  sûr,  soit  que  a 
diffère  peu  de  l’unité,  soit  que  ce  soit  une  très  petite 
quantité. 
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19.  Considérohs  maintenant  les  formules  qui  servent 
à déduire  les  coefficiens  du  développement  de  S~'  en 
série  de  ceux  de  la  série  S-'-*,  et  réciproquement. 
On  a,  par  ce  qui  précède , 

‘ S-'  •+■//’*  cos  p -h  cos  îp.-.+  iJ**  cos  tf  ■+•  etc. 

Supposons  de  même  • 

S-'—  = - + 4^f  cos  * 104  a*.  ■ cos  1 S + « le. 


Par  la  formule  (a)  on  aura 

. (')  1 Pi*  dtp  cos  itp 

s- f-i  5 rj  s S'+‘ 


Or,  l’équation  (a)  donne,  eni’intégrant  depuis  <p~o 
jusqu’à  <Q—  2 7r  et  en  observant  que  s’évanouit 

entre  ces  limites  , 


/’ M ir/e  cos  i*  as  rie  cos  (i  — I )*  P J 

» S'  «,  S'+‘  7 „ 


r aï  c/e  cos  (i  ~h  l)  dp 


on  auj-a  donc  en  vertu  des  formules  (a)  et  (c) 


^=^r^__6^n  -(a) 

s » L S+I  i+I  J v 7 , 

En  faisant  successivement  t = i , i—  2 , etc.,  cette 
formule  donnera  très  simplement  les  coefficiens 

b\\  b,  , etc. , lorsque  les  coefficiens  b[+lf  b,+„e te., 
seront  connus,  Quant  à la  valeur  de  è/o)  on  obser- 
vera que  l’on  a S*~’,=  (1  — 2a  cos  <p  -f-  a*)  S_,— en 
remplaçant  S— 1 et  S_,— 1 par  leurs  valeurs  en  séries,  et 
comparant  dans  les  deux  membres  les  termes  indé- 
Tome  III.  5 
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pendans  de  (p  on  trouve  : 

> 

>)  , . ,(°)  ,(«) 

b = (i+a*)0  —cl  b 

• S S- H 5-f-I 


(3) 


Réciproquement  on  peut  déterminer  les  coefliciens 
du  développement  de  au  moyen  de  ceux  du 

développement  de  S~'  supposés  connus , de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (2)  donne 


ry-0-  b(s+n 

$ * L.  5+1  —I 

*ci+,)=^.rV°  _ b{,+'  1 

S l L»  i- f-I  1 J 


(4) 


D’ailleurs,  en  changeant  s en  1 dans  la  for- 
mule (1),  on  a 

(i—s)b{i+l)  = 

N • *+t  a 7 

(«_, +,)««■•)  = l±-îl(i+  ijif0— (i+.-H)»®,. 

Si  dans  les  équations  (4)  on  substitue  pour 

et  fleurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
on  trouve 

= ^r~  • T ( 1 + - 

• I -+•  * L ' ' »+i  J’ 

if»  = — . r «i®  if  >i . 

d’où  l’on  tire 


(t  *+•  «*)  (*  ■+■  s)  — a*  (t  — s -f*  î ) 


= 

*+* 


* (1  — «ta;J 


« .(«. 

TTi  — «•)* 


(<+l)  _ (t  4-  s)  b]1'  —(i—s  + t)  (14-  «»)  ^(,+° 


(5) 


Digitized  b/  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


et  par  suite 


4 ^ 4-  b^T”  = 

*ft  t+i 


*(»  — «)’ 

(0  _ ,(.+.)  (i-t-a)4^  — ;t-  -5  + 1)//' 

■ _ j(t-f-a)" 


(•>■) 
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(6) 


»+*  *+' 


Ces  formules  déterminent  les  divers  coefficiens 
de  S-'  au  moyen  de  ceux  de  S~'—  1 ; quoique  très  sim- 
ples , elles  sont  plus  compliquées  que  les  formules 
iny erses  (4).  Il  y aurait  donc,  sous  ce  rapport,  de 
l’avantage  à commencer  par  calculer  les  coeffi- 
ciens b'°\,  , . , etc.,  et  à en  déduire  ensuite  les 

coefficiens  Z/' ”,  b['\  etc.  Mais  dans  la  théorie  des 
planètes  on  est  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  développement  de  la  fonction  S— * que  celui  de  la 
fonction  S-,— 1 ; il  faut  donc  renoncer  à faire  usage 
des  formules  ( 4 ) » si  ce  n’est  comme  un  moyen 

très  simple  de  vérifier  les  valeurs  de  b^ , b'‘+^  etc., 

b^+l,  \ etc.,  calculées  par  d’autres  formules. 

Il  est  aisé  d’étendre  les  résultats  précédons  au  déve- 
loppement d’une  puissance  quelconque  S~'~ 1 de  S. 
En  vertu  des  formules  (5)  les  coefficiens  de  la  série 
que  cette  quantité  représente  se  détermineront  au 
moyen  des  coefficiens  du  développement  de  la  puis- 
sance S— qui  la  précède  immédiatement,  en 
sorte  que  le  développement  S“ * fera  connaître  celui 
des  puissances  S~ S~ S-1-3,  etc. 

20.  Déterminons  maintenant  les  différences  succes- 

sivesde  b®  , bf+l,  etc.,  par  rapport  à a.  En  différen- 

5.. 
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tiant  relativement  à cette  quantité  la  formule 


,(/)  t cos  i<p 

l-  =»  ; -s— 


on  trouvera 


(0 


_l  ~ ü r^cost>  fros  * — ^ — î r c°9  o’  -f-  0? 

J<*  5T  / £>'+*  TT  6'+' 

/J$  COS  (t  — i ) <p  f*  J$  cos  iq>“) 

5^  3*y  ■ J* 

I 

Et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (c), 


~ = >(  i<‘Ü")  + Y 

Jet  \ *+*  *+»  «+*  y 


(7) 


formule  qu’on  peut  déduire  aussi  de  la  formule  (D) 
du  n°  52  , livre  IL 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 


db 


(0 


leur  de  — , au  moyen  des  valeurs  de  b 


^4-1  > 


bf^  et ïb^'*,  qui  se  rapportent  à la  fonction  S-'”1  ; 

mais  on  peut  l’obtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  effet,  en  substituant  pour 

tfs+i  y K+'i  > ^eurs  valeurs  données  par  les 

formules  (5) , on  trouve  après  les  réductions  néces- 
saires 


db®  (i  + s-x)  b(‘~l)  — (i  — b{*l)  4- 


* 
Jet 


J — et’ 


• (8) 


db (? 


Cette  formule  déterminera  au  moyen  des  trois 


i 
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' 7C1 — 0 *(i)  ,(!+■)  / 

quantités  os  , b et  b supposées  connues , en 
substituant  pour  b$  ' sa  valeur  donnée  par  l'équa- 


tion (1)  en  fonction  de  b ^ et  bK  ~^l> , on  aurait  une 

formule  analogue  à la  formule  (D)  du  n°  52  du 
livre  II,  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantités 

b^s  ) et  b$  + ^ • mais  la  précédente  étant  plus  simple  , 
elle  sera  d’une  application  plus  facile  pour  les  calculs 
numériques.  En  la  différentiant  par  rapport  à a,  on 

aurait  les  différences  successives-^-  , , etc.  ; 

mais  il  y a sur  l’usage  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à faire.  Elles  font  dépendre  la  déter- 


(i-M) 


db 


(0 


mination  de  -4^  de  la  quantité  bs  \ celle  de 


db 


(i-hi) 


du. 


de  b^+*' , et  ainsi  de  suite.  Or,  comme  la  différence 

S 7 ' 


db 


f i-f-n — 1) 


niinie  de  b*  contient  la  quantité  — , il  en  résulte 
que  cette  différence  dépendra  de  la  quantité  b^^. 

dnb y 

Par  conséquent,  pour  avoir on  sera  obligé  de 
prolonger  jusqu’à  b^***  le  calcul  des  quantités  b^  , 
b^\  etc.  Pour  éviter  cette  opération,  qui  devient 
inutile  lorsqu’on  n’a  besoin  que  des  quantités  b^\ 

b^  , . . . . b^  , et  de  leurs  n premières  différences , 
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on  substituera  dans  liquation  (8)  pour  sa  va- 
leur , on  aura  ainsi 


</*  ~ i—  * 


t-h(t  — a*)  a«  ,<«) 
*(i  — *»)  ' * 


(9) 


équation  qui  résulte  d’ailleurs  de  la  formule  (D) 
n°  52,  livre  II,  en  y changeant  i en  — /. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  met  cette  équation 
sous  cette  forme , 


db « 

(,  _ «*)-^-  = a(i+5 


(/*.,)  i -f-  (i  — as)  a* 


o*r - 


et  qu’on  la  différence  ensuite  , elle  fera  connaître 
les  valeurs  des  différences  successives  de  b*\  au 

moyen  de  celles  des  quantités  o } et  oj  supposées 
connues;  et  comme  la  détermination  de  ces  valeurs 

ne  dépend  que  de  celles  de  b^  et  b^ , il  ne  nous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  à déter- 
miner. Mais  la  formule  précédente  se  complique  à 

mesure  que  Ton  considère  les  différences  de  bg  d’un 

ordre  plus  élevé , il  est  donc  utile  de  chercher  des 
formules  qui  puissent  s’adapter  plus  facilement  aux 
calculs  numériques! 

L’équation  (2)  donne  en  la  différenciant 


L.  — f b(,~°  — bM)  --  ( — 

<U  i V»  '+*  '+•  J ' i\  dx 


d’où,  en  substituant  pour 


dm 

da. 


sa  valeur  (9),  on  tire 
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db 


(.-*> 

*-m. 


db 


(*>»> 

*+i 


(i- 


oCVi'+'iC’ 


• » ' 

— ’Xttib 


<0 

*4-* 


Jet 


du 


Comme  l’exposant  s n’entre  pas  dans  cette  équa- 
tion , on  aura  de  même 

v 


db0~°  db(i+0  ( i — l)  bV~l)  +(i-f  I)  &<i+,)  — 2i<t  bi0 

du  Tu  ~ ( 5 


L’usage  de  cette  formule  n’est  sujet  à aucun  incon- 
vénient, et  en  la  différentiant  on  trouvera  succes- 
sivement 


*b{i- 

9 s 


du * 

du * a 

d'b(i~l) 

9 

d*b*+°  , 

du* 

«/et3  a 

«*«,<—> 

d*b(i+t) 

9 I 

du * 

du*  a 

d*b{i~') 

9 

d*b'l+,)  , 

du* 

% 

etc. 

du*  u 

clct  det  * 

d*^-*  d*b(i+,)  db(0~] 

i 

d’b0'"0  j3b(i+,) 

D-sr-H*+4)-ir-«  ^J- 

d*bV~l)  d4b(i+l)  rf3/,<0*“] 


La  loi  de  ces  formules  est  évidente , et  l’on  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu’on  le  voudra  ; elles  donne- 
ront très  simplement  les  valeurs  des  différences,  suc- 

cessives  d’un  coefficient  quelconque  b^ , lorsque  les 

différences  des  deux  premiers  coefficiens  b^  et 
seront  connues. 

Or,  en  faisant  successivement  i = o et  iss  i dans 
l’équation  (9),  on  trouve 
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db1?  ■ ' 


det 


I — A* 


db^  isa.tff*  4-  [ (xs  — 1 ) <t*  — I ] b^ 


(*») 


dx 


«O  — **) 


d’où  Ton  tire 


db 


<*> 


db 


<«> 


' ' .<«) 


de t 


dl '> 


(»> 


dl 


da 

(o) 


2 S*b(<>)  — i(,> 


t/<*  <2*  * 

En  diflérentiant  cette  expression , on  trouve 


d'é* 

9 

d-A(,) 

9 

db() 

9 

dA * 

dA * 

dA  ’ 

W> 

/ dbC<>) 

9 

9 

( 

dA • 

“T  A , — 35 

</aa 

\ dA 

-I  *«■>)+ 2.  jW. 

A » « / «•  / 


En  combinant  ensemble  ces  quatre  équations , on 
formera  les  deux  suivantes  : 


..  , ,(o)  7 ,,(o) 

; d%  [(454-O0»-,}  dba  4,.  ,o) 

(Ia%  <*(l — a»)  dA  I — à*  • 1 

,(>) 


__  C(4* 


Ja’ 


*( 


i, 


3) 


Ces  formules  serviront  à déterminer  directement 


d'h 


(o) 


la  différence  du  second  ordre  ^-par  le  moyen  de  la 


> 7.(0) 


quantité  bs  et  de  sa  différence  première,  et  l’on  aura 


M 


0) 


de  même  le  coefficient  ~rr  $ quand  les  deux  quan- 


db(s'}  ( 

tités  —t—  et  b seront  connues, 

dit  s 
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En  différentiant  de  nouveau  ces  équations,  on  for- 
mera les  différences  successives  de  b^  et  de  ; 
on  obtient  de  cette  manière 


«l*èw 

a 

_(4*+4)*’— 1 

* , 

(4**4-8*4-a) 

a 

4 - 4**  f» 

h** 

«(.-«*)  • 

dm* 

.-«• 

dot 

«(!—«’)  * ’ 

d>b(0) 

a 

J4*  +;)«’—  3 

d>b{0> 

(4j,+iCj+io) 

+bM 

a 

l|(°) 

8*»+ 8*+ a 

dxl 

«(«—«*) 

d*> 

I «t» 

lü~ 

«(i — «*)  * * 

,/**<•> 

ê 

(4*-Mo>>— 4 

d*bM 

• t 

4s,-f*45*+-*4 

d*A<0) 

a 

, ia»*4-a4»+ia  “ * 

«/«»  ' 

• »(!-**) 

<U • 4 

i-«- 

,u> 

*(i  — «*)  ' </«•  * ( 

etc.  ; 

\ 

_(4*+5}**— 3 

d'b(0 

‘ 

4**4-ia*4-  a 

db <■> 

a 

8j*  — a f(l) 

iU'  ' 

«(«—«’) 

d&* 

1— at* 

dx 

4«(i— <*•)  * ’ 

a 

(4j4-8)«»—  4 

dtf* 

4s*-+'2o$-f-iï 

d .*<■> 

a 

ia*»4-«ai  I 

dm 4 

«(!—**) 

dix1  ^ 

i—  •* 

dct% 

«(t— <t»)  - ci«  ’ 1 

a 

(4*4-1 1)**— 5 

rf4A<,) 
î L 

4**+i8j-f-*s 

d'b(,) 

a 

ifî.s>4-3-j4+4a  J 

</**  ' 

“(i—  «*) 

d<t* 

i—  «t* 

d*i 

^ *(i — *•)  ' da. * * I 

etc. 


(«4) 


Ces  séries  peuvent  être  prolongées  aussi  loin  que 
l’on  voudra,  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 
rences de  b'^  et  de  b['J  d’un  ordre  quelconque  , au 

moyen  des  trois  différences  qui  les  précèdent  im- 
médiatement. 

On  pourrait  d’ailleurs  se  borner  à calculer  ces  der- 
nières formules,  et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 

différences  successives  de  b "'  de  celles  de  b['\  par  le 
moyen  des  formules  suivantes  : 


u 
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db(*  db(,) 


(■) 


d‘bl°>  d'h0' 

T3-=*-arH-» 


</A 


0>) 


du 


d’b 


<»> 


<’>  **<'> 
-ZT + («  + ')  1S7* 


d»A 


dib 


<■>> 


«W1 


(■> 


etc. , 


équations  dont  la  loi  est  évidente. 

On  peut  encore  par  la  combinaison  des  formules 
précédentes  en  trouver  une  infinité  d’autres  propres 
à calculer  les  quantités  b,w,  £,w,  etc. , et  leurs  diffé- 
rences successives  ; c’est  au  calculateur  à choisir  dans 
chaque  cas  celles  dont  l’usage  lui  paraîtra  le  plus 
avantageux. 

Enfin , si  l’on  était  obligé  de  calculer  à la  fois  et 
avec  un  même  degré  de  précision  les  coefficiens  des 
deux  séries  S-'  et  on  pourrait  déterminer 

d’une  manière  très  simple  les  différences  successives 

des  quantités  b^\  bf\  etc. , que  l’on  aurait  soin  , 
dans  ce  cas,  de  calculer  les  premières.  En  effet,  la 
formule  (9)  donne,  en  différentiant , 


d<b 


<•■> 


da.* 


(<? 

\ da 


db 


«+0 


db 


» 


da. 


da 


- <)■ 


(.5) 


Mais  si  dans  la  formule  (8)  on  change  f eni+i, 


t 
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et  qu’ensuite  à la  place  de  i on  substitue  successive- 
ment i et  — i,  en  observant  que  , 

on  aura  les  deux  suivantes  : 


_ g+\  = a ( * + s 4»  0 ^<0  *"4-  1-4-  (/  — u — i)  ,(«+i) 

da  i — *+*  • a (i  — <»*)  *4*«  * 

j»0)  • 

«+■  _ »(*  — « — »)  é<0  . »(»— J-M)  4(.+.) 

i — <t*  '+*  1 — et*  *+i 

Si  l’on  retranche  la  seconde  de  la  première,  après 
l’avoir  multipliée  para,  on  trouvera,  toute  réduc- 
tion faite , cette  formule  très  simple 


. — - a 


M<ï 

*4-» 

du 


: (i  -+.  is  -+■ 


«+«  1 


on  aurait  semblablement 


r° 

«4-» 

da 


db 


(0 


da 


:(«- 


» » n\  | * 1 fl 

A,+1 


«-> 


Celte  formule  dérive  d’ailleurs  de  la  précédente,  en 
y changeant  i en  — i.  La  différence  de  ces  deux  équa- 
tions donne  la  formule  (io);  en  les  ajoutant  on 
trouve 


dbu7* 


<ib 


-ï*-  + -fti—  + — t0-0  - *±!***>. 

La  formule  (i5)  devient  ainsi 
i%h  o 

■2^.  = »(«  + .)  *£,  + i [(.'  -.)  - («  +.)4f++,,)]-  (««O 


En  suivant  le  même  procédé,  on  déterminera  par 
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des  formules  très  simples  les  différences  successives 

1 i(0  1 ' « f ,(£-H)  | (i)  j(i—  1) 

de  bs  , au  moyen  des  quantités  b)  + l,  b]+I , bs+l 
supposées  connues. 

Dans  le  cas  où  Ton  suppose  s s=  £ , les  équations  (9) 
et  (i  6)  deviennent 


Les  formules  précédentes,  ainsi  que  les  formu- 
les (11),  sont  sujettes  à quelques,  inconvéniens  lors- 
que et  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d’exception  du  n°  18 , et  au  lieu 
d’employer  ces  formules,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  par  le 
moyen  des  séries.  En  effet,  si  pour  plus  de  simpli- 

s. s -4-  1 
n — vi.  — — — 
i.i-h  » 

5 + 2 . s -f-  £ +-  2 

— rrn — 


met*  -f-  -f-  -f-  7**+^  H-  etc.  $ 


cité  on  fait 


m = 2' 

p = mn , 
etc. , 


S.  S -h  l.î+î...î  + i — T 


1 .2.3. . .t 
3.1+3 


la  formule  (m)  donnera 


çt  en  différentiant  on  aura 
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= im«'~‘  ■+•  (f  4-  a)  n<t'+*  4-  (i  4-  4 )p»,+J  + (£-4-  6)  + eic. , 

d*i(0 

i (i  — 1 )m«<-*4-  (i  -h)  (i  4-  a)  «*'  4*  (i  4-  3)  (i  4-  4)  P«i+* 

4-  (i  4*  5)  (i  + 6)  <7«<-M  -j-  etc. , 

d>tW 

-jfcjT—  1 (‘—O  (*  — i)m4<-,4*»  (i  4-i  ) (t'4-»)««  ■ 4-{t4-a)  (i-f-3)  (‘+4)p*‘~' 

4-  (*' 4- 4)  (‘4-5)  (i  4-6)  <7*f+*  4-  etc., 
etc. 


On  pourra  donc  déterminer  les  différences  succes- 
sives de  b,'°  par  ces  séries , qui  seront  très  conver-  _ 
gentes  si  a est  une  petite  quantité , et  dont  le  calcul 
sera  facile  à cause  de  la  répétition  des  mêmes  coeffi- 
ciens  ni,  n,  p,  etc. 

21 . Dans  lesapplications  des  formules  précédentes  à 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  s = nous  allons  rassembler,  pour 
la  facilité  des  calculs  numériques,  les  formules  rela- 
tives à ce  cas. 


Les  deux  quantités  b\^,  étant  connues, 
b\^ , b\^ , etc.,  par  la  formule 

» a 


on  aura 


.(*+«) 
à i 


ai  (i  « 


(O  (»- 

*)  b y — (at  — l)*  bi 


(ai -h  0* 


applicable  toutes  les  fois  que  a ne  sera  pas  une  très 
petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (ni),  en  y fai- 
sant s -J- , donnera 


,(■>  1.3.5...3/ — 1 

ii  = a. 7-7 — 

3 3.4.0. ..al 


ai  -4-1  ...  1 3 ai  4-i  ai 4-3 

* — . . — -•  . . — , 

ai  4- a a 4 3*4-a  ai  4-  4 


(t*+4 


1 3 5 ai-t-i  ai'4-3  ai  4-5 
a'  4 § ' 31  4~a  ai  4- 4 31  4-6 


?.«<+«  4-cic.^. 


DigitizefJ  by  Google 


,8  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Connaissant  b™ , b\'\  b?,  etc.,  on' déterminera 

s ft  i 

à?5 , bi\  bf  , etc.,  par  la  formule 

» » a 

,<0  ai  4-1  f,  , ,<*>  „ 

fri  =. -r-.  (i+a*)^  — 3«*± 

ï (ir-a*)1  L a a J 

ou  bien  par  les  deux  formules  suivantes , plus  com- 
modes pour  les  calculs  numériques , 

bl+H  “t1  > 

,(0  ,<i+0  ai+i  //0  (i+0  \ 

‘|-èf  +Aï  )• 

Les  différences  successives  de  £>.  , , etc. , s’ob- 

a a 

tiendront  parles  formules  (io)  et(  1 1),  dèsqu  on  connaî- 
tra les  différences  successives  de  , et  l’on  aura 

a â 

celles-ci  par  les  formules  suivantes  : 


(•7) 


du 


I — a* 


J6 


O 


foi  “V-  (o) 

d*bi  (3«* — i) — ~r— 

5 «et  a 


</«* 


rfa3  * (l  — «•) 


l (I  — «’) 


<t’Ai 


C°> 


(0 


,(•) 


(•)  , ,(0>  „(») 
d*bt  d*b±  db  i 


dlbY  3 (3,*  — I)  4-  iga  -f-  8 

(/«* 


4(3«*-.)-^-4-3,.^f-+a7-^ 

«ic.  ; 


« (I  — a») 

(.)  (O)  (.) 

d*b\  d*h\  d*b± 


\ 
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En  différentiant  les  équations  (17),  on  aura  pour 

déterminer  les  différences  successives  de  b\  \ b\ 5 , etc. , 

' ' • » % 

O O) 

au  moyen  de  celles  de  b L9  bL  9 etc. , supposées  con- 
nues, les  formules  suivantes  : 


8o 


THÉORIE  ANALYTIQUE 


etc. 


On  peut  aussi  calculer  directement  les  différences 

C°)  CO 

successives  de  b 1 , b1  , etc. , au  moyen  des  formu- 

les(i2),  (i3)et(i4)>  dans  lesquelles  on  fera  £=£. 

Enfin,  si  l’on  suppose  s = J dans  les  formules  (5) 
et  (6) , on  aura 


(*>  (♦+*} 
rn  ' (!  *4*  3)  b±  — îa  (a*  — ï)  b± 

7 '*/ ■*  *2 

a ~~  3(l — <xa)* 


ou  bien 


,(0 


4°  + b\ 

a a 


<<+,)  ^ * * 3)  — 0»  — 0 b± 
c — * -- 

3 (i  — «0* 


<»+«> 


(I)  (1+.,  (a‘  + 3)  *3  -(«-■)*! 

4-4  ’-T— -r; — . 

a a 3 C*  ~r  «) 

On  déterminera  . au  moyen  de  ces  formules  les 
quantités  b$\  6^,  etc. , lorsque  les  quantités  b\\ 
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, etc.,  seront  connues;  et  en  différeritiant  ces 

a . 

mêmes  équations , on  aura  les  différences  succeàives 
des  premières  quantités  en  fonction  des  différences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  différences  au  moyen  des  formules  (n), 
dans  lesquelles  on  fera  s=:%. 

Ces  formules  sont  celles  dont  l’emploi  ma  paru 
le  plus  simple  dans  les  applications  numériques  ; elles 
ramèneront , comme  on  voit,  les  déterminations  des 

, A(°>  7 ^ Z00  / jl<°) 

quantités  p,  bL  , etc.  b±  , b?  , bÈ  , etc.,  b 5.  , bb 

\ a a . ^ a â ’ â ‘ ,.  û 

b , etc. , et  de  leurs  différences  successives  à celles 

a • 

des  quantités  bL  et  b±  -,  il  ne  reste  donc  plus  que 

ces  deux  quantités  à déterminer.  Nous^avons  montré 
dans  le  n°  5o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y parve- 
nir par  le  moyen  des  séries;  ce  moyen  est  celui  qui 
se  présente  d’abord  ; cependant  il  est  plus  expéditif' et 
plus  commode,  dans  les  applications,  d’employer  pour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l’application  qu’on  en  doit  faire  h la  déter- 
mination des  deux  quantité?  dont  il  s’agit,  nous  don- 
nerons ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions , dont  l’usage  est  devenu  presque  élémen- 
taire par  les  rapides  progrès  qu’a  faits  dans  ces  derniers 
temps  l’analyse  dans  cette  branche  du  calcul  intégral. 

22 . On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
de  fonctions  différentielles  dont  les  intégrales  peu- 
vent s’exprimer  par  des  arcs  d’ellipse  ou  d’hyperbole. 
Ces  transcendantes  sont*  généralement  comprises 
Tome  lll.  6 


ra- 
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rVdx. 

dans  la  formule  / , où  P est  une  fonction 

tionnelle  de  x , et  R un  polynôme  en  x du  qua- 
trième degré. 

Tdute  fonction  de  cette  espèce  peut  se  ramener 
par  des  transformations  très  simples  à la  forme 

/ \/ 1— ëflsin^  7 0 **  Q est  une  f°nc^on  de  oegre  pair 

de  sin  <p, , et  c une  quantité  plus  petite  que  l’unité. 
11  suffira,  pour  Cela,  dans  la  plupart  des  cas,  de  faire 


x 


= Vl 


Bsin*$ 


„ , n et  de  déterminer  convenable- 
C -+•  D sma<p' 

ment  les  coefficiens  constans  A , B , C et  D. 

Maintenant,  quelque  soit  Q, pourvu  que  ee  soit  une 
fonction  rationnelle  de  sin*<p,  ou  démontre  fort  ai- 
sément que  l’intégrale  J" '^==r^  peut  se  réduire 

i°.  à une  partie  algébrique,  a°  à une  suite  de  trans- 
cendantes comprises  sous  la  forme  générale  , 


f\ 


dç 


'A  B sîri  ç 
C + D sin’  <p  y'l — ca  sin“  <p  ’ 


où  A',  B',  C'  et  D'  sont  des  coefficiens  constans, 
réels  ou  imaginaires  (*). 

Or,  la  formule  précédente,  comme  il  est  aisé  de 
s’en  convaincre  , peut  s’écrire  ainsi  : 


H C b K Tel»  1-'  1— c*sin»e+L  f- 

J l/i  — c*èin*ê  J -J 


<b 


<b 


i4-a  »in>  ‘ l/,_c.,in,,‘ 


(*)  Traité  des  Fondions  elliptiques , n*  8. 
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De  là  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois 
espèces  distinctes , auxquelles  on  peut  ramener  toutes 
les  autres  transcendantes  du  même  genre.  Ces  trois 
classes  se  nomment  fonctions  elliptiques  de  première  , 
seconde  Jet  'troisième  espèce , et  Ton  désigné  d ordi- 
naire ces  fonctions  par  les  symboles' respectifs 
F (c,  <p),  E (c,  <p)  y n (c,  a y <p),-en  faisant  ' 

l » A • • 


silla  Q 


F («,»)  = fr^A=, 

, J y i —y  c si 

t(*?,<p)  = .f  d<p  [/  i — cÂ  siii^  y 

n(c,a,<p)=  f ; df 

J (\  -4-  a sm 


(i  + a sina<p)  {/  i — casin'-V 


ces  intégrales  étant  supposées  s’évanouir  quand  <p=o, 
et  leur  étendue  dépendant  de,  la  valeur  quon  assigne 
à cet  angle. 

La  variable  (p  se  nomme  Y amplitude  de  la  fonction, 
la  constante  c , toujours  moindre  que  l’unité,  s’ap- 
pelle le  module  ; enfin  la  constante  n,  qui  n’entre 
quô  dans  la  fonction  de  troisième  espèce,  et  qui 
peut  être  positive  ou  négative,  réelle  ou  imaginaire, 
se  nomme  le  paramètre . 

• La  fonction  de  seconde  espèce  E(c,<p)  représente, 
comme  on  sait,  un  arc  d’ellipse,  et  l’on  a donne 
généralement  lev  nom  dé  jonctions  elliptique es  aux 


ï — casin4^* 


transcendantes  comprises  dansla  formule  f ^7 

parce  quelles  arcs  d’ellipse  s’y  trouvent  compris  , bien 
que  cette  intégrale  puisse  représenter  encore  d’autres 
courbes , et  doive  avoir  une  signification  beaucoup 
plus  étendue. 
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Lorsque  les  intégrales  re présentées  par  F(c,  , 
E (c,(p)  et  n(cya,  <p)>  sont  prises  depuis  <p  = o jusqu’à 
<p=  ~tt,  7r  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre , on  dit  que  ces  fonctions  sont  complètes, 
et  pour  les  distinguer  on  omet  l’amplitude  <p  <lans 
ledK. notation  , ^en  sorte  que,  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes  , on  a ^ 


<*<P  - , ■ 

V i — c*»inap  9 

i » / 

E(c)  = f'  dp  \A  — c*sin#<p, 

J o 

d<p 

(i-f-  asin'ty) }/  i — c’sin^ 


Enfin , pour  abrégery  on  fait  souvent  y/ 1 — c%=b , 
ce  qui  donne  b%  + c%  = i , et  b se  nomme  le  com- 
plément du  module  c. 

Cela  posé , considérons  d’abord  la  fonction  ellip- 
tique de  première  espèce , qui  est  plus  simple  que 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de  ses  pro- 
priétés, c’est  qu’étant  données  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module,  et  qui  ne  diffèrent 
que  par  leurs  amplitudes,  on  peut  toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à leur 
somme  ou  à leur  différence.  Il  suit  de  là  qu’on  peut 
tou  jours  déterminer  algébriquement  une  fonction 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d’une  fonction 
donnée,,  et  plus  généralement  encore  une  fonction 
qui  soit  à la  première  dans  un  rapport  quelconque  ; 
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propriété  que  les  fonctions  elliptiques  ,de  première 
espèce  partagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
Circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  dé  seconde  et  de  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues,  mais  moins 
simples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  soit  égale  à la  somme  ou  à la  différence  de  deux 
fonctions  de  même  espèce , plus  à une  quantité  algé- 
brique , et  enfin  une  fonction  de  troisième  espèce 
égale  a la  somme  ou  à la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce,  plus  à une  quantité  ex- 
primée par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes. 

4 

Comme  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  sur  l’ellipse  et  l’hyperbole , on  voit  qu;il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes,  non  pas  comme  dans  le  cercle,  un  arc 
égal  à la  somme  ou  a la  différence  de  deux  arcs 
donnés,  mais  égal  à cette  somme,  plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d’autant  plus  remarquable  qu’elle  a été 
découverte  par  Fagnani > avant  qn’on  se  fût  encore 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  qu’elle  a.  pour  ainsi  .dire  ouvert  aux  géo^* 
mètres  cette  carrière  nouvelle*  . ■.  . ^ 

t « 

Euler,  qui  .généralisa*  ce  résultat  et  en  donna  la 
démonstration  analytique  , ‘fut  conduit  ainsi  à com- 
parer entre  eux  non  seulement  des  arcs  mesurés  sur  1 a 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole v mais  encore 
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toutes  les  transcendantes  renfermées  dans  la  formule 


fvré  =^î.  maïs  dans  ce  rapprochement, 


supposa  toujours  que  les  fonctions  d’une  même  espèce 
avaient  le  même  module,  et  qu’elles  ne  différaient 
que  par  leur  amplitude,  ou,  ce  qui  rpvientau  même, 
que  les  arcs  que  ces  fonctions  représentent  apparte- 
naient à la  même  courbe.  Aussi  cette  • comparaison , 
qui  lui  fit  découvrir  sur  la  multiplication  et  la  divi- 
sion de  ces  fonctions  les  beaux  théorèmes,  que  nous 
avons  énoncés  plus  haut  , ne  lui  apprit  rien  relati- 
vement .à  leur  intégration, 

* # 4 

Lagrange  eut  l’heureuse  idée  de  comparer  entre 
elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même-espèce;  il  supposa  que  dans  ces 
deux  fonctions  l’amplitude  et  le  module  varient  à la 
fois,  et  il  fut  ainsi  conduit.à  une  méthode  générale, 
pour  trouver  par. des  approximations  successives  les 

intégrales  de  la  formey"^=.  . • 

En  effet-,  Lagrange  rein  arqua  d’abord  que  l’inté- 
grale d’une  fonction  elliptique  de  première  espèce 


f- — — ^ s’obtiendrait  sans  difficulté  par  lés  sé- 

J Ÿ * — c*sin4ç>  ' - ■ • . ■ . f ••  • ... 

ries  , si  c était  supposé  une"  quantité  très  petite  ou 

une  quantité  à très  peu  près  égale  à l’unité.  Ainsi 

donc  , si  l’on  pouvait  ramener  la  fonction  F(c,  <p)  à 

une  autre  fonction  F(c',  <p'),  dans  laquelle  le  module  c' 

serait. moindre  ou  plus  grand  que  c , et  déterminer 

algébriquement  le  rapport  de  cC.s  deux  fonctions,  eu 
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opérant  de  la  même  manière  sur  celle-ci , on  obtien- 
drait la  valeur  deêla  fonction  donnée  , exprimée  par 
une  suite  de  fonctions  de  même  espèce,  dont  la 
dernière  serait  intégrable  d’elle-même,  et  l’on  aurait 
ainsi  un  moyen  très  •simple  de  trouvé*  les  intégralès 
approchées  fle  toute  espèce  de  fonctions  elliptiques. 

Soient  donc  F(c,  <p)  une  fonction  donnée,  et  F(c',  <p') 
une  fonction  de  même  espèce  dont  le  module  c'  et 
l’amplitude  <p'  sont  arbitraires , si  l’on  pose  lequa- 
tion  . t 

F(c,  <p)  — A&F(c',  <p') , («), 

ou'  bien 


dp 


• c sin2p 


dtp' 

— c'“sin*^' 


P 


(C) 


il  s’agira  de  déterminer  algébriquement  pu , c'  et  <p' 
en  fonction  du  module  c et  de  l’amplitude  <p,  de 
manière  à satisfaire  à l’équation  précédente. 

Or,  si  l’on  suppose 


fi  sin  ç> ' cos  1 p' 
|/~i — c,a  sin"0'  ’ 


>.\/c 


1 +e* 


ou  , ce  qui  revient  au  même , 

sinfap'  — <p}  = csimp , c'  =t (>),•  ' 

• *■  • ^ . \ “t"  C 

• 

d’où  l’on  tire  cos(2<p' — c p}=  \/i — e’sin’p.  Il  est 
facile  de  s’assurer  que  ces  valeurs  substituées  dans 
l’équation  (Ç)  donneront  v • • 


1 


(*)  Voir  les  notes  à la  fin  du  volume. 
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* •'  - , . X 

équation  qui,  comparée  à l’équation  (a),  donne 

/*  <£=  2 - - = Il  suit  de  là  que  les  deux 

« + « Y'c  ' , 

fonctions  F(c,<p)  et  F(c',<p'j  sont  entré  elles  dans  un  rap- 
port constànt,  quelles  que  soient  les  amplitudes  <p  et  <p', 
pourvu  que  ces  angles,  ainsi  que  les  constantes  c et  c', 
soient  liés  par  les  équations  (y)  ou  par  les  équations 
suivantes  qui  en  dérivent  : 

tang (<p  — <?')=£'  tang  <p',  b’—  («T), 

en  supposant,  comme  nous  l’avons  dit,  b=  \/r  — c*. 

Les  premières  formules  serviront  à déterminer  <p' 
et  c'  én  fonction  de  <p  et  c;  les  secondes  peuvent 
servir  réciproquement  à déterminer  c et  <D  en  fonction 
de  cf  et  <p'  supposés  connus. 

L’équation  F(c,  ip)=  — — F (c',  <p')  ayant  lieu  quel 

que  soit  <p , si  l’on  suppose  <pd=^-,  ce  qui  donne 
<p/  = i7r,  en  observant  que  d’après  les  lois  de  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a F(c',-Tr)=  2F(c,fît.)  (*),  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  F(c)  et  ¥(ç')  la  relation  très 
simple  , T . . 

. . . F(cO=(i.  + c)F (c). 

Passons  aux  fonctions  elliptiques  de  seconde  es- 


(*)  Théorie  tles  Fonctions  elliptiques,  u*  ai. 
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pèce.  Les  valeurs  de  <p'  et  c1'  tirées  des  équations  ( y ) 
donnent  l’équation  différentielle 


dtp'  V/ 1 ; — e^sin'p'  = 

En  faisant,  pour  abréger,  A 
équation  peut  s’écrire  ainsi  : 


dtp  (c  cos  p -1*  A)* 
a 2(1  + c) 

0 

* , ’ , •.  * * - » 

= \A  — ■ c*  sin*p , cette 


- • - • » , . ■ ■ . 

(1  -f-  c)d<f>\  V7 1 — e'*sinV  = —-(A* — ï&*+ccos<pA), 

* “A 

dl  y • r • * 

ou  en  intégrant  on  tire 


(i+c)E(c',  <p')=E(c,  <p)  — ïA‘F(c,  <p)-f-csm<p.  (/x) 

Cette  équation  fait  voir  que  la  /onction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  <p)  peut  s’exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  secondé  espèce  E(c,  <p),  E(c',  <pr),  ou  en  d’auT 
très  termes,  que  tout  arc  d’hyperbole  peut  s’évaluer 
par  deux  arcs  mesurés  sur  l’ellipse;  ce  qui  est  l’énoncé 
du  théorème  de  Landen. 

Si  l’on  suppose  <pr  — ~ rt  et  <p  = yr,  on  aura 
E (c',  <p')  = E(c')  et  E(c,  <p)=E(c,  7r)z=  aE(c).  O11  aura 
donc*  simplement  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes, r j r 

(1  + c^c')  = 2%)  — b'F(c). 


Les  formulas  (a')  et  (ef)  serviront  à exprimer  les 
fonctions  F(c,  <p)  et  E(c,  <p)  dont  le  module  est  c , au 
moyen  des  fonctions  semblables  F(c',<p')  et  E(e',  <p’) , 
dont  le  module  est  c\  et  réciproquement;  car  il  est 
évident  qu’on  pourra  déduire  de  ces  mêmes  équa- 
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lions  les  valeurs  de  F (c',*  ? ) et  cleE(c',  <p')  et>  fonction 
de  F (g,  <p)  et  de  E(c,  <p)~  Dans  le  premier  cas  , l’am- 
plitude et  le  module  de  la  fonction  dérivée  se  déter- 
mineront par  les  équations  (cP),  et  dans  le  second  , 
on  les  déterminera  au  moyen  des  équations  (5^). 

Si,  comme  nous  le  supposons,  c est  une  très  per 

tite  quantité,  on  aura  à très  peu  près  c/=2\Zc, 
le  module  g'  de  la  fonction  dérivée  sera  donc  alors 

• * 1 

f ■ * 

toujours  beaucoup  plus  grand  que  le  module  c de 
la  fonction  proposée;  si  au  contraire  g'  est  le  module 
de  la  fonction  primitive , on  aura , dané  ce  cas , à 
très  peu  près,  g = -jg'*,  et  l’on  passera  du  module 
très  petit  cf  au  modulé  beaucoup  plus  petit  g.  On 
aura  donc  ainsi  le  moyen  dé  transformer  toute,  fonc- 
tion  donnée  de  première  ou  de  seconde  espèce  en 
une  autre  fonction  de  même  espèce,  dans  laquelle 
le  module  sera  plus  grand  ou  plus  petit  a volonté, 
que  le  module  de  la  'fonction  proposée.  On  pourra 
ensuite  faire  subir  a la  fonction  dérivée,  des  transfor- 
mations  analogues , et  ainsi  de  suite  à l’infini. 

Cela  posé,  concevons  que  étant  donnée  une  fonc- 
tion elliptique  de  première  espèce  F(c,  <p)  dont  il  faut 
déterminer  la  valeur  approchée,  on  forme  une  suite 
de  modules  c\  g",  cm , etc. , liés  entre  eux  par  les 
équations  ' . 1 ^ . * . * ! / 


j c \ c'  c 


U' 


G = — — , G 
'1  -h  c’ 


; 1 


y 9 


I rf  C 


77  ? etc.  ->  • ^ 


v • — * % 


\ ( 

qu’on  prolongera  jusqu  a ce  qu’on  arrive  a,  une  va- 
leur. de  g peu  différente  de  l’uaité  ; qu’on  détermine 


t 
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les  amplitudes  correspondantes  <p",  <p",Ç>  ",  etc.,  par 
les  équations  \ t 


sin(2<p'  — <p  ) = c sin<p  , 
sin(^"  — <p')  35=  «'singf', 
. . sin(2<p*  * — <p")  = c"  sin^'', 


« 


etc. 


il  en  résultera  une  suite  de  fonctions  de  première 
espèce  ( Fc,  <p\  F(e',  <p'),  F(r",  <p"),  etc.,  qni  seront  liées 
entre  elles  par  les  équations 

ty  » _ 1 \ 1 “t**7 

<P  ) — 


. 2 


F (<?,>% 


8111 

fouis.»  1;  fi*»- '>«1 


Pi  t ».  r „ I\  »-+*•  I ~ c'  . 


P(c*,  ?') = F {c*.  *»)=  F(«,  ?), 


2 

O 


etc. 

Or , les  • modules  c c",  etc. , comme  nous  l’a- 
vons  vu  , forment  une  suite  qui  croit  d une  manière 
rapide;  cette  suite  a pour  limite  l’unité,  qu’elle  atteint 
au  bout  d’un  petit  nombre  de  termes;  mais  lorsque  c 
est  peu  différent  de  l’unité , on  a , à très  peu  près, 


F(c>  î)=/ TT = /^=1°8  ,aD«  «fc+K 

i . '*  /x  1 \ •!  *t  t > 

' . , • • **ô  x*  •"  » s 

En  nommant  donc  l’amplitude  correspondante  au 
modulé  très  peu  différent  dé  l’ünité  auquel  on  sé 
sera  arrêté  dans  la  suite  ascendante  c , c'f  ç" , etc., 
et  en  faisant  pour  abréger 
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H = 


i 4-  e 1 -+•  c 


i -f-  c 


7r  f etC.*, 


on  aura 


F(c,<P)  = Hlogtang(45'H-i®),  (e) 

v - * ' # 

Si  p et  qii’ on  nomme  0'  ce  que  devient  alors 

l’angle  <£>,  on  aura  pÆur  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète- . ...  , 

F(c)=H  logtang(45- +**')• 


Voilà  donc  la  valeur  de  l’intégrale  donnée  ex- 
primée én  fonction  d’une  quantité  logarithmique 
facile  à calculer,  multipliée  par  un  coefficient  cons- 
tant, et  la  question  proposée  est  par  conséquent, 
complètement  résolue;  mais  on  voit,  d’après  ce  qui 
précède,  qu’on  peut  encore  exprimer  d’une  autre 
manière  la  valeur  de  cette  iqème  intégrale. 

En  effet , la  suite  croissante  des  modules  c , c', 
c",  etc. , qui  a pour  limite  l’unité,  peut  être  pro- 
longée indéfiniment  dans  le  sens  opposé;  elle  sera 
alors  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons par  c,  ct,  clt,  cltJ,  etc. , les  difFérens  termes 
de  cette  suite  que  nous  supposerons  liés  entre  eux 
par  les  équations 


2 c 2 \/  C 

~ —S  c...  = -V— * , etc, 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  parles  équations 


i—  b 

c‘  ~~  x+b-*-  c“ 


i -b  i -ib 

1 / f*  - n 

. +v  r+T. 


etp. 
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Nommons  0;,  <pu  , Qa,  etc. , les  amplitudes  corres- 
pondantes aux  modules  clt  cu , clip  etc. , et  détermi- 
nons leurs  valeurs  par  les  équations 

tang (0V  — <p)  = b taog  0 , 1 

. teng  (<P/,  — <P,  ) = b'  ^ng  0, , > (») 

tang  (<?///  — J = tang  0^,  | 
etc.  ; 

; i « 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  F (c,  0), 
F(C/  , <p ) , F(c;j , 0/(),  etc.,  qui  seront  entre  elles 
dans  des  rapports  constans , en  sorte  qu’on  aura 


. • • 

t,)=rï7,  ■ rh,F(c ■ »>• 


etc. 


. Les  modules  c/f  ct,  cut\  etc.,  décroissént  très  ra- 
pidement , et  s’approchent  promptement  de  leur 
limite  zéro.  Or,  dans  le  cas  où  c est  supposé  très 

petit , on  a à fort  peu  près, J' ^=^===/f/0  = 0 ; . 

en  nommant  donc  <t>  l’amplitude  correspondante  au 
module  auquel  on  s’arrête,  et  en  faisant 


H'  = 


1 + c.  - 1 +Cm 


etc. , 


V 


I 
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<jn  aura  . ••  . 

; F(c,  <p)  ==  H'G.  ^ 1 (0) 

• :r  ■■  ' ■ '• 

Lorsqu’on  suppose  <p  — ± tt  les  équations  (»)  don- 
nent <ç==.7r,  <pt=zTt , <p-=4'7r....<p,:==3\57r,  etc.  ; 
4>  désignant  donc  la  limite  de  ces  angles,  si  l’on 
fait  , 

K as  (t  H-  ct)  (i  + C„)  (t  +cj  , etc.,  (*) 
on  aura  pour  le  cas  des  fonctions  complètes  * 

’ * » • * 4 

■ ■ w ■ 

Ainsi  donc  il  y aura  toujours  deux  manières  d’ex- 
primer une  fonction  elliptique  de  première  espèce, 
dont  le  module  et  l’amplitude  sont  donnés,  par  des 
arcs  de  cercle  , àu  moyen  de  la  formule  (0)  , ou  par 
logarithmes  au  moyen  de  la  formule  (s).  On  choi- 
sira la  première  ou  la  secdnde  de  ces  formules,  selon 
que  le  carré  du  module  ca  de  la  fonction  primitive 
s’approchera  davantage  de  l’une  des  deux  limites  zéro 
ou  l’unité  , afin  de  diminuer,  autant  que  possible  le 
nombre  des  transformées;  et  de  cette  manière  on 
n’aura  jamais  à calculer  qu’un,  petit  nombre  de  mo- 
dules et  d’amplitudes  correspondantes , pour  arriver 
à une  valeur  suffisamment  exacte  de  l’intégrale 
pherchée.  . , . 

Là  même 'méthode  d’approximation  s’appjiqye  aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce , mais  les  formules 
deviennent  plus  compliquées  à cause  de  la  quantité 
algébrique  qu’elles  renferment;  cependant,  comme 


■* 
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cette  partie  disparaît  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes,<et  que  dans  les  applications  que  nous  ^ ferons 
de  cetté  théorie  nous  n’aurons  que  dé  pareilles  fonc- 
tions à considérer,  nous  traiterons  ici  ce  cas  parti* 
culier,  et  les  formules  que  nous  obtiendrons  seront 

encore  assez  simples.  . . 

* » r • / * , * * 

La  formule  (jU)  donne  la  suivante 


E(c,®j  = 7^,  E(^,)  - ^F(c^()+ . (o) 

• , ' r 

t 

• . * . f y 1 • 

Les  valeurs  des  fonctions  E[c/f  <p;),  E(^,  (pj*  etc., 
seront  données  par  des  équations  semblables  ; on 
pourrait  donc  en- déduire  la  valeur  de>  l’intégrale 
E(c,<p),  en  fonction  descelles  de  ces  quantités  qu’on 
voudra  choisir , mais  la  réduction  de  la  forOiulè  à 
laquelle  on  parviendrait  de  cette  manière  serait  pé^ 
nible;  il  vaut  mieux,  pour  l’éviter,  mettre  sous  une 
autre  forme  la  formule  précédente.  Soit  générale- 
ment G(c,(p)=*=E(c,(p)— *F(c,<p),  on  trouvera,  en  vertu 
de  l’équation  (à)  # 

G( c,<p)  = — - [G(c„<p,)  — c,F(c,,<p,)  + c,sin<p;]  ; 

) • . ' " ■ *•  1 

et  par  des  transformations  semblables  > on  trouvera 


c/6\rup/ 


G(c;,  <p,)  = -—[GCc,,?,)  — c(lF(c(„(p/i).+  c;jSin  '<pj , 

• ' - , • " . 

G(c„<p^  s=  7^r-[G — ^F(c.,<p,)+c^in<pJ  , 

L 

. » * • ^ * 

etc. 

Au  moyen  de  ces  équations  on  déterminera  par 
des  substitutions  successives  la  valeur  de  G (c,<p)  en 
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fonction* des  quantités  G^,^)  ,• G(cn,Qn)  des  fonc- 
tions F(tf;,$y),  F(g/i9<Pu)  9 et  de  quantités  algébriques. 

Supposons  qu’on  ait  calculé  la  sûite  des  quantités 
G (c,<p),  G (cy,  $,),  etc.,  jusqu’au  terme  G(c*,  <p4)  corres- 
pondant au  module  ct  que  nous  regarderons  comme  as- 
sez petit  pour  être  négligé,  on  aura  \/ 1 — •c*sm*<Pj==ii , 
et  par  suite  E (C|,<ft)  = F (ch<pt)  = f dtp1  = $.  En  nom- 
mant comme  précédemment  O la  limite  des  angles  <p, 
<Pi,>  etc.  , on  aura  donc  alors  G(c/,<pi)=  o.  Si  Ton 

suppose  <p  = ~7T  y on  aura  <1>  = y et  les  angles 

<py,  tpllf  etc.,  seront  tous  des  multiples  de  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  fera  disparaître  la  partie  algébrique 
des  équations  précédentes.  On  aura  donc,  en  substi- 
tuant pour  F (Gjt,<pJ  etc.,  leurs  valeurs  en 

F(c,<p),  - 


h-o*  "*'(* +c  j,+ tlc,3 

En  mettant  pour  G(c)  sa  valeur  E(c) — F(c) , et  en 
observant  qu’on  a • 


C*  = Q 

c — (,  +cy  c‘ 


4 

' (>  + cj 


y etc., 


on  en  conclura 

» ✓ * » / 

E(c)  ==  F(c)[i  — + ^ c,+  J c,c„  +etc.)J 

Ou  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

L==,—^c*( 1 +îc/+ic/c«+etc>) > (?) 


s 
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et  en  observant  quon  a F(c)  = K ^ , on  aura  , pour 
le  cas  des  fonctions  complètes , 


' E(c)  = KL|.  .(«,)  ' 

S 

v . , , 

Cette  formule  peut  s’appliquer  non -seulement  à 

' , * s 

des  valeurs  de  c plus  petites  que 


1 • 

- , mais  meme  a 


• t 


des  valeurs  peu  differentes  de  l’unité  ; elle  suffit  donc 
pour  tous  les  cas  que  l’on  peut  avoir  à calculer.  Cepen- 
dant , si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voir  ce 
que  deviennent , par  rapport  aux  fonctions  de  seconde 

espèce , les  formules  relatives  à 1 echelle  ascendante 
* ^ ^ • » • 

des  modules,  reprenons  l’équation  ( w,)  ; en  substi- 

tuant  pour  F(c,<p)  sa  valeur  — — — elle  donne 

j ».  » 

la  suivante  : < 


E ( 1 + c)E(c’,<p')  + (1  — c)  F(c',<p')  — csin  ip, 

et  semblablement 


E (c',v')  = ( 1 -+-c'jE(c",<p")  +(  1—  c')F(c",(p")— c'sin<p', 
E(c",<p")=(  1 -+-e")E(f"',<p"')-f-(  1 -c")F(c'",<?'")  -c"sin<p", 

, ' ’ â I “l  % * 

etc. 

* \ * \ 

4 

Soient  E(c*, <?>*),  F^p1),  les  valeurs  de E(c,<p),  F(c,<p) 
correspondantes  au  module  c^que  nous  supposerons 
assez  voisin  de  l’unité  pour  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série , on  aura 


V i — ^‘‘sin^p*  = cos  <p‘  j 
Tome  III.  7 


1 
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par  conséquent  . , . 

« 

E(e‘,<p‘)  = /cos<pW  = sin  <p‘ , 

F (c%  <P0  = = loS  ta“g  (45°  + Ï^O- 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  il  faut  supposer 
<p  c - 7T  , et  calculer  les  angles  <p',  <p",  etc.,  par  les 

équations  (r)  ; mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
disparaître  les  quantités  algébriques  des  formules  pré- 
cédentes, On  ne  peut  supposer  non  plus  <p‘=- 
parce  qu’alors  la  valeur  de  F(  c‘,  <p‘)  deviendrait  in- 
finie ; mais  si  l’on  fait  <p<-  = ce  qui  n’est  sujet 
à aucun  inconvénient , on  trouvera , en  remontant , 

or  ’•  ..  j -*■ 


. __  2i—  ï.  En  substituant  donc  pour  F(c',  <p') , 

Ffc"  ®"),  etc.,  leurs  valeurs , et  réduisant  les  expres- 
sions résultantes  , en  observant  qu’on  a généralement 

•’  . • ' Aa 


— c*  = b‘,  (i  + Ç*)‘  — ÿ » 


on  trouvera 


X V (b‘  _i  _j_  b b b ' -4-  etc  4 

E(<-,  «) =K  U + T + "8  + V 


Ç*:  ‘ 


<+•  sm  <p  K'  * 1 4-  c1"1* 


. ; 


Mais  l’équation  tang  (*'-  - <P‘)  = dans 

l'hypothèse  de  «f-  = ; » , donne  tanS  **  = 
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d’où  l’on  tire  sin  <p*  == -7===-  1 - h1  inv 

>.i  .7  ■ \/i  4-  b1  7.  ° 9 aUX 

quantités  près  de  l’ordre  (£')•  que  l’on  peut  négliger, 

puisque  l’on  suppose  à très  peu  près  cl  = 1*  On  aura 


ainsi 

1 

ni 


t 4 • 

4 * 

V-  . 

V . 2*  . , 

éf 

T; 

(2  b*  ' 

2'C1"”1  ' 

< K-  • 

i-K*-1 

— K'  1 

\ 2 — * u 

v 

ï + Cl~\ 

%'v 

(2- 

I - — C*“ 1 

2 Ci~l  \ 

2<_' 

~ K' 

1 « . • \ ' 

\r 

I -f-  cf“‘ 

I 

II 

Ou  a d ailleurs 

......  • 

• E(c,  <p  ) = E (c,  2*—  = 2i_,E(c). 

Eu  faisant  donc. 

K- +r+ir+T£+«*). 

/ 1 

on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  complète  : 
E(CJ  = ^r-  •< °g  tang  (45°  + <p* ) 4- 


Cette  formule  s’applique  au  cas  où  le  module  est 
peu  différent  de  l’unité  ; elle  suppose  seulement  que 
l’on  à poussé  la  série  des  modules  assez  loin  pour 
que  (b1)*  soit  une  quantité  négligeable,  ce  qui  permet 
de  faire  c'  = 1 . 

La  suite  des  quantités  croissantes  c , c' , c ",  etc.  , 
dont  la  limite  est  l’unité  et  la  suite  des  quantités  dé- 
croissantes c/f  cu,  cw,  etc.,  dont  la  limite  est  zéro  , 
n’en  forment  qu’une  seule  liée  par  la  même  loi  et 
qu’on  peut  écrire  ainsi  . 

f , 

limite  o c c , c , c,  c',c",c'" limite  i. 

• - • » J 

Cette  suite,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 


7 


• • 
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dans  les  deux  sens , est  Ce  qu’on  appelle  une  échelle 
des  modules,  et  l’on  voit  que  les  fonctions  F(c,  <p)  , 
E (c,  peuvent  être  transformées  en  une  infinité 

d’autres  fonctions  de  même  espèce , qui  auront  pouf 
modules  les  différens  termes  de  cette  échelle. 

La  précédente  échelle  a d’abord  été  découverte  par 
Lagrange  ; la  loi  de  sa  formation  est  très  simple  ; 
mais  cette  loi  peut  varier,  et  par  conséquent  il  peut 
exister  différentes  échelles  de  modules  pour  la  même 
fonction  elliptique.  Long-temps  après  Lagrange,  Le- 
gendre en  découvrit  une  seconde  dont  la  loi  est  plus 
compliquée,  mais  qui  jouit  de  propriétés  analogues. 
Enfin , dans  ces  derniers  temps,  on  a démontré  qù*on 
pouvait  former  une  infinité  d’échelles  de  modules , à 
chacune  desquelles  correspondra  par  conséquent  une 
infinité  de  transformations  diverses  de  la  même  fonc- 
tion elliptique  en  d’autres  fonctions  de  même  espèce, 
dont  les  modules  seront  tous  déterminables  par  des 
opérations  algébriques.  La  démonstration  de  cette 
belle  propriété  des  fonctions  elliptiques  fait  l’objet 
du  célèbre  théorème  dû  à M.  Jacobi , dont  les  tra- 
vaux, ainsi  que  ceux  de  son  émule  l’ingénieux  Abel, 
trop  tôt  ravi  aux  sciences  * ont  donné  tout  à coup  un 
nouvel  essor  à cette  branche  d’analyse  au  moment  où 
on  la  croyait  épuisée.  Cependant,  tout  en  rendant  jus- 
tice aux  savantes  recherches  de  ceux  qui , après  La- 
grange , se  sont  occupés  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  nous  devons  dire  que  sous  le  rapport  du 
calcul  pratique  de  ces  fonctions,  qui  est  le  véritable 
but  que  l’on  doit  se  proposer,  leurs  travaux  n’ont 
rien  ajouté  aux  résultats  obtenus  par  ce  grai 


<fv. 


% 
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mètre.  En  effet,  cette  multitude  d’échelles  de  modules 
dont  ils  ont  démontré  l’existence , en  permettant  de 
varier  à l’infini  les  transformations  des  mêmes  fonc- 
tions , a conduit  à la  découverte  d’un  grand  norftbre 
de  propriétés  neuves  et  intéressantes  dont  s^est  enri- 
chie l’analyse  ; mais  relativement  à l’intégration  de  ces 
fonctions , elle  n’a  fait  que  reproduire  sous  des  formes 
diverses  la  même  méthode  d’approximation  , sans 
conduire  à aucune  intégrale  nouvelle;  et  comme  de 
toutes  les  échelles  celle  de  Lagrange  est  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à former,  c’est  en  définitive  à 
celle-ci  qu’il  faudra  recourir  toutes  les  fois  qu’on 
voudra  calculer  numériquement  les  fonctions  ellipti- 
ques qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de 
questions  de  Géométrie,  de  Mécanique  ou  d’Astro- 
nomie.  Legendre  est  donc,  après  Lagrange,  celui  qui 
a rendu  le  plus  important  service  à cette  partie  du  cal- 
cul intégral;  il  a fait  pour  les  fonctions  elliptiques  ce 
que  les  successeurs  de  Neper  avaient  fait  pour  les 
fonctions  logarithmiques  et  trigonométriques  ; il  a 
construit  des  tables  au  moyen  desquelles  on  peut, 
dans  chaque  cas,  trouver  la  valeur  numérique  de 
toute  fonction  donnée  avec  toute  la  précision  dési- 
rable , sans  être  obligé  pour  cette  recherche  à des 
calculs  laborieux.  Le  secours  de  ces  tables  rend  l’em- 
ploi des  fonctions  elliptiques  d’une  application  aussi 
facile  que  celui  des  fonctions  logarithmiques  et  cir- 
culaires. Ce  travail , moins  brillant  sans  doute  que 
tant  d’autres  du  même  auteur,  est  celui  qui  doit  peut- 
être  lui  mériter  le  plus  la  reconnaissance  des  géo- 
mètres, par  les  soins  qu’il  a exigés  et  par  son  utilité. 
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Nojii  aurons  plusieurs  fois, v dans  la  suite  de  cet 
ouvrage , l’occasion  den  faire  usage*  . y 

2 5. .^Rè prenons 'les  valeurs  des  deux  quantités  b± 

et  b{!]  qui  nous  reslent  à déterminer.  D’après  la 

u „ 

formule  ( i ) on  aura 


^(o)  i r™  ’ ' d<p 

I ? ""  9rJ  o y/  i — 2à< 


2stC0Sp  -f*  *a  r 


j,’  d<p  COS  <p  J 

£ rr“  srj  o \/T  — 2«ecos<p  4-&a 


II  y a plusieurs  moyens  de  ramener  ces  deux  in- 
tégrales à la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 
sin  (<p  -f-  0)  = & sin  0 , d ou  l on  tire 

' t - 


cos  (<p  + 0) l = V 1 — sii*  9-. 


Faisons  pour  abréger  A = V"  i — a*sin*î,  ces.  deüx 
équations  donnent  en  diflférentiant  . , , 


d<p 


S{*  cos  9 — a) 


En  vertu  des  mêmes  équations  on  a d ailleurs 

cos  ® m:&sina  0 *4*  cos  0 A.  j • - 

• < T < * 

et  par  suite 


t * 


vr— âôTcos  (p  + “*  = v'a*c0s*®  — S!t  cos  0 A + A* 

= a cos  0 — A. 

On  aura  donc  ’ 

d<p  dl 


ÿ i : — 2#  cos  ç>  *A 


' A 


d<p  cos  <p  4-  cos6a)- 

V/ 1 — 2*«osp  4-  A , 
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Si  l’on  intègre  ces  deux  formules  en  observant  que 
a*sin*0=  i — A*,,  et  que  l’intégrale  f r/Ocosô  devant 
être  étendue  depuis  0 = o jusqu’à  6 =27 r,  ce  terme 

est  nul  entre  ces  limites , les  expressions  de  b^  et 

de  b j deviendront 
» 

,(o) 1 r™  àj 

j xJ  o V1 — a,sin,(  ’ 

f"  d»  v,  - asa-  r -r»^Wy 

1 <tx  \J  o J o Y J— a'sin’S/ 

Désignons  par  F(a)  et  E(a)  les  fonctions  complètes 
de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  au  mo- 
dule a,  c’est-à-dire  celles  qui  se  rapportent  £ des 

intégrales  prises  entre  les  limites  0 ==  o et  0 = - , 

on  aura  /*.,  ■■  — ^ - — 4 F(«), 

J o y i — srn’  t 

f**  e?0  \/i  — a'sin'ô  = 4E(a). 

» J O * 

Les  intégrales  indiquées  devant  s’étendre  depuis 
0 = o jusqu’à  0 = 2 7T.  On  aura  donc  ainsi 

41;1  = i F («) , *f.°  = [F  (CL)  - E (*)].  ( 1 8) 

— X ï 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (5) 
du  n*  19,  après  avoir  fait  s = 1 = 0,  on  aura  pour 

déterminer  les  coefficiens  b[  ' et  b\ J , 


,c»)  ,(.■) 

1*0  3 — O , 


,(<>)  4r»E(«H'-“‘)F(«)l  a(,)_  »_  ï 

J’  I < + **  9; 
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et  eu  faisant  ensuite  s = - dans  ces  mêmes  formules, 

2 . . , ; ... 

on  en  déduira 

> ' • ’ 


. 3(i  “h  a4)^lî ;*f*  2*^3/ 

- I ï_. 

3(l  — aa)a  * 


3(1  - ^r*1' 


.(20) 


Ces  valeurs  ainsi  déterminées,  on  peut  déduire 
facilement  tous  les  autres  coefficiens  des  fonctions 

V-i,  V*  et  V». 

* I 

. Il  ne  s*agira  plus  que  de  déterminer  les  quantités 
F(a)  et  E(a).  Pour  cela,  si  Ton  veut  les  calculer 
directement,  il  faudra  , conformément  à ce  qui 
précède,  former  la  suite  des  modules  décrôissans  <t/f 
et*,  etfll9  etc. , jusqu  a ce  quon  soit  parvenu  à une 
valeur  peu  différente  de  zéro;  on  en  déduira  les  va- 
leurs de  K et  L par  les  formules  (jc)  et  (£)  ti°  22,  et 
en  substituant  cés  deux  quantités  dans  les  formules 
(a),  on  aura  les  valeurs  de  F (a)  et  E (a).  Mais  il 
sera  plus  simple  de  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  moyen  des  tables  de  Legendre. 

Enfin,  si  Ton  voulait  faire  dépendre  comme  dans  le 
n°  5i  du  livre  II,  la  détermination  des  quantités 

b \ , b[^  , etc.  , de  celle  des  deux  quantités 

a a "î 

et  ^ont  les  développemens  en  série  sont  plus 

convergens,  on  aurait: 


(o)  I f'iir  . /•  — — ■■ — 1 ■ 

b x — - f d(D  V 1 — COS<P  + CL * 

"a  TT  J o 

b \ = - d(p  cos<p  V x 1 — 2acos^-f-at* 

“ a . * J O ' ■ I 
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Expressions  qui,  par  des  transformations  1res  simples, 
se  ramèneront  à la  forme  des  fonctions  elliptiques. 

Les  formules  précédentes  sont  , à ce  qu’il  me 
semble , les  plus  commodes  que  l’on  puisse  employer 
pour  le  calcul  numérique  des  premiers  coefîiciens 

b\  , . bt  , etc.,  et  cette  manière  de  les  déterminer 

ï â ' i ^ * ’ 

me  paraît  à la  fois  plus  simple  et  plus  exacte  que 
celle  des  séries.  Elle  réussit  surtout  lorsque  cl  est 
une  très  petite  quantité , en  sorte  que  la  quantité  i — et 
ne  diffère  que  très  peu  de  l’unité , et  l’on  n’a  besoin 
dans  ce  cas  de  calculer  qu*un  petit  nombre  de  termes 
de  la  série  ay,  aJt,  <x/jr  etc.  , pour  arriver  à des  ré- 
sultats aussi  exacts  qu’on  peut  le  désirer.  Lorsque  la 
différence  i — et  est  au  contraire  très  petite,  on  est 
obligé  de  pousser  plus  loin  la  série  des  modules;  mais 
le  nombre  qu’il  en  faut  calculer  n’est  jamais  bien  con- 
sidérable ; et  d’ailleurs  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques offre  alors  des  moyens  de  profiter  de  cette  cir-  1 
constance  même,  pour  simplifier  les  calculs  et  rendre 
les  approximations  plus  rapides.  On  peut  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à la  suite  ascendante 
des  modules  et  l’on  doit  remarquer  en  outre  qu’alors  et 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l’unité  , ce  cas  est 
celui  où  l’on  ne  peut  employer  la  méthode  des  séries 
à cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Eu  fin  , comme  nous  , l’avons  dit,  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques, on  pourra  déterminer  par  leur  moyen  , pres- 
que immédiatement  et  sans  aucun  calcul,  les  valeurs 
des  quantités  F(a)  et  E(a),  quel  que  soit  le  module  a. 
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et  les  valeurs  des  coefficiens  bf* , b\'\  bf\  Si  ' , s’en 

* * •,  < 

déduiront  par  les  formules  'v  1 8)  et  (19). 

Pour  appliquer  ce  procédé  à un  exemple  particu- 
lier, supposons  qu’il  s’agisse  de  développer  les  trois 

— 1 _ A 

fonctiôns(i — 2acos<p-j-«*)“»  , (i — aacosa-f-<p*)~  * et 

• . . _ 6 

( i — 2 a.  cos  <p  + a*)  ~ * , relatives  à l’action  réciproque 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aura  dans  ce  cas 

a.  = o , 5453io24  , 

et  par  les  tables  des  fonctions  elliptiques  on  trouve 

relativement  à cette  valeur  du  module 

> 

F(a)=  1,71235057 ; F(a)=  1, 4465423i. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (18), 
donnent 

b^  = 2. 1802334 6, 

a 

b ^ = o.62o633oo, 
d’ou  l’on  conclut 

- •èi°)=  4. 55828700, 

bf  = 3.i8538554, 

" a 

et  par  suite 
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bf\  = 1 3 . 7985poo  , ■ 

fi 

. . bKP  = 12.4x80486..  .. 

« % 

% 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  pourra  déterminer , 
par  les  formules  du  n°  2 1 , le  coefficient  de  l’un  quel- 
conque des  termes  du  développement  en  séries  des 

trois  fonctions  ( 1 — 2«cos<p+a*)  *,(ï — 2acos<p-f-a*)  a 

JJ  • t‘  •' 

et  (i — • 2acosp-f-aa)~  2 , quel  que  soit  l’ordre  de  ce 

terme.  . . , 

* « • 

24.  Connaissant  par  ce  qui  précède  les  valeurs  des 
quantités  b^,  b[^ , etc.  , bf  \ ! b^ , bf^  , etc., 

a 'a  a a ^ . à fi 

^5  5 b®,  etc.,  et  de  leurs  coefficiens  différentiels 

fi  3 a 

successifs,  il  sera  facile  den  conclure  les  valeurs  des 
quantités  A(o) , Aco,  Ac0,  etc. , BCo),  B0),  B°°,  etc.  , 
CCo),  C(,),  CCa),  etc.,  et  de  leurs  différences  successives 
tant  par  rapport  à a que  par  rapport  à a'.  En  effet , 
nous  avons  supposé 

i * * 

(a*  — iaa'  cos$  -f-  a'a)”"*  — ■ a C~--9  ss  - A(°>-4-A0)co5a-f-A(*)co8  aa-f^tc., 

a'3  a 

et  en  faisant  a = 

a 

> ' , _ 1 1 (°)  ■/<»)  (»)  ' • v * 

(1  — a*  cos  0 -f-  a,3)  ft  = - bi  cos  p+b±  cos  a^-l- etc. 

2 * a t a 

• » . . 

On  aura  donc  généralement  f en  Comparant  ces* 

deux  séries  , 

. ‘ • .x  . ...... 

AC  0 = 4.6,,  (21) 

. v â 

et  dans  le  cas  de  i — 1 , 


* 
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En  différent iant  ces  valeurs  et  en  observant  qu’on  a 

da.  i 

-j — = -t,  on  aura  , 
da  a 


i 

da  d* 

et  pour  le  cas  de  i = i 


db 


XO 


dm 


<*AO_  l ^ 

* V </«  1 J* 


En  différentiant  de  nouveau , on  trouvera  dans  le 
cas  même  où  i—  i 


æp£'i 

œb® 

1 !- 

" da% 

— et  * ^ • def 

cPKV) 

' ■ d'Û'} 

i - 

da 3 

“ d*  * da? 

etc. 

• j « 

D’où  l’on  conclura  généralement 

• ’ ' . ‘ * 1 «W 

i ^ 

_ _ * 

W j _ - t m Ct  . • 

aû®  <2 

Le  cas  où  l’on  a à la  fois  m—  i ef>*  = i étant  seul 
excepté. 

* * De  même  nous  avons  supposé 

3 

(«*  — *aar  cos  a>-4-  «'•)“*  â__L —l  BC°)  4-  BCO  cos  a -f-BC»)  cosae»  4*  etc.- 

a 3 a 

-5  i 

(a*  — a«ra'  cos$  -f*  a'*)  a = - CC°)  4-  C(0  cos  ^ 4-  C(’)  cos  a?  4-  etc.,. 

t 

etc.; 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  109 

* 

3 ' , ' (o)  ( r ) (*)  * ' 

[\  — a*  COS  A -f*  et*)  4 ==  - &3  4*  ^3  cos  4 4“  ^3  CoS  4"  e*c<  » 

' 3 a a • r ' 

S j (o)  (1)  (?) 

*(r  — oacos  4 4-  A1)-*  = - &5  4*  *5  COS  -f-  fcs  cos  34  4*  etc.  - 

V L ' 3 ï a s 

On  aura  donc  en  général  . , 


et 


a'8*  J 


a'5'  v 5 


et  dans  le  cas  dé  i = o , 


En  différentiant  successivement  ces  valeurs,  on  en 
conclura  généralement 


a 


m 


a 


m 


é^ÈCO 

Ja01  . 

* » 

d"CtO 

dam 


mlM) 


dmb 


J " 


an 

a? 


da  “ ’ 


(0 


1 


m 


da' 


m 


L’emploi  des  quantités  b^\  b[  etc. , b^  ' , etc. , 

* r 7 o o 


:(°)  l(0 


J(o)  etc.,  a l’avantage  d’introduire  de  l’uniformité 

& f 5.  > v ^ 1 

'a  a 

dans  les  formules,  et  de  simplifier  les  calculs,  parce 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à et  servent 
k la  fois  à la  détermination  des  inégalités  des  deux 
planètes  troublées  par  leüF  action  réciproque.  Il  con- 
viendra donc  d’introduire  ces  quantités  et  leurs  diffé- 
rences dans  le  développement  de.  la  fonction  R,  à 
la  place  des  quantités  A^,  A^,  etc. , \ B^,  etc. , 

çp)  C(l>,  etc. , et  de  leurs  différences  relatives,  soit  à 
a7  soit  à a'.  Cette-  opération  sera  facile,  au  moyen 
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des  formules  précédentes , lorsque  les  différences  re- 
latives à a.  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives à a par  les  formules  du  n*  52  du  livre  II  , qu’on 
peut  prolonger  aussi  loin  qu’on  voudra,  c’est  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  n°  6 et  éuivans.  On  peut 
d’ailleurs,  popr  éviter  toute  opération  inutile,  exprimer 
de  suite  les  différences  relatives*  à a1  en  fonction  des 

quantités  b^\  b)  \ etc. , b\\.  b^\  etCi,  b^\  etc. , 

ïï  a ï si  a a 

et  de  leurs  différences  ; on  les  obtiendra  très  ai- 
sément par  la  différentiation  successive  de  l’équa- 
tion .(21),  • . - . . • . -v:  ,v- 

25.  La  méthode  par  laquelle  nous  avons  ramené  à 
la  forme  d’intégrales  définies  les  expressions  des  di- 
vers coefficiens  du  développement  de  la  fonction 
( a%  — 2aa'  cos  <p  + a'*)~s  s’appliquerait  de  même  au 
développément  de  toute  fonction  donnée,  en  série  de 
fonctions  périodiques  de  la  variable,  du  moment 
qu’on  est  d’avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  semblable  sérié.'  ' ’ • • • 

Si  les  intégrales  indiquées  peuvent  s’obtenir,  elles 
donneront,  sous  forme  finie,  l’expression  des  coeffi- 

1 *,  * « 

ciens  du  développement  de  là  fonction  proposée.  Si 
intégration  est  impossible  par  lès  méthodes  directes, 
CÔmme  l’expression  dé  chaque  coefficient  est  donnée 
sous  la  forme  de  quadratures,  on  pourra  toujours*  eqi 
détehniner  la  valèur  par  les  méthodes  d’approxima- 
tion connues,  avec  tel  degré  (Fèxàctitude  qu’on  vou- 
dra. Dans  tous  les  cas,  dette  éxpréMsion  indiquera  les 
relations  qui  lient  ce  côefficient  à ceux  qüi  Je  précè- 
dent, et  ramènera  , par  Conséquent  > leur  déterminai 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  1 1 1 

tion  générale  à celle  d’un  petit  nombre  d’entre 
eux.  9 

Cette  manière  de  former  le  développement  d’une 
fonction  peut  être  principalement  utile  quand  char 
cnn  de  ses  coeificiens  est  lui-même  exprimé  par  une 
série  infinie  ; en  sorte  qu’on  ne,  saurait  avoir  sa  va- 
leur exacte  par  aucune  autre'  méthode.  C’est  ainsi , 
par  exemple,  que  dans  les  'formule#  du  mouvement 
elliptique  chacun  des  coeificiens  des  séries  qui,  expri- 
ment le  rayoti  vecteur  et  la  longitude  vraie  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne,  forme  une  suite  or- 
donnée par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l’excentricité  de  l’orbite.  Lorsqu’on  vent  réduire  ces 
expressions  en  nombre,  il  est  donc  bon  d’avoir  le 
moyen  de  calculer  ces  coeificiens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairement  le  degré  de  petitesse  des  quantité^  né- 
gligées.  ■ 

Mais  c’est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  que  l’emploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d’une  grande  utilité,  car  les  coeificiens  des  diffé- 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice , en  sinus  et  cosinus  des  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  étant  également  des  séries  ordonnées 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons 
n*  4 > l’on  parvenait  à évaluer  ces  coefficîens 
par  le  moyen  des  quadratures  paraboliques,  non-seu- 
lement on  éviterait  les  pénibles  calculs  qu’exige  le  ’ 
développement  de  cette  fonction,  mais  encore  on  ar- 
riverait, dans  la  recherche  des  inégalités  planétaires, 
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à des  résultats  beaucoup' plus  certains  que  ceux  qu’on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaires,  parce  qji’on  n’est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstance  parti- 
culière ne  rendra  pas  sensibles  des  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons qu’on  a cru  pouvoir  négliger. 

On  a donc  dû  chercher  à étendre  la  méthode  pré- 
cédente au  cas  où  la  fonction  qu’il  s’agit  de  dévelop- 
per rfenferme  à la  fois  deux  variables,  et  où  la  série 
qui  l'exprime  doit  être  une  suite  de  shius  et  de  co- 
sinus des  rtmitiptes  de  ces  variables.  Supposons  > en 
général , la  fonction  R développée  en  une  suite  de 
termes  périodiques  de  la  forme 

K,/  cos  («p  — i'p')  -f-  K/,/  sin  (i<p  — i’tp') , 

dans  lesquels  <p  et  <p'  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice , i et  ï deux  nombres  entiers  qui  peu- 
vent avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives, 
y compris  zéro.  En  n’ayant  égard  qu’à  ces  ternies, 
on  aura  1 . 

A . *■ 

, R = K,/  cos  (itp  — i'<p' ) -f-  K',/  sin  (itp  — i'p'). 

Si  l’on  multiplie  successivement  par.  

cos  (i<p  -f-  i'<p')  dp  dp'  et  par  sir»  {ip  -|-  i'p ')  dtp  dp'  les 
deux  membres  du  cette  équation , et  qu’on  intègre 
entre  les  limites  o et  vrr , il  est  aisé  de  voir  que 
tous  les  termes  du  développement  de  R dépendant 
d’un  argument  différent  de  ip  — i'p'  disparaîtront 
deux-mêmes^  en  sorte  qu’on  aura  t 
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K./  = R cos  ( i<p  - ï<p')d<p  d<p>, 

Kd  = ~ rr  R sin  ( i<p  - ty)  dpdf; 

♦ • * - • 

les  inte'grales  devant  être  prises  depuis  <p=o  jusqu’à 
<p  = -Tir  > et  depuis  <p'=o  jusqu’à  p'  = 27r. 

Si  l’on  désigne,  comme  nous  le  faisons,  par  F 
le  premier  terme  du  développement  de  R,  ou  celui 
qui  répond  au  cas  où  l’on  fait  à la  fois  i = o et  of 
cette  formule  devient 

i . - . 

F=p/o/o  R^- 

Les  coefîiciens  du  développement  de  la  fonction  R 
se  trouveront  donc  ainsi  exprimés  au  moyen  d’inté- 
grales définies  doubles,  et  il  ne  restera  plus  qu’à 
chercher  les  méthodes  les  plus  simples,  pour  en  dé- 
terminer les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d’exacti- 
tude possible. 

Cette  manière  d’exprimer  les  coefficiens  du  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  n’est 
qu’une  extension  du  procédé  employé  parD’Alembert 
pour  calculer  les  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ce  qui  réduit  les  expressions  de  K* y et  K'| y à des 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à <p  et  <p'.  M.  Pois- 
son, en  l’indiquant  pour  la  première  fois,  conce- 
vait en  même  temps  l’espoir  que  par  quelque  artifice 
d’analyse  on  parviendrait  a réduire  ces  intégrales 
doubles  à la  forpe  d’intégrales  simples  ; mais  il  ne 
paraît  pas  qu-on  y ait  réussi  jusqu’ici } èt  le  seul 
Tome  III.  8 
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moyen  qui  se  présente  pour  les  calculer,  est  d’étendre 
à deux  variables  la  méthode  des  quadratures  parabo- 
liques. Cette  méthode  consiste,  comme  on  sait,  à re- 
garder l’intégrale  dont  on  veut  déterminer  la  valeur, 
comme  l’aire  d’une  portion  de  courbq  parabolique 
comprise  entre  des  limites  données,  et  à partager 
ensuite  cette  aire  en  un  assez  grand  nombre  de  par- 
ties pour  que  chacune  d’elles,  regardée  comme  un 
petit  trapèze  curviligne  sur  l’un  de  $es  côtés , puisse 
se  déterminer,  aussi  exactement  qu’on  le  voudra , par 
les  moyens  du  calcul  différentiel  : la  somme  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l’intégrale  cherchée. 

Supposons  donc  le  cas  où  la  fonction  qu’il  s agit 
d’intégrer  comprend  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Soit,  par  exemple,  fjrdxdz  une  inté- 
grale quelconque  dont  il  faut  trouver  la  valeur  ap- 
prochée entre  des  limites  assignées  à x et  à z,  en  sup- 
posant y une  fonction  connue  de  ces  deux  variables  ; 
en  sorte  qu’on  ait  y = fonct.  (.r,  z).  On  pourra  re- 
garder y comme  l’une  des  trois  coordonnées  d’une 
surface  parabolique  dont  les  deux  autres  coordon- 
nées sont  x et  z ; et  la  question  consistera , par 
conséquent,  à cuber  le  solide  compris  entre  cette 
surface,  le  plan  des  xz,  et  les  plans  menés  paral- 
lèlement à ceux  des  xy  et  des  yz,  aux  limites  des 
coordonnées  x et  z.  Nous  prendrons  pour  ces  li- 
mites x — O,  x — a et  z = o,  z=S,  et  nous 
supposerons  que  pour  les  deux  premières  valeurs  de 
x et  de  z on  ait  fydx  dz  — o ; ce  qui  est  permis, 
puisqu’on  peut  toujours  placer  l’origine  des  coordon- 
nées au  point  où  commence  le  solide  cherché,  et 
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faire,  par  conséquent,  que  x et  y s’évanouissent  en 
même  temps  que  l’intégrale  fydxdz . 

Nous  supposerons  en  outre , conformément  à ce  qui 
a été  ditn0  34,  livre  III,  que  dans  l’intervalle  compris 
entre  les  limites  x =o  et  x—a,  z=o  et  2 = b9  l’or- 
donnée^* reste  toujours  de  même  signe,  de  manière 
que  le  solide  qu’qn  ^eut  cuber  soit  compris  tout  en- 
tier du  même  côté  du  plan  des  xy  ; s’il  en  était  au- 
trement, il  faudrait  chercher  successivement  les  dif- 
férentes parties  du  solide,  situées  soit  àu-dessus,  soit 
au-dessous  du  plan  des  àcy,  et  retrancher  la  somme  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  un  sens  de  la  somme 
de  celles  qui  sont  comprises  .dans  l’autre. 

Enfin,  nous  supposerons  que  dans  l’intervalle  com- 
pris entre  les  limites  assignées  à l’intégrale,  la  cour- 
bure de  la  surface  n’éprouve  aucune  variation  de 
nature  à rendre  infini  l’un  des  coefficiens  différen- 
. -,  dod  dr  dy 
,u^s  Sp » Tz  ’ <&’  etc‘ 

Cela  posé,  divisons  en  n parties  égales  l’un  des 
côtés  de  la  base  du  solide  que  nous  voulons  évaluer; 
soit  a7 Tune  de  ces  parties,  en  sorte  qu’on  ait  b =/*#'. 
Si  l’on  mène  par  chacun  des  points  de  division  des 
plans  parallèles  à celui  des  xy,  on  pourra  regarder  le 
solide  cherché  comme  étant  la  somme  de  tous  les  pe- 
tits solides  curvilignes  dont  la  base  est  a>'a . Divisons 
de  même  le  côté  a en  m parties  égales,  soit  a=moù'y 
par  chacun  des  points  de  division  menons  des  plans 
parallèles  à celui  des yz  : il  ést  évident  qu’on  pourra 
considérer  le  solide  représenté  par  l’intégrale  fydxdz 
comme  étant  la  somme  de  tous  les  petits  parallélépi- 

8.. 
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pèdes  curvilignes  dont  la  base  commune  est  au',  et 
dont  les  hauteurs  sont  les  valeurs  que  prendra  z lors- 
qu’on y fera  simultanément  z=o  et.r=o,  x~u  , 
x = ico,  x = 5u,  etc.,  jusqu’à  x=(m — i )u;  puis 
z = a',  et  de  même  x = o,  x — u,  x—i a , etc. , 
jusqu’à  x = (m  — i)û>,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à 
z = (n  — i )u'  et  x = o ,x=^u,  etc. } c’est-à-dire 
que  comme  nous  avons  supposé^-  — F(x,  z),  si  l'on 
désigne  généralement  pâr  Yi  it,  ce  que  devient  y 
lorsqu’on  fait  simultanément  x=ziu , z — i'u',  les 
valeurs  successives  de  y seront 

Y».»  — F(o,  o),  YIl0=F(«,o),...  Ym_,i0=F[(rn — i)*r,  o], 
Y0l,  = F(o,«'),  Y,tl  = F(«,  Ym_, ( ,=F[(m  — i )• , *»'], 

Y0|»  =F(6,24)'),  Y,,,=F(»,2#'),...  T^^.sFKm — 

Y0,  =F[o,  (m —!)•'],  Y,,  =F(»,  n— 1)«'], 

Y,,*.,  =F[(a»,(n— 1)»/]. . .Ym_,,,_,=F(i»i — i)»']. 

I,a  valeur  approchée  du  premier  solide  sera  égale  à 
wu\.t  „ , celle  du  second  à au  Y,  0 , et  ainsi  de  suite  ; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  solides , ou 
pour  la  première  valeur  approchée  de  l’intégrale 
cherchée  : 

fyclxdz=au(y #i  0 o 0 +Y,,_1(  .) 

+a»^'(Y0) , -f-Y^  , -f-Y^  , -f-Y,,..^  ,) 

-\-uu(\,t , +Y,, , +Y,t +YM_t> ,) 

-f-aifiy’(Y0f «_1+YliJ,_,-f-Y1  a_,...-f-Y„_l  B_,). 

On  peut  encore , en  commençant  par  les  derniers 
solides  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  le  cube 
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représenté  par  fydxdz , regarder  ce  cube  comme  la 
somme  de  tous  les  petits  parallélépipèdes  curvilignes 
dont  la  base  commune  est  coco' , et  dont  la  hauteur  est 
la  valeur  que  prend  z lorsqu'on  y suppose  simultané- 
ment z — ti'jù  et  x = moù , x = (m — i)cd,  etc. , jus- 
qu a 3c-=i(jùy  et  ainsi  de  suite,  en  remontant  jusqu'à 
z — © ' et  x = tjiûo  , x = ( m — i ) dw.. . x = ct>.  On 
trouvera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l’intégrale 
cherchée;  la  première  représentait  la  somme  des  pe- 
tits parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu’on  veut  éva- 
luer, la  seconde  sera  celle  des  petits  parallélépipèdes 
qui  y sont  circonscrits.  En  prenant  donc  la  demi- 
somme  de  ces  deux  expressions,  et  en  observant  que 
l’on  a de  la  même  manière , en  ne  considérant  que 
les  deux  tranches  extrêmes  du  solide , 

»«'(Y0,04YI>0  4-  Ya,Q...4  Ym_,>0) 

= «û'/(îY0)0  + YI|o+  Yt>0...-f-'Ym_,l0  - h ïYm, 0)> 

*4',(Yi,»*fY,)n+  Yj.B.-.+  Ym,») 

— - ciU  (fYo,„+  4 Ya>n...-f-  Ym_1>  n-f-  âYm>a)  y 

* . - ' 

\ ' . * 

on  trouvera  pour  l’expression  de  fydxdz  plus  ap- 
prochée de  la  précédente 


Çydxdz~^.(^  o, Q+'ii , o+ « • • •+ Ym_ , j0+^ ;Ym  ,*,) , 

«+Y , f »+Yft> , . . .+ Ym_ 1(  Ym>  1) , 


4--^-1Q^°,.+Y,,.+Y, .. . .+Ym_,  „+ Y„ 
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J 


Cette  formule  représentera  d’autant  plus  exacte- 
ment la  yaleur  de  l’intégrale  J'ydxdz  , que  le  nombre 
des  parties  dans  lesquelles  on  aura  divisé  a et  b sera 
plus  considérable , puisqu’il  est  évident  qu’en  multL- 
pliant  le  nombre  des  parallélépipèdes  élémentaires 
leur  somme  approchera  davantage  du  solide  cherché. 
On  a donc  ainsi  un  moyen  de  calculer  l’intégrale 
fjrdxdz  avec  toute  la  précision  qu’on  pourra  désirer  ; 
on  pourrait  d’ailleurs  déterminer  analytiquement  la 
correction  qu’on  doit  appliquer  à la  formule  pré- 
cédente, pour  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  l’in- 
tégrale qu’elle  représente  ; mais  comme  cette  formule 
de  correction  serait  très  compliquée , et  qu’ôn  en  fe- 
rait bien  rarement  usage  dans  la  pratique , nous  ne 
nous  y arrêterons  pas  ici.  *. 

Appliquons  maintenant  les  considérations  précé- 
dentes au  calcul  des  formules* 


R cos  ( i<p  — ? <p')  d<pd(p'  y 

• t 

R sin  ( i<p  — i <p')  dqdtp' , 

* : * 


où  les  doubles  intégrales  doivent  être  prises  depuis  $ 
et  <pr  égaux  à zéro , jusqu’à  <p  et  <pr  égaux  à 27 r. 

Si  l’on  suppose  * ' , 


A 

B 

C 

D 


--  f **  R cos  i$ça$ir<p'd<pd<p' , 
v J o J o 

7T  J O J O 

l—  f**  f R sin  kp  cos  i'q'dtydq' , 
J O J O 

f f R cos  2<psîtK  i'ty'dqdty f , 

J Q J o 


2.7F 


2.7T 


\ 
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Les  intégrales  étant  prises  dans  les  mêmes  limites 
que  les  précédentes,  il  est  clair  qu’on  aura  K4 y=  A-f-B 
et  K \{  — C — D ; on  aura  par  conséquent  les  valeurs 
de  K, y et  de  K', /,  dès  qu’on  connaîtra  celles  de  A , B, 
C et  D.  Occupons-nous  donc  de  calculer  ces  quatre 
quantités. 

Commençons  par  la  première.  Si  l’on  veut  com- 
parer son  expression  à celle  de  1’intégrale  générale 
fydxdz,  il  faudra  supposer  <p  = x , <p'  = z et 

jr=F(x,  z ) = R cos  i<p cos  i'p' . Les  intégrales  rela- 
tives à <p  et  <p'  devant  être  prises  depuis  <p  =5  o jusqu’à 
tp  = 2T,  et  depuis  <p'  = o jusqu’à  <p'  ==  2 7T , si  l’on 
suppose  la  circonférence  entière  divisée  en  m parties 

égales,  qu’on  substitue  successivement  <p  = , 

<p  = 2 . — , <p  = 5 . —,  etc.,  à la  place  de  <p  dans 

R ; qu’on  suppose  ensuite  la  circonférence  divisée  en  n 

parties  égales,  qu’on  fasse  successivement  <p'  = 

<f>'=z 2.^,  <p'~^.  etci,dansR,  et  qu’on  désigne 

en  général  par  RM-  la  valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à la  supposition  que  l’on  a simultanément 

<p  = A . et  2=  À'  . ~ , d’après  les  notations 

précédemment  adoptées,  on  aura  généralement 

' ’ ' = Rx>  / cos  (i\ £)cos(;'A'£).  1 

La  formule  (A),  en  y supposant  c»  = — et 
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û>  = — > et  en  faisant  pour  abréger  et  — i ~ et 

a'  = i'  — , donnera  donc  ainsi  : * 

n 

• t * *■ 

A=  (X  - ° +R„oco‘  *+B„0cosa. . ^ cos  m«t) 

-f-  -L.  ,cosflt'.  ( -R  , eos  o-f-Rt  t cosa-f-R.,  cosâat. . .>4“-Rm  , cos  ma. ^ 
mn  \a  0,1  *»*  a«*  a mtl  J 

- 

H . co$a«£ . ( -Rft  , cos  o -f-R.  _ co$  ct-f-R.  ,cos  a*. . . -f-  - R„  „ cos  ma.  \ 

mn  \a  °*  1,3  *»*  a m> 3 / 

+ T^n  CO*ntC'  GR0,«  COS  ° +Ri,n  008  *+R3,„C08  “Rm,„  COS  »/*)  . 

Pour  faire  usage  de  cette  formule , on  commencera 
donc  par  calculer  les  quantités  RQ  Q,  Ri,o  , etc.,  en- 
suite on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

I | 

P'^-R  cos  o -f-R  cos  «t -f-R  cos  a*. . .-f-  - R cos  met. 

O a 0,0  1,0  3,0  a nh°  1 

' 

I I ’ * * 

P'  = - R cos  o -f-R  cos  <t -f*  R cos  a*.  ..-f-  w R cos  met. 

* a o,x  i,i  a,i  a f 

• • •••«••••a«s»SS«k*StS«S«'SotSS|«t««SS«SSS«SSS»SS«SSts«SS«*« 

, • * ■ * 

P = - R cos  o -f-  R cos  et  -f-  R cos  a*. . . -f-  - R cos  met  ; 

n a o,  n i,n  3,  n a /n,n  1 

i 

et  l’on  aura  enfin  cette  expression  très  simple , 

t ' * %»  ¥ 

(V  ' . • • V ’ *1* 

- P/  cos  o -f-  P'  cos  *'•+-  P'ios  a«t'.  P'  co*/ia\  (B) 

a0  * • a*  J K 


♦ 

En  changeant  dans  lçs  expressions  de  P'0,  P', , etc. , 
et  dans  celle  de  A les  cosinus  en  sinus,  on  aura  la 
valeur  de  l’intégrale  que  nous  ayons  * représentée 
par  B , et  l’on  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C et  D. 

Si  Von  nomme  F le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R , on  aura 

* = 
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Ce  terme  répond  à la  supposition  de  *= o et  i==  o , 
ce  qui  donne  a=o  et! —o.  On  aura  donc  pour  la 
valeur  de  cette  intégrale 


F = ^(;p- + *■ + p-  • • + p~  + ; *■ } « 

» • 

_ # • 

En  faisant,  pour  abréger,  * 


R O - R#,o  + R,,o  4-  Rft|o«  • ; + - Rm,o> 

^1  = 2 Ro.i  + Ri,»  + R»,1*  • • + - Rm,i  î 
R»  = - Ro,«  + Ri,a  4-  Ra,»-  • • 4“  - Rm,.' 


La  valeur  de  F ainsi  calculée  est  celle  qu’il  faudra 
substituer  dans  les  équations  différentielles  qui  dé- 
terminent la  partie  séculaire  de  la  variation  des  élé- 
mens  des  orbites  planétaires. 

On  voit  donc  qu’il  sera  toujours  facile  de  déter- 
miner par  une  suite  d’opérations  très  simples  les 
coefficiens  de  l’un  quelconque  des  termes  du  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice,  du  moment 
que  l’on  aura  calculé  la  suite  des  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  R0(0>  Ro.i  > etc. 

Il  nous  reste  à montrer  comment  se  calculeront 
ces  quantités. 

* I . * * * 0 4 • » ... 

Or,  R étant  la  fonction  qui  représente  l’action  ré- 
ciproque de  deux  planètes  m et  m! , on  a 


R = mY 


I 


r'3  / 


V {X  — *)a4-  if-  jY  4-  (*'—  2)a 
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Comme  la  partie  — — — — =—  est 

V (*'—  *)“+  (jr'—yY  -f  O'—  *)a 

commune  aux  deux  planètes , et  qu  elle  est  celle  qui 
entraîne  les  plus  longs  calculs , il  sera  bon  de  la  cal- 
culer séparément , et  de  diviser  ainsi  la  fonction  R en 
deux  parties.  En  n’ayant  égard  qu’à  la  première , et 
nommant  p la  distance  dés  deux  planètes,  on  aura 


et  par  le  n° 


y « 


\ 


pa  = r*  + r'*  — 2rr'  cos*  cos  (</ — v) 
— 2rr'  sin*  £ y cos  {y1  -f-  v)  ; 


r et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m et  de  m!  dans 
leurs  orbites  elliptiques,  v et  v*  les  longitudes  vraies 
comptées  de  la  commune  intersection  de  ces  or- 
bites. . , . 

* « • * 


Nous  avons  nommé  précédemment  p et  <p'  les  ano- 
malies moyennes  de  m et  de  m!$  et  nous  avons  choisi 
ces  deux  variables  pour  les  abscisses  du  solidè  parabo- 
lique dont  F (<p,  <p')  représentait  l’ordonnée.  Si  l’on 
suppose  donc  qu’on  remplace  dans  l’expression  pré- 
cédente r,  r\  *>,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  anomalies  moyennes  des  deux  planètes , on  aura 


F (p,  <p')  = , et  il  faudra  commencer  par  cal- 

culer  les  diverses  valeurs  de  p(<p,  <p')  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  successives  qu’on  peut  donner  à 
<P  et  à <p',  . 


Pour  cela,  on  calculera  d’abord  les  valeurs  du 
rayon  vecteur  r et  de  la  longitude  v de  la  planète  m 
correspondantes  aux  valeurs  successives  de  l’anomalie 
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moyenne  <p  = o , tp  = ~ , tp  — 2^ , etc.  ; on  cal- 

« * <.  » 

culera  de  même  les  valeurs  de  t*  et  de  </  cor- 

j * # • . * • » 

respondantes  aux  valeurs  de  l’anomalie  moyenne 

<p'  = o,  cp'=  — , <p'  = 2 — , etc. , et  l’on  formera 

**  * 

un  tableau  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensuite  en- 

« > 

tre  eux  les  résultats  de  ce  tableau , de  manière  à for- 
mer les  valeurs  de  chacune  des  quantités  représentées 

généralement  par  f>  (à  ^ , A'~^,  A et  A'  pouvant 


prendre  toutes  les  valeurs  positives,  comprises  pour 
la  première,  entre  o et  m,  et  pour  la  seconde,  entre 
o et  n . Ces  combinaisons  seront  au  nombre  de  mxn, 
ainsi  que  les  quantités  à former.  Ces  valeurs  Calculées, 


on  en  déduira  généralement  Rx,*' 


les  formules  (B)  et  (C)  donneront  ensuite  les  va- 
leurs des  intégrales  cherchées. 

Tout  ce  qui  précède  s’appliquerait  dé  même  évi- 
demment au  calcul  de  l’intégrale  fydto  d<p ',  résultant 
de  la  deuxième  partie  de  la  fonction  R : on  observera 
seulement  que  cette  partie  ne  produisant  aucun  terme 
constant  dans  le  développement  de  R,  la  valeur  de  F 
n’en  sera  pas  altérée. 

26.  Lorsqu’on  aura  effectué,  par  ce  qui  précède,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série  de 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  <p  et  de  <p',  rien 
ne  sera  plus  facile  que  d’en  déduire  le  développement 
de  R en  fonction  des  longitudes  moyennes  «<-+-#  et 
vit  -f-  é',  de  m et  .de  c’est*à-dire  sous  la  forme  où 
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cette  quantité  est  ordinairement  employée  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires.  Ep  effet <p 
et  tp'  étant  les  anomalies  moyennes  des  planètes  m 
et  m!,  on  aura 

tp  = nt  + € «. — a et  tp'  — n!t  -f-  e'  — g/. 

\ * 

En  substituant  ces  valeurs  dans  R f et  en  faisant 

R = rnT  sin  (fnt  — int  + îY  — iè) 

+ mT'  cos  (iïn’t  int  -f-  £V  — U) , 

on  aura 

m!V  = K 4/  sin  ( [i'œ ' — ico)  — K',/  cos  (toof  — ico ), 
m,P'==  K,/  ços(zyry  — ico)  -f-  K'f  / sin  (i'œ  — ico). 

On  pourrait  encore , à la  place  de  tp  et  de  <pf9  em- 
ployer toute  autre  variable  que  l’on  voudra  pour  le 
calcul  des  coefïiciens  du  développement  de  R,  il  suf- 
fira de  substituer  à la  place  de  (p  et  de  <p\  dans  les 
expressions  de  K,  / et  K',/,  leurs  valeurs  en  fonction  de 
ces  nouvelles  variables.  Par  exemple , si  Ton  veut 
faire  usage  des  anomalies  excentriques  u et  d’a- 
près les;  formules  du  mouvement  elliptique  , on 
aura  * 

<p  = n -r-  e sin  u , <p'  = u'  — e'  sin  u'  ; 

d’où  l’on  tire 

* ■ - ; . 

dtp  = du( i — e cos  u)9  dtp'  = du  (i  — e'cos  u'). 

* » * y * 

Les  angles  m et  u ' ayant  d’ailleurs  les  memes  limites 
que  les  angles  ^ et  tp'9  on  aura  donc  * 


r 


Digitized  by  Google 


DÜ-SYSTÈME  DU  MONDE. 


•25 


K/ii,=  I I Rco8[i(M-esinu)-t/(u/-c'’sinu,)](î-ecosu)(i-e'co8a')JuJu', 

, piir  r*nt  • 

K' i,f= — - I / Rsin[t(u-esinu)-i'Çu/-e/sinri/)](i-eco3u)(i-c'cosu/)du</u'j 

**  J O c/'O 

et  pour  le  cas  où  l’on  ai  = o,i'=o, 

F=~;  — ecosw)  C1  — e'  cosu')  du  du' . 


On  réduira  les  coefEciens  de  R,  sous  le  signe  inté- 
gral , en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e 
et  de  e',  et  l’on  effectuera  ensuite  les  intégrations  re- 
latives à u et  à u 

Pour  cela,  il  faut  supposer  R exprimé  en  fonction 
des  anomalies  excentriques  u et  u’ , en  développant 
ensuite  R en  série  de  çinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  ces  deux  angles.  Soit 

R = 2 Ai  i,  cos  (iu — i'u  ) + 2BM'  sin  (iu — i!u') , 

i et  i!  étant  des  nombres  entiers  positifs , négatifs  ou 
zéro  ; on  aura  généralement 


R cos  (iu  — iu!)  du  du', 
R sin  (iu  — i'u')  dudu! , 


et  en  particulier. 


' r- 

v 

= j_  r*r*Rdudu'. 

4 »V  o J o 


Il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  des  valeurs  de  K,/ 
et  K'i  / pourront  s’exprimer  au  moyen  des  quantités 
A*/  et  B|/ , supposées  calculées  pour  toutes  les  va- 


•> 


N 
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leurs  de  i et  de  i',  et  sans  qu’il  soit  besoin  de  nou- 
velles intégrations.  Quant  à ces  dernières  quantités  , 
on  les  calculera  par  la  méthode  exposée  plus  haut 
pour  les  intégrales  doubles,  après  qu’on  aura  exprimé 
les  variables  qui  entrent  dans  l’expression  de  R en 
fonction  des  anomalies  excentriques  u et  u'.  Mais , 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  cette  méthode  entraîne- 
rait dans  de  plus  longs  calculs  que  la  précédente,  et 
encore  ne  donnerait-elle  que  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  K,  / et  K',  ,'  exprimés  en  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  excentricités  et  à l’inclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m et  de  m't  comme  on  les  obtient  par 
les  méthodes  ordinaires. 

Cependant  l’expression  de  la  fonction  R en  série 
de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  a et  de 
jouit  d’une  propriété  particulière  très  remarquable  , 
c’est  qu’on  peut  en  déduire  immédiatement  les  valeurs 
des  intégrales  f rf R,  fdtfd'R,e t des  autres  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  fRdt  qui  entrent 
dans  les  expressions  des  variations  des  élémens  de 
l’orbite  de  m,  développées  en  séries  semblables, 
sans  être  obligé  de  substituer  les  valeurs  de  u et  u ' 
en  fonction  du  temps  t avant  les  intégrations.  En 
effet,  soit 

/rfR=2A'M'cos(«< — /'«')-+- 2 B',/ sin  (m — /«'), 

et  supposons,  comme  précédemment, 

R = 2 Aj,  t'  cos  (iu  — tu)  -f-  sin  (iu  — tu!) . (c) 

Si  l’on  différentie  par  rapport  à u cette  dernière 
équation,  qu’on  différentie,  par  rapport  aux  varia- 
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blés  u et  u! , la  première,  et  qu’ensuite  on  compare 
séparément,  dans  les  équations  résultantes,  les  ter- 
mes affectés  de  sin\is  et  de  cosinus  des  multiples  de  u 
et  u ',  en  observant  qu’on  a 


1 — e cos  u 


ridt 

1 — e'cos  u' 


9 


on  trouvera  les  deux 


équations  suivantes  : 


# 


in 


2A#/sin(izz-tV) — — — =SAVsin(iH-zV/ — — 

i-ecos  u '\i-ecos  u i-ecosuj  j 

in 


2Bj/cos(itt-iV) - — i/cos(iu-C  u')( — l-^t — * Lü \ 

1 -ecos  u \ x — ecoszz  1 —e'cos  uy 

Considérons  d’abord  la  première.  Si  Ton  multiplie 
les  deux  membres  par  (1  — ecostt)(i  — e'  cos  u ') , 
On  aura 

ni  ikiti'  sin  (iu  — - i'u')  — néliki,  / sin  ( iu  — iu  ) cos  u'  j 
•=zl(in — 1 n')A'i/sm(m — à'u)- — ne  liA'i, i'axu (iu—ri  u)zosit  r (e) 
4“  neli'  A'iJ  sin  (iu  — i'u)  cos  u.  J 

Mais  on  a identiquement 

2A'i,  / si  il  (iu  — i'u)  cos  u = {1  A'*,/  sin  [(1  4-  i)u  — ïu '] 

4 ^2 A'i ,/ sin  [(z—  1 ) u — i!  1 ( A'i_ , , / «4  A' Î+, , ,/)si n (iu — Ü u') , 

et  de  même 

•*.  * 

1 . 

2Ai;/sin  (iu  — iu')  cos ur  (Ai, f_t  4- A !„•%.,)  siù  (zzz  — zV) , 
XA'./sin  (iu iV) coa  u’  = ;s(A V-»  4 A'i/+t)  sin  (zz* — zV) . 

L’équation  (e),  en  y substituant  ces  valeurs,  et  en 
comparant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres, donnera  ainsi  : 1 

(zh-^z’n,)A^//~{zW(ÀV-i+A^/+l)+ï*Ve(A/i_ï/i'4.A'i+I,i/) 

==  in  Ai,  f—  ^ine  (Ai,  *4  Ai/+I),  (#) 


s 
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et  en  opérant  de  la  même  manière  sur  la  seconde 
des  équations  \d) , on  aurait  entre  les  quantités 
B'*/ , « f etc.,  B ,/,  B,  etc.,  une  équa- 

tion semblable.' 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  équations,  de  dé- 
terminer la  valeur  des  coefliciens  A',  /,  B'*  /,  lorsque 
celle  des  coefliciens  A,/,  B*  y,  du  développement  de 
R en  série  sera  connue , quel  que  soit  le  procédé 
qu’on  ait  suivi  pour  l’obtenir.  En  effet , supposons 
qu’en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  des  excentricités  le  second  membre  de  lé- 
quation  (g) , on  ait 

Ai/-  }e'(A ,/_,+  Ai,i'+.)  = P(o)+Pc^-hPCa)+P(3)+  etc.,  (h) 

« i 

pco^  pc»^  etc.,  étant  des  quantités  connues,  dont  la 
première  est  indépendante  des  excentricités  , la  se- 
conde est  un  binôme  dont  les  deux  termes  ont  pour 
facteur  e ou  er , la  troisième  un  trinôme  dont  chaque 
terme  a pour  facteur  l’une  des  trois  quantités  e*,  ee\ 
e et  ainsi  de  suite. 

Soit  de  même 


*(°) 


.(«> 


(*} 


+ etc.. 


oùqJ0;,  Q.1^, , etc.,  sont  des  inconnues  qu’on  supposera 

ordonnées  par  rapport  à e et  à ef,  de  la  même  ma- 
nière que  les  quantités  connues  P00,  etc  j?n 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  {h),  et  en 
égalant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres , on  aura 


DU  SYSTÈME  DU  MQîïDE. 


129 


(in  — ïn)Q(0]  = in?W, 


(in  — in)  QC0  = znPCO  4-  1 ine'  (QCi>)  -f  Q(o>  ^ 

_I,V«(q<->  + Q«  V 

t»n  — *V)QC°  — m?C*)  4-  - /»«' (q1°v  + Q(,)  "\ 

V -i.V^QW  +Q<0  \ - 

2 ' *— «|«  i-t-i,  1/ 


etc. 


La  première  de  ces  équations  donnera  immédiate- 
ment le  premier  terme  du  développement  de  A'|_  /,  et 
l’on  en  déduira  successivement  autant  de  termes  de 
cette  série  qu’on  voudra,  au  moyen  des  équations 
suivantes.  On  obtiendra  de  la  même  manière  la*  va- 
leur en  série  du  coefficient  B (/.  La  valeur  de  l’inté- 
grale jfcf'R  étant  ainsi  complètement  déterminée,  on 
en  déduira  celle  de  l’intégraleycfr/i/'R,  en  substituant, 
dans  l’équation  (c),yêTRà  la  place  de  R.  On  pour- 
rait étendre  aisément  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
aux  intégrales  plus  générales  fRdt,//Rdt%  et  l’on 
en  déduirait,  par  la  différentiation,  les  différences 
partielles  de  fRdt,  par  rapport  aux  élémens  de  l’or- 
bite de  m,  qui  entrent  dans  les  formules  qui  déter- 
minent leurs  variations.  Oh  aurait  donc  ainsi  les 
variations  finies  de  ces  élémens , sans  être  obligé , 
pour  effectuer  les  intégrations,  de  réduire  la  fonc- 
tion perturbatrice  à ne  renfermer  explicitement 
qu’une  seule  variable  ; mais  cet  avantage  paraîtra 
bien  faible , si  l’on  observe  que  les  élémens  4e  l’or- 
Tome  III.  g 
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bite  troublée  se  trouveront  alors  exprimés  en  séries 
des  sinus  et  cosinus  des  angles  u et  u! , et  qu’il 
faudra  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co- 
sinus des  multiples  des  longitudes  moyennes 

Cette  manière  de  développer  les  fonctions 
Kt  fKdt,  etc.,  ne  nous  parait  donc  qu’un  point 
curieux  d’analyse  ; elle  entraînerait  le  calculateur 
dans  des  opérations  beaucoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires,  et  nous  ne  l’avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
mention,  et  qu’il  nous  semblait  utile  d’en  signaler  les 
iucqnvéniens. 

Au  reste,  ce  que  nous  avons  dit  précédemment 
suffira,  dans  tous  les  cas,  pour  obtenir  d’une  ma- 
nière très  approchée  les  valeurs  des  coefficiens  de 
la  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
perturbatrice , toutes  les  fois  que  i et  ( ne  seront  pas 
de  trop  grands  nombres;  car  on  voit,  d’après  les  va- 
leurs de  P'„,  P', , P'a , etc.  ( n*  a5),  qu’on  sera  obligé 
de  resserrer  de  plus  en  plus  les  ordonnées  du  cube  pa- 
rabolique à mesure  qu’on  considérera  des  inégalités 
dépendantes  de  multiples  plus  élevés  des  anomalies 
moyennes  des  deux  planètes,  pour  que  les  termes 
dont  ces  quantités  se  composent  ne  changent  pas  trop 
souvent  de  signe , ce  qui  nuirait  à leur  exactitude. 
U pourra  donc  arriver  que  les  calculs  deviennent 
impossibles  par  leur  multiplicité,  et  l’on  sera  obligé 
alors  de  renoncer  aux.  avantages  qu’offre,  sous  d’autres 
rapports,  l’emploi  de  cetle  méthode.  Mais  nous 
reviendrons  sur  cet  objet  lorsque  nous  nous  oc- 
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cuperons  de  réduire  en  nombres  les  formules 
analytiques  des  inégalités  planétaires  , cette  di- 
gression nous  ayant  déjà  écarté  trop  long  - temps 
du  sujet  principal  que  nous  traitons  en  ce  mo- 
ment. 
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CHAPITRE  III. 


Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 

inclinaisons . t 

« 

"X 

3 Nous  ayons  divisé,  dans  le  livre  II , les  inégalités 
des  planètes  qui  résultent  de  leur  action  réciproque , 
en  deux  espèces  distinctes,  les  unes  séculaires , \es 
autres  périodiques.  Dans  le  chapitre  Vlll  du  même 
livre , nous  avons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières, et  dans  le  chapitre  IX,  nous  avons  développé 
les  inégalités  périodiques  indépendantes  des  excentri- 
r cités  et  des  inclinaisons,  et  celles  qui  dépendent  de 

leurs  premières  puissances.  Nous  nous  proposons  ici 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes d’une  puissance  quelconque  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  du 

carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y a deux  élémens 
k considérer,  le  coefficient  et  l'argument  ; le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l’inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 
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fonction  perturbatrice,  qui  dépendentdu  carré  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons, étant  en  général  insensibles,  ils  ne  peuvent 
produire  d’inégalité  considérable  dans  le  mouvement 
d’une  planète  , que  par  les  petits  diviseurs  que  l’inté- 
gration leur  fait  acquérir  n°  5g,  livre  IL  La  gran- 
deur de  chaque  inégalité  dépend  donc  non-seulement 
de  l’ordre  de  tenues  auxquels  elle  appartient mais 
encore  des  modifications  que  les  termes  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  auxquels  elle  correspond , subis- 
sent dans  les  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé.  - • ■'  • 

Si.  le  coefficient  qui  multiplie  le  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  a une  valeur  considérable  , 
l’argument  prendra  des  accroissemens  rapides , la 
période  de  l’inégalité  sera  courte,  et  sa  grandeur 
dépendra  uniquement  de  l’ordre  auquel  elle  appar- 
tient, relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites.  Dans  la  théorie  des  planètes 
principales,  on  ne  porte  ordinairement  l’approxima1- 
tion,  relativement  à ces  inégalités,  que  jusqu’aux 
termes  qui  sont  du-  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  dépendent  de  la  première  puis- 
sance des  masses  perturbatrices.  Cette  approximation 
suffit;  et  d’ailleurs  comme  de  pareilles  inégalités  se 
manifestent  promptement  aux  regards  de  l’observa- 
teur, il  n’est  pas  à craindre  que  la  théorie  puisse 
en  omettre  aucune  susceptible  de  devenir  considé- 
rable. 

Si  au  contraire  le  coefficient  du  temps  sous  le 
signe  sinus. ou  cosinus  est  une  très  petite  quantité. 
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l’argument  croit  alors  avec  une  grande  lenteur,  la 
période  de  l’inégalité  est  très  longue,  et  pendant 
long -temps  on  pëut  regarder  j>es  accroisseme  ns 
comme  proportionnels  au  temps.  Ce  n’est  donc  que 
par  la  comparaison  d’observations  très. éloignées  que 
de  pareilles  inégalités  peuvent  devenk  sensibles  ; et 
elles  ont  , comme  on  voit,  tous  les  caractères  de 
véritables  . inégalités  séculaires.  On  les  a nommées 
inégalités  à longue  période,  et  leur  théorie  est  d’au-* 
tant  plus  importante  dans  l’exposition  analytique  dû 
système  du  monde,  qu’après  savoir  été  regardées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi.de  la 
pesanteur  universelle,  elles  en  sont  devenues  une 
des  preuves  les  plus  convaincantes  depuis  qu’on  en  .a 
reconnu  les  véritables  causes. 

9 

i C’est  à Laplace  qu’on  doit  cette  découverte.  Les  ob- 
servations anciennes  et  modernes  indiquaient  dans  le 
mouvement  de  Jupiter,, et  dans  celui  de  Saturne 
deux  grandes  inégalités  qu’on  ayait  en  vain  cherché 
a expliquer  par  la  théorie,  parce  qu’on  ne  supposait . 
pas  qu’il  put  exister  dans  le  mouvement  des  planètes 
aucune  inégalité  sensible  parmi  les  termes  dépendans 
des  puissances  des  excentricités  supérieures  à la  pre- 
mière. Ces  inégalités  sont  affectées  de  signes  con-* 
traireSj.ep  sorte  que  si /par  leur  effet,  le  moyen 
mouvement  de  Jupiter  parait  s’accélérer , le  moyen 
mouvement  de  Saturne,  au  contraire,  parait  êtrerer 
tardé,  et  vice  i)ersâ.  Enfin,  Laplace  remarqua  en- 
core que  l’accélération  du  moyen  mouvement  de,  la 
première  de  ces  planètes , déterminé  par  Halley,  était 
au  ralentissement  du  moyen  mouvement  de  la  seconde, 
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à très  peu  près  comme  la  masse  de^Satiirne,  multipliée 
par  la  racine  carrée  de  fon  denii^grand  axe,  est  à là 
masse  de  Jupiter  multipliée  detriême  pdr  la  i;aciriè  car- 
rée de  la  moitié  du  grand  axe  de  soh  Orbite.  CesdiverseS 
relations  sont  celles  qu’indique  la  théorie  entre  les  iné- 
galités à longue  période  de  deux  planètes  réagissant 
l'une  sur  l’autre.  Comme  d’ailleurs  les  moyens  mou- 
vemens  ne  peuvent  être  soumis  à aucune  inégalité 
indépendante  de  leur  configuration  mutuelle,  Laplace 
ne  douta  plus  que  les  inégalités  dont  il  s’agit  ne  ré- 
sultassent de  l’action  réciproque  de ' Jupiter  et  de  Sa- 
turne , et  que  ces  inégalités,  rangées  parmi  celles  que 
l’on  avait  regardées  jusque-là  comme  inappréciables, 
ne  devinssent  sensibles  par  l’efTet  de  quelque  circons- 
tance particulière.  En  effet,  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes  approchant  beaucoup  d’être 
commensu râbles,  en  sorte  que  cinq  fois  le  moyen 
’ mouvement  de  Jupiter,  moins  deux  fois  celui  de  Sa- 
turne,  est  une  très  petite  quantité,  l’inégalité  à lon- 
gue période  qui  dépend  de  cet  argument  peut  deve- 
nir considérable  en  acquérant  cette  petite  quantité 
pour  diviseur,  quoiqu’elle  soit  au  moins  dû  troisième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons. Le  calcul  confirma  pleinement  cette  conjecture; 
et  c’est  ainsi  que  cette  découverte  , l’iule  des  plus 
belles  de  l'Astronomie  physique,  résulta  d’une  suite 
de  considérations  fondées  sur  la  théorie,  sans  que  le 
hasard  , quelquefois  si  favorable  même  aux  géomè- 
tres, y ait  eu  aucune  part(* 

Il  en  est.  de  même  de  toutes  les  inégalités  dérespèce 
de  celles  que  noua  avons  nommées  inégalités  à lon- 
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gués  périodes;  elles  seront  d'autant  plus  sensibles, 
que  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  qui 
réagissent  l'une  sur  l'autre , approcheront  davantage 
d’être  contmensurables;  et  l’on  voit  que  plus  elles 
croîtront  avec  lenteur,  plus,  toutes  choses  çgales-d’ail- 
leurs,  elles  pourront  devenir  considérables.  Parmi  ces 
inégalités,  les  plus  importantes  sont  celles  de  Jupiter 
et  de  Saturne , à cause  de  la  grandeur  de  leurs  coeffi- 
ciens;  et,  par  cette  raison,  on  a été  forcé  de  porter 
dans  leur  calcul  l’approximation  jusqu’aux  cinquièmes 
puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons , et 
jusqu’aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses.  On 
verra  que  les  résultats  qu’on  a ainsi  obtenus  représen- 
tent les  observations  avec  une  grande  précision.  Une 
inégalité  à longue  période  existe  encore  dans  le  mou  ver 
ment  de  la  planète  Uranus ; une  autre,  mais  beaucoup 
moins  sensible,  dans  le  mouvement  de  Mercure  ; en- 
fin, on  a découvert,  dans  ces  derniers  temps,  dans 
le  mouvement  de  la  Terre  une  inégalité  de  même 
espèce , dont  le  coefficient  est  peu  considérable,  il  est 
vrai , puisqu’il  ne  s’élève  guère  qu  a deux  secondes, 
mais  que  cependant  les  observations  modernes  ren- 
dent sensible , et  qui  doit  être  comprise  désormais 
parmi  celles  qui  servent  à la  construction  des  ta- 
bles du  Soleil.  i 

La  théorie  des  inégalités  à longue  période  va  par- 
ticulièrement nous  occuper  dans  ce  chapitre^  Nous 
déterminerons  celles  du  rayon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude,  qui  dépendent  d’une  puis- 
sance quelconque  des  excentricités,  en  employant 
la  méthode  fondée  sur  l’intégration  directe  des  équa- 
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tions  différentielles  du  mouvement  troublé , et  ensuite 
le  procédé  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  que  nous  l’avons  fait  dans  le  livre  II , nous 

montrerons  l’accord  parfait  de  ces  deux  méthodes, 
et  nous  indiquerons  les  avantages  particuliers  à cha- 
cune d’elles.  • . ..  • , * 

Dans  l’un  des  chapitres  suivans,  nous  réduirons 
ces  formules  en  uombres , en  y substituant  les  va- 
leurs relatives  à chaque  planète.  Ce  grand  travail 
avait  déjà  été  en  partie  exécuté  par  divers  géomè- 
tres avant  meme  lapparition  de  la  Mécanique  cé- 
leste; cependant  il  n’avait  point  encore  atteint  toute 
la  perfection  désirable  : de  nouvelles  inégalités  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  numé- 
riques ont  été  signalées  dans  plusieurs  résultats  de 
cet  ouvragé.  J’ai  donc  pensé  qu’il  serait  utile  de  re- 
prendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des  re- 
cherches de  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des  inégalités  planétaires,  pour  présenter  dans  un 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets et  les  plus  exacts  qu’on  ait  obtenus  jusqu’à 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde,  si  importante  pour  la  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  la  base. 

28.  Reprenons  la  formule  (5)  du  n°  89  du  livre  II  : 


r< 


Jr 


f. 


*.  +^W<™-r©  = °;  (0 


Si  l’on  suppose,  comme  dans  le  n*  48,  r—  æ(i+m), 
et  qu’on  observe  que  par  les  formules  du  mouvement 
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elliptique  on  a ^ = 77*,  on  aura 

urft 

— j-=3on,<ftv+uXH-u)_î*w/i,/r(i-f-u)(i-3«+6u*-iottï-M5a<-aii<s+nc.5, 

I ( • 

ou  bien 

. ■ i , ; , . » ; • # , 

— n'rtr  — an'tr  (3u  — 3u*-f-  4U>— "5«  '+6«5— 9“*+  elc). 

En  faisant  donc,  pour  abréger,  , _ 

F=3« — 3u,-f-^u3 — 5n4-j-6«5 — ju'+Bu7 — gn'-J-elc., 
l’équation  (i)  deviendra  ..-y..- 


d'r3t 

Tdrr 


dk 


-{-TiVdV — an'.YS'r — i/d'K — r . ==o.  (a) 


D’après  l’expression  du  rayon  vecteur,  m,  et  par 
conséquent  F,  sont  des  quantités  de  l’ordre  des  ex- 
centricités , il  suffira  donc  , dans  l’équation  précé- 
dente, de  substituer  pour  <fr,  dans  les  termes  multi- 
pliés par  F,  la  valeur  de  cette  quantité  résultante  des 
approximations  qui  précèdent  celle  que  l’on  consi- 
dère. Si  donc  on  substitue  pour  u sa  valeur  dans  F, 
et  pour  cTr  les  valeurs  résultantes  des  premières  ap- 
proximations, etqp’on  fasse,  pour  abréger. 


P = an'  FJV  4-  a/r/'R  + r 


,dr  '• 


On  pourra  regarder  P comme  développé  en  une  suite 
de  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  des  moyens 
moüvemens  dè  la  planète  troublée  et  de  la  planète 

perturbatrice.  Soit  donc  Q^'s  [fit  + />)  l’un  quelcon- 
que des  termes  de  cette  suite;  en  n’ayant  égard  qu’à 
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ce  terme,  on  aura  ! 

■i  n\r£r—  Q ^ (/3<  + f)  = ° ; 

et  l’on  satisfera  à cette  équation  en  faisant 

. 

. r^r  = co's  $ + 

• I V 

• • #%  % ••  * * 

On  déterminerait  de  la  même  manière  chacun  des 

termes  de  la  valeur  de  rjr  correspondant  au  terme 
que  Ton ‘aura  considéré  dans  la  fonction  P ; et 
d après  la  théorie  des  équations  linéaires,  la  réunion 
de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  complète  de 
la  quantité  rJY. 

Cela  pose,  considérons  dans  R un  terme  de  la 

r r 

forme  : 

_ p.4i  mu;  ' ,*•/!*  M-i  /Ofll  ; tu  II  ’•  ;.üt-vnn 

* 4 à ^ * 

tu  k.  cos  (il  t — lit  — {—  ç!  — é)  — 1“  Int  “f-  Zé  -4— 

i?  u ’ * 0 ; 

hn  observant  que  r — = a-^  , n°  on  aura  re- 
lativement à ce  terme  : 

\{l — i)n 


• # * 


uy»  ri  *)h 


.v  „ L • 


•>  ‘1 


r j.  n r/R  ,r  a(t — i)rc  . 1 r/A"|  >,  • 

*WK+rdr  ='"  (_ ''.â,  J ros  '-«<+. -.)+/«/+/.+c]  ; 

» t * # ^ ^ • 

et  si  l’on  observe  qu’en  faisant  fJL  = i , ce  qui  revient 
à prendre  pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  m,  on  a a3n%  = i , il  est 
aisé  de  voir  qu’il  en  résultera,  dans  la  valeur  de 

, le  terme  suivant  : 
a. 1 

U ) ii  . . • i ■ > 

, r a (i  — l)n  . dk~\  . , . 

- nt,n^\  ~ T—rak—a'--  • 

g— I n 
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où  i peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  ou  né- 
gatives depuis  zéro  jusqu’à  l’infini.  v 

Le  diviseur  de  cette  expression  étant  la  différence 
de  deux  carrés,  peut  s’écrire  ainsi 

h)  + (Z  + i ) n]  [i(n'—n)  + {l  — \)rï]  ; 

* 

et  si  l’un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  est  une  très 
petite  quantité,  l’inégalité  précédente  pourra  devenir 
considérable.  ...  ,i 

«•  i ' • » • ■ t • • 

Dans  l’impossibilité  où  l’on  est  de  calculer  rigou-r 
reusement  toutes  les  inégalités  qui  dépendent  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  à cause  de  leur  multiplicité,  on 
doit  s’attacher  spécialement  à celles  qui  peuvent  ac- 
quérir quelque  influence  par  l’intégration,  et  l’ex- 
pression  (3)  donne  un  moyen  très  simple  de  les  re- 
connaître à priori . 

En  effet,  tous  les  termes  du  développement  de  R 
sont  généralement  insensibles,  lorsqu’on  passe  la  pre- 
mière puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons , 
à cause  de  la  convergence  de  la  série  ; et  si  ces  termes 
produisent  ensuite , dans  l’expression  du  rayon  vec- 
teur, quelque  inégalité  importante , cela  provient  né- 
cessairement dé  ce  que  l’intégration  leur  fait  acqué- 
rir de  très  petits  diviseurs  qui  les  rendent  considé- 
rables. Cette  circonstance  se  présente  toutes  les  fois 
qu’il  existe  quelque  rapport  de  comipensurabilité 
entre  les  moyens  mouvemens  de  la  planète  troublée 
et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  inégalités  qui  en 
résultent  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes 

t è 1 

croissent  avëc  une  grande  lenteur,  puisque  le  coeflir 


» 
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cient  du  temps , sous  les  signes  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  affectées,  est  supposé  une  très  petite  quan- 
tité ; elles  mettent , en  général , plusieurs  siècles  h pas- 
ser de  leur  maximum,  au  minimum  de  leurs  valeurs, 
et,  par  cette  raison , on  les  a nommées,  comme  nous 
l’avons  dit,  inégalités  à longue  période. 

On  voit,  par  ce  qui  précède  J comment  les  inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir  considérables  , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puissances  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc,  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d’une  planète , on  commencera  par  former  les  trois 
quantités  i {n'  — n)  + (/  — 1)  n , i (ri  — n)  -\-ln  , 
i(n' — n)-f-(Z-f-  1 )n,  dans  lesquelles  l sera  l’expo- 
sant de  la  puissance  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons auxquelles  on  s’est  arrêté  (n°  4)  , et  i pourra 
prendre  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  pos- 
sibles, depuis  zéro  jusqu’à  l’jnfini.  Si  parmi  ces  va- 
leurs il  en  est  qui  rendent  l’une  des  trois  quantités 
précédentes  très  petite,  on  considérera  dans  R le 
terme  qui  leur  correspond,  et  l’on  déterminera  par 
la  formule  (5)  l’inégalité  qui  en  résulte  dans  l’ex- 
pression du  rayon  vecteur;  on  réunira  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
pendent du  même  argument,  et  qu’on  déterminera 
de  la  manière  suivante  : 

Nous  avons  supposé 

. 

F = — 3m  -f-  3m*  — 4m3  -{-  5m4  — 6m5  + 7M5 
— 8m7-|-  ga8  — etc. 

On  a (n°  3) 
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u=^e* — — ^e5+~e54-etc  ^c<is;n(+i-ai)— — ^e<+ctc.^  cosi(nf+«-») 

~ (l°,— ^<’5+ctç,)00,3(nt+»-«)— je*c°»4(/it-H-*i)— i||c°»5(nt+«— •) 

-b  etc. ; 

d’où  l’on  conclura 

P = sÇe-h  g e5 — ^je*^  cos  (nt  + ‘ — «•)  + 3e*  <:o*  a(nt  -f-  • — m j 
— ^-^6*+  co*  3 (nt  + 1 — et)  + — e<  co«  4 (nt  ~b  e — «X. 

-h  es  cOs  5 (nt  -+-  i — et)  -f-  etc.). 

Soit  maintenant  • ' . 

G cos  [i(n't  — nt- ht'  — t)  -f-  gnt  -f-  gg  -(-  »)J 

l’un  des  termes  de  la  valeur  de  — dépendant  des 

puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  d’un 
ordre  inférieur  à celui  que  l’on  considère , et  déjà  dé- 
terminé par  les  approximations  précédentes.  En  com- 
binant cette  valeur  avec  la  précédente , il  en  résul- 
tera dans  la  fonction  an*.F<fr  des  ternies  de  cette 
forme 

~ a*n* H cos  [i(rit  — nt  -f-  g'  — g) 

+ (g  =*=  /)(»*  + «)  + «H  , 

où  i est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
et  négatives , en  y comprenant. zéro,;  et  où  l’on  doit 
supposer  successivement  f — i,  f=  2,  f=  3,  etc. 

Si  parmi  ces  termes  on  choisit  ceux  dans  lesquels 
on  a gziz  f = l,  et  où  le  coefficient  H est  du  même 
ordre,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incli- 
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raisons,  qne  les  inégalités  que  Ton  veut  calculer; 
qu’on  les  substitue:  dans  l’équation  différentielle. (2), 
et  qu’après  l’intégration  on  les  réunisse  aùx  termes 
qui  résultent  directement  de  la  fonction  R , et  que 
nous  avons  déterminés  plus  haut;  on  aura  toutes 

les  inégalités  de  ~ qui.  ; dépendent  de  l’argument 

« 

i ( n't*. — nt)  -f- Ifit , et  qui  peuvent,  par  consé- 
quent, devenir  sensibles  dans  l’expression  du  rayon 
vecteur.  On  trouve  ainsi 


rir 

a* 


^ — - «*2H  cos  [i  {n't  — ni  -f-  ** — *)-t-  Int  -f-  U <f]  » 

^ ni+hi  — 17 J “•H*'^**  +A  4“ff]  j > (4) 

[t  » «)  -f-  //i]*—  n* 


la  caractéristique  2 devant  comprendre  tous  les  ter- 
mes de  la  fonction  F JV  qui  dépendent  de  l’argument 
in't  + (Z — i)nty  et  qui  sont  de  l’ordre  Z par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

En  donnant  à / , dans  cette  formule,  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y compris  zéro, 
on  aura  toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur  de  l’or- 
dre Z dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  de  n!t  de  Z unités. 

29.  Déterminons  les  termes  correspondans  de  la 
valeur  de  JV;  on  a,  par  la  formule  (6)  du  n°  89  du 
livre  II, 


2 rd  .$r  -f-  drïr 
axndt 


■ — an  ^Jffdt.d'h+ 


V' 


(5) 


Eu  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  le  dénomi- 
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nateur  V*  i — e*,  et  en  ne  considérant  d’abord  que 

la  partie  de  Sv  qui  dépend  de  la  fonction  R,  on 
aura  ' 

JV  = — 3 af  ndt  f d' R — a \a  J'r  • ndt  > (6) 

par  conséquent,  en  vertu  du  terme 
* mk  cos  [t  {nt  — nt  -f- 1 — e)~f-  Int  -j-  h £]  , 

I é 

que  cette  fonction  renferme  , on  aura 


tv= 


_t  3(i— 
“ <[>(«'- 


•»)+&*]* 


• ak — 


\_i{n'-n)+(n]  ' 


i et  l étant -susceptibles  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y compris  zéro. 

Si  la  quantité  i(nr — n)  -f-  In  est  très  petite,  il  en 
résultera  dans  fv  une  ine'galité  d’autant  plus  sen- 
sible, que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur  dans  l’expression  précédente.  C’est 
donc  spécialement  au  calcul  des  inégalités  qui  sont 
assujetties  à cette  condition  qu’il  faut  s’attacher  ; et 
elles  sont  d’autant  plus  importantes  à considérer,  que 
le  moyen  mouvement  de  la  planète  m est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  En  effet,  en  faisant 
£ = fndt,  on  a (n°  43 , livre  II) 


«TC  = — 3 ffandt . dR. 


En  n’ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fonctiôn  R,  qu’an  terme  que  nous  considérons,  on 
aura 

dK—  ■ nk  ,in  [* ("'*  —ti(rh./—t)-b  l/it  +■*•  + É]. 
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La  partie  de  J'y  qui  a pour  diviseur  le  carré  de 
i(n'‘ — ri)  -f-  In  est  donc  celle  qui  résulte  de  la  varia- 
tion du  moyen  mouvement  dans  1’expression  de  la 
longitude  moyenne  nt  -}-  s.  Le  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  variation  de  l’époque  ; mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
considérable  que  les  autres,  on  pourra,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  va- 
riation entière  de  J'y  calculée  par  la  formule  précé- 
dente. 


Considérons  maintenant  la  partie 
ad.  rïr — drS'r 


ard.fr  -f-  drfr 
a'ndt 


OU 


a'ndt 


de  l’expression  de  J'y.  La  quantité 
s’obtiendra  immédiatement  en  multipliant  le  coeffi- 
cient de  l’expression  précédente  de  ^ par 


2 [i(ri — n)4-fn\ 
n 


, et  en  changeant  ensuite  les  cosinus 


en  sinus.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  la  laisserons 
sous  cette  forme. 

. . * ' • .v  • 

Quant  à la  quantité  > c’est  d’elle  que  résul- 
tent dans  J'y  les  termes  indépendans  de  R,  qu’on 
calculera  de  la  manière  suivante  : l’équation 


r=a(i  -4 -«)  donne,  en  différentiant 


dr  du 

andl  ndt 


. En 


vertu  de  la  valeur  de  u rapportée  plus  haut,  on  aura 
donc 


Tome  III. 


10 
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dr 

nndt 


f 3 

K*-* 


e9  -h 


5. 


e5  ^ sin  (nt  + £ — o>) 


8 ' 192 

+ (e* — \ e4^sin2  g — a>) 


-t-  ^ «s  — tH  e5)  sin  3 («<  — ") 

+ f e<  sin  4 (/i£  + « — û)  ) 

4-|g|  e5sin5(^  + g — a») 

4-  etc. 

i * 

Représentons  par  h cos  g — w)  un  terme 

quelconque  de  cette  suite,  et  considérons  comme 

précédemment  dans  ^ le  terme 

G cos \_i(n't. — rt£4-s,“s)4~§7**4,gfi+  #]• 

Si  l’on  combine  ce  terme  avec  ceux  dont  se  com- 
pose l’expression  précédente  de  , il  en  résultera 

dans  le  produit  . — une  suite  de  termes  de  cette 


andl  * a 


forme  : 


dh  - Ksin[/(w^ — nt+t' — g)  +{gdbf)(nt-\-t) 

«2k 


g et  i étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  posi- 
tives et  négatives,  y compris  zéro,  et  le  signe  supé- 
rieur ayant  lieu  quand  / est  pris  positivement  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  On  voit  de  plus, 


par  l’expression  de 


dr 

andt } 


que  f est  l’exposant  de  la 


•* 
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puissance  la  moins  élevée  de  l’excentricité  e dans  la 
série  que  h représente. 

Si  dans  la  suite  de  termes  ainsi  déterminés  on 
choisit  ceux  où  l’on  a gdb J — l,  et  si  on  les  réunit 
aux  termes  qui  résultent  directement  du  développe- 
ment de  R,  et  dont  l’expression  a été  donnée  plus 
haut , on  aura  alors  tous  les  termes  de  JV  qui  dépen- 
dent de  l’argument  i(n'  — n)t-j-lnt,  et  que  l’inté- 
gration peut  rendre  sensibles.  On  trouvera  ainsi, 


^_td.rfr  _ t — nt  _j_  int  _j_  /,_j_ 

a^nat  a 

!3(i—l)m'n*  , im'n  di 

l'nt+* 


i étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y compris  zéro,  l étant  le  nombre 
d’unités  dont  le  coefficient  de  n't  surpasse  ou  est 
surpassé  par  le  coefficient  de  nt,  et  le  signe  2 devant 

Comprendre  tous  les  termes  du  produit  qui  dé- 
pendent de  l’argument  Vn! — n)  t-^lnt,  et  qui  sont 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  du 
même  ordre  que  K. 

La  période  des  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de 
la  longitude  dont  nous  venons  de  donner  l’expression 
générale  étant  supposée  très  longue  , les  élémens 
elliptiques  des  orbites  de  tn  et  de  m!  changeront  pen- 
dant cet  intervalle,  en  vertu  de  leurs  variations  sé- 
culaires; et  pour  l’exactitude  des  résultats,  il  sera  né- 
cessaire d’avoir  égard  à ces  altérations  dans  les  for- 
mules précédentes.  C’est  à quoi  l’on  parviendra  très 
simplement  de  la  manière  suivante  : 

10.. 
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Nous  supposerons  aux  ternies  du  développement 

de  R qui  dépendent  de  l’argument v • * 

— /ri  + *'  — «)  + Int  + 1*  Cette  forme  : 

Pi  = ro'P  sin  [i(n't  — nt-\-e'  — *)  + Int  + h] 
mV'cQs[i(n't  — nt-+- è — *)  + ^nt  + ^1* 

En  différentiant  par  rapport  à nt,  on  aura 

— m!(i — T)ndt?cos\i{ri  t — nt-\-J — «)  -lnt+  le] 
— l)ndtVsin\i(n'  t —nt+e'—e)^  b*t+  h]. 

Si  l’on  intègre  maintenant  cette  expression,  par 
parties  en  y regardant  P et  P'  comme  des  fonctions 
variables  des  élémens  des  orbites  de  m et  de  m, 


on  aura 

3 {/  — i ) m'an  * 

3afndtfiTR  = 

!r_.  rf  > 

[P  I InJJl  I Â(n'- n)  + /»]•** 

1--— (-etc.~lsin  [i  ( n't — •«*+•'—  •)+//!<+/•]  I 

n)-H  hïpth'  J - ‘ 

r »rfP^ 3rf»P j 

— [P-"  <U  [«(«'  — n) +*»]•«*•  | 

, etc.l  co»[<(n'« — nH-i'->-i)+/n<+t<]  • 


Les  quantités  §,  g,  % , etc.,  décroissant 

avec  une  grande  rapidité,  vu  la  lenteur  des  variations 
séculaires  des  élémens  elliptiques,  on  pourra,  dans 
la  plupart  des  cas,  n’avoir  égard  qu’aux  deux  pre- 
miers termes  des  séries  précédentes.  ' - 

On  aura  ensuite,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 

de  R , 
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*^9 


,/p 


f*  { «/RN  _ am'a/z 
-xdn  I a \ -7-  )dt  — -— — 

J \daj  i(n' — n)  4- 


-l 


1 — a— cos  [i(n’t — ni  -4-t' — t)+lnt+lt] 
)-+-//*  [i (j/t — nt+i' — 


Il  est  inutile  d’avoir  égard  aux  variations  des  quan- 
tités P et  P'  dans  ce  terme , qui  est  toujours  très 
petit  relativement  au  précédent;  la  valeur  de  JV 
deviendra  ainsi  . 


‘ a* ndi  [* {n't  — nt-{-  •' — 1)  ■+■  Int  -bit  -f-'Æj 


f3(t — l)m  an*  r 3JP  . T om  an  dP'\'  . , , , . , . , »i^/0\ 

\ r-n — rrTT1  P -+-,^7-7 — 7~-Tj~  — -7~; — r ~r  a~r  \ ^n{i{n  i-m-bt  > (8) 

l[i(«/-/i)-f-//i]»  L [i(n -«)+/*]<*/ J Jrt  J LV  ' Jfv/ 

r3(i  — l)ni'an*  [*_  oJP'  “1  vn' an  JP  s ' rv  , , . ... 

On  obtiendrait  relativement  au  rayon  vecteur  une 
expression  semblable,  en  introduisant  à la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  l’équation  différentielle  (i), 
et  en  l’intégrant  ensuite , en  ayant  égard  à la  varia- 
bilité de  P et  P';  mais  comme  les  termes  qui  en  ré- 
sulteraient dans  l’expression  de  ~J-sont,  à très  peu 

• ....  .a  * f ■ 

près,  insensibles,  nous  nous  dispenserons  de  cette 
opération. 

J^P  JF 
de  * dt  * 


Pour  déterminer  les  valeurs  de 


J>P' 


, etc. , il  faudrait  différentiel'  les  quantités  P et  P' 

par  rapport  aux  élémens  elliptiques  que  ces  quantités 
renferment,  en  substituant  ensuite,  au  lieu  des  dif- 
férences de  ces  élémens,  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  du  temps , on  aurait  les 

JP  JaP  jp'  JP' 

expressions  de  j- , > -^7  , etc. , dévelop- 
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pées  de  la  même  manière;  en  s’en  tenant  aux  termes 
multipliés  par  le  carré  du  temps,  l’expression  précé- 
dente de  JV  prendra  alors  cette  forme  : 


(A  -f-B  £-f-C£*)sin  — e)  -f- Int -f-  k] 

-j-  ( A;  -f-  YS't  -f-  CQ*)cos[  i[n!t— nt  -4—  t1  — * é)  -4“  —f—  lï\  > 


et  cette  expression  pourra  s’étendre  en  général  à plu- 
sieurs siècles,  avant  et  après  l’instant  que  l’on  aura 
choisi  pour  épçique. 

Mais  dans  les  applications  il  sera  plus  simple  de 


,,  . , , , <iP  rfF 

déterminer  les  valeurs  de  ^-r 


d'Y 
de  * 


de  la 


manière  suivante.  L’expression  de  P au  bout  du 
temps  t sera  généralement 


+ <?  + - 

‘ dt  i . 2 


d‘  P 

~dë 


-f-  etc. 


Cette  expression , en  s’en  tenant  aux  termes  dé- 
pendans  du  carré  du  temps,  pourra  s’étendre  à 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l’instant  que 
l’on -a  choisi  pour  époque. 

Cela  posé  on  calculera , en  ayant  égard  aux  varia- 
tions que  subissent  dans  cet  intervalle  les  élémens  des 
orbites , les  valeurs  de  P pour  deux  nouvelles  époques 
distantes,  la  première  de  t',  la  seconde  de  t",  de  celle 
d’où  l’on  compte  le  temps  t.  En  nommant  P,  et  P,  ces 
valeurs,  on  aura 


P.=r+<î  + 

f.=  T+t"§  + 


1'*  <f*P 
râ  • de’ 
t"*  d*  P 
i . a ’ dr  ’ 
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d’où  l'on  tire 


i5i 


</P  _ <**(P,  — P)  — <'*(P,  — P) 
dt  . t?(f  — () 

d'V ✓(P,— P)-/*(P,-P) 

<**  ““  _ t’) 


On  aurait  de 


la  même  manière  les  valeurs 


de 


r/P 

dt 


et  de 


d‘  Y 
dt'' 


Dans  la  plupart  de  ces  cas,  c’est-à-dire  lorsque 
les  inégalités  que  l’on  veut  déterminer  ne  sont  pas 
très  considérables,  on  peut,  comme  nous  l’avons  dit 

d7P 

plus  haut  dans  l’expression  de  J'u,  négliger 


r/*P' 


et  ; on  aura  alors  simplement 


dP  P,  — P dP  _ P',  _ P' 

dt  /'  * dt  i * 

t 1 désignant  ici  un  intervalle  de  deux  à trois  siècles 
qui  sépare  les  époques  pour  lesquelles  les  valeurs 
de  P,  P,,  P'  et  P't,  ont  été  calculées. 

3o.  La  formule  (8),  lorsqu’on  néglige  les  ter- 
mes dépendans  des  différences  ^ et  — , doit  coïn- 
cider avec  la'  formule  (7).  C’est , en  effet , ce 
dont  il  est  facile  de  s’assurer  en  développant  cette 
dernière,  et  en  observant  que  par  la  comparaison 
des  deux  expressions  que  nous  avons  supposées  aux 
termes  de  R que  nous  considérons , on  a 

P'  b /tcos£  , P t=  — -ArsinÆ..^ 
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Réciproquement,  il  est  souvent  utile  dans  la 
théorie  dés  perturbations  planétaires  de  réunir  en  un 
seul  terme  les  diverses  parties  d’une  inégalité  dépen- 
dante d’un  argument  déterminé  Un'  — in.  Pour  cela, 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties , de  manière  à donner  à leur  somme  la  l’orme 
suivante 

Asin(tV* — int+i'i — ie)  -f-Bcos(/»'*  — int-f-  ît—ii). 

Si  l’on  suppose  ensuite  que  l’inégalité  dont  il  s’agit 
devienne 

> ' 

L sin  (i'rit  — int  -f-  iV  — it  -f-  0) , 

on  aura  pour  déterminer  L et  6 les  deux  équations 

L = tang  9=5, 

Ces  transformations  nous  seront  très  utiles  dans 
la  suite. 

3 1 . Lorsque  la  valeur  de  ^sera  déterminée , il  sera 
facile  d’en  conclure  celle  de  En  effet,  si  l’on  désigne 

par  la  partie  de  ^ qui  dépend  de  l’angle 

i(n't  — nt- f-  é'  — t)-\-lnt  + h et  par 

2Ncos[i(«'f  — nt- f-ê'  — e)  -f- /Vif-b/e+X]  les 
autres  termes  dont  cette  quantité  se  compose  , on 
aura 

^==^j^H-2Ncos[j(n'* — nt+é' — 

Si  l’on  substitue  pour  ^sa  valeur  i H-«,  et  que  dans 
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le  produit  w2Fcos[«(w/^ — nt-\-i  — e)+y«/-f^+X]  > 
on  ne  conserve  que  les  termes  dépendans  de  l’angle 
i[n'£  — + e — g)  + Int  + lé  > que  pour  abréger 

on  désigne  ces  termes  par 


2L  cos  [i{n't  — nt  -j-  ef  — é)  + Int  + /g  -f-  0] , * 

l’équation  précédente , en  n’ayant  égard  qu’aux 
termes  qui  dépendent  du  même  argument , don- 
nera ‘ 

y - . ) 

——es  — 2Lcos  t-~  nt-\“  g!  -f-  f-  OJ. 


32.  11  nous  reste  à déterminer  les  inégalités  du 
mouvement  de  . la  planète  en  latitude.  On  pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n°  89,  livre  II. 


d*  - rïs 
dfi 


dK 

dz 


Comme  cette  équation  suppose  que  l’on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  l’orbite  primitive,  après 
avoir  difïerentié  par  rapport  à z la  fonction  R,  011 
fera  Z — o dahs  le  résultat , et  l’on  formera  le  déve- 
loppement de  la  fonction 


dK  , 
— = mz 
dz 


t 


> 


{ 


k*'  -*)a + <y  —j)% + y - *rv 1 


par  les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employés 
pour  le  développement  de  la  fonction  R.  On  peut 
d’ailleurs  déduire  ces  deux  expressions  l’une  de  l’autre 
au  moyen  des  formules  du  n*  4 î l’équation  ( 9 ) 
ayant  même  forme  que  l’équation  (1) , s’intégrera 
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ensuite  de  la  même  manière , et  donnera , par  des 
approximations  successives,  les  inégalités  de  la  lati- 
tude de  tel  ordre  qu’on  voudra,  par  rapport  aux 
puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

Mais  comme  les  inégalités  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables,  il  suffira  de  déter- 
miner celles  qui  pourraient  devenir  sensibles  par  les 
très  petits  diviseurs  que  l’intégration  leur  fait  ac- 
quérir. Alors  il  sera  plus  simple  d’employer  a cette 
détermination  les  formules  relatives  à la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  l’or- 
bite. On  aura,  n°  86,  livre  II, 


cP*  = «Tgr  sin  (o — II)  — cTpcos(p — fl),  (io) 

Et  pour  déterminer  <Pp  et  <Pq , on  aura , n*  4 , les 
formules 


andt  \ dK 

—t.  cos  - y j- ; 
y/ 1— 3 dh 


andt 


su»  y ÿ 


dt  p/R  -,  i ^ 

r^7U  2 A 


..Æ 

\dt 


Si  l’on  se  borne  à considérer  dans  l’expression  de 
la  latitude,  parmi  les  termes  dépendans  d’un  argu- 
ment donné  ceux  qui  sont  de  l’ordre  le  moins  élevé 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  on 
pourra  négliger  les  termes  multipliés  par  e * et  y2 , 
dans  ces  deux  expressions , ce  qui  donne  A = sin  y 
on  aura  simplement  ainsi 

andt  ~ , 
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Soit  donc 

m'Â  À3*  cos  (i'n't  — int  -f-  B — 2gfl  ) ... 

un  terme  quelconque  de  R dépendant  de  l’angle 
int  — int.  Eq  n’ayant  égard  qu’à  ce  terme  on 
aura 

= 2gm'  cos  (frit  ~ int  -t-  B — 2gn), 

• ■ < ^ 4 

= 2gml  AâT"1  sin  (i'n'*  — m*  + B — 2gll),  . j 

. .*  . . 

et  par  conséquent 

Sp  = — **s~l  sin  (i'n't  — int  -f-  B — 2gl I) , 

S* cj  — — K*S~'  cos  (i'n't  — int  + B — 2gn). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (10)  , 
on  trouvera 

S' s = Y^^~X^s~ïsm[i,n't-int^-+-B~(2g-i)U].  ( 1 1 ) 

* » Ÿ 

On  aura  donc  ainsi  les  inégalités  de  la  latitude  cor- 
respondantes aux  termes  de  R qui  dépendent  de 
l’angle  ïnrt+~int9  et  que  la  petitesse  du  diviséur 
iri — in  peut  rendre  sensibles.  L’expression  de  ne 
renferme , il  est  vrai , ce  diviseur  qu’à  la  première 
puissance;  et  sous  ce  rapport,  l’inégalité  qui  en 
résulte  doit  être , par  conséquent , beaucoup  moins 
considérable  que  ^inégalité  correspondante  de  la  lon- 
gitude moyenne  ; mais , d’un  autre  côté , l’ordre  de 
son  coefficient  se  trouvant  abaissé  d’une  unité , cette 


i56  THÉORIE  ANALYTIQUE 

circonstance  doit  contribuer  à augmenter  sa  valeur. 
Au  reste , toutes  les  inégalités  de  la  latitude  d’un 
ordre  supérieur  au  premier  sont  insensibles  dans  les 
mouvemens  des  planètes,  excepté  relativement  à 
Jupiter  et  à Saturne,  à cause  du  rapport  de  coro- 
mensurabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
vemens. 

33.'  Si  l’on  veut  rapporter  le  mouvement  de  m à un 
plan  fixe  très  peu  incliné  à celui  de  son  orbite  primi- 
tive , qu’on  nomme  <p  l’inclinaison  de  cette  orbite  sur 
ce  plan  , 6 la  longitude  de  son  nœud  ascendant , et 
v la  projection  de  v sur  le  plan  fixe , en  supposant 
que  m ne  quitte  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive, 
on  aura,  à très  peu  près, 

A. 

v'  — 0 = v — ^ tang*  <p  sin  2 (v — 0), 
s = tang  <p  sin  ( v — • 0 ) , 

ou  bien 

v'  — 0=p  — £ $ tang  < p cos  ( v — 0 ). 

Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  ^ de  S s,  on  aura 
v'  — 0=v — ^tang*<?>sin2(V — 8)  — î<JVtang(pcos(t' — 0). 

On  voit,  par  conséquent,  que  la  variation  de  la 
latitude  introduit  dans  l’expression  de  la  longitude 
rapportée  à un  plan  fixe  , des  inégalités  dépendantes 
des  carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons;  mais  les  termes^  qui  en 
résultent  sont  insensibles  même  dans  la  théorie  de* 
Jupiter  et  de  Saturne. 

34-  Nous  allons  considérer  en  particulier  les  inégalités. 
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dépendantes  du  carré  et  des  produits  des  excentricités 
et  des  inclinaisons.  En  ne  portant  l’approximation  que 
jusqu’aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on  a trouvé, 
n*  85  du  livre  II , 

' . l * * 

fr 

— = — -CCOcos  ivn'f — nt-t-i' — «)-f-m'eDWeo»  — nt  +«' — «)+n«+t — a] 

-f-  mVËO  co*  [i  (n't  — ni  -+•  t'  — «)  -+•  ni  -+■  • — a'] . 


En  supposant  1 = 2 dans  les  formules  (4)  et  (7)  (*), 
on  trouve  ainsi  : 


rtr 


r3  , s f (CO+D<0)«*cos  [«(n't  — nt  -4-  «' — «' + ont  -f-at — aa]  I j. 
J a**  n J +E(0ee'co*  [i(n't  — ni  + t' — i)  -f>  ant  + 3<  — a' — a]  ( / 

| +m'„, ( j 


[i  («'—  n)  + 3n]  [«  (n'—  n)  -t-  n} 


a ,d(rtr)  m!  4 (C(0+D(0)e*sin  [i(nft — nt  +•' — «'-f-ani+ai — aa' 

v a'ndt  a I +EWee'«in  [«(n't — ni  4-  •' — t)+ani  + a« — a'— a] 

{,  dk  i 1 

. , a mna*—  I 

(i i)mn  ^ — r— — j sin[i(n'f — nt+«'-»)+ant+a«+C]./ 

[i(n  — n)  -+■  an]*  i(n'r-n)+anJ 


<A) 


En  donnant  à i toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives, en  y comprenant  zéro,  On  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre,  dans  lesquelles  le  coeffi- 
cient de  n't  surpasse  celui  de  nt  ou  est  surpassé  par 
lui  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  in'  -f-  (2  — i)n  diffère  peu  de  dan, 
l’un  des  diviseurs  i(nf  — «)  + 3 n on  i(n'  — n)  -f-  n 

rit 

étant  peu  considérable,  l’expression  de  — peut  ac- 
quérir une  valeur  sensible.  Si  la  quantité  /«'-{-( 2 — i)n 
est  très  petite,  les  termes  de  l’expression  de  JV  et 


(*)  Les  valeurs  de  F,  pages  j 4 > et  1 42>  doivent  être  changées 
de  signes. 
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r/r 


J 


ceux  de  la  valeur  de  — qfai  ont  cette  quantité  pour 

diviseur,  pourront  donner  lieu  à des  inégalités  con- 
sidérables. 

En  désignant  par  — la  partie  de  — qui  dépend 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  de  l’angle  i(n't — rc£  + é' — e)-\-2nt~ f-26 , 
on  aura 


— = r—~  4 ~ (C(04aD(*))e4  cos  [i  (n't  — ni -b  t)  4 an*  4*  a*  — a»l  ) 
a 4 l(B) 


fr  r<fr  m' 

r+T 

, 4-  — EOee'  cos  ri  («'f  — 4-  •'  — «)  4*  4-  a*  — »—«'].  1 

2 , ' 4 J 

* • 

La  fonction  R renferme  de$  termes  de  Tordre  du 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  dépen- 
dent de  l’angle  i(n't  — w£  + é'  — i).  Supposons  qu’en 
•n’ayant  égard  qu’à  ces  termes  on  ait 

R = ni  Æ'cos  \}{p!t  — nt  -f-  i — O + p]* 

En  faisant  l — o dans  les  formules  générales  (4) 

et  (7),  on  aura  pour  les  inégalités  de  — et  £v  dé*- 

* €1 

pendantes  du  même  argument, 

# * 

S • , f D(0<r»cos  — nt  4-  /—  •)  % * -’V 

a m n * 1 4-E<')ce'cos  [i  ( n't  — nt  4-  «' — «)  4 » — *']  j . • v ' 

4-  m> nlÇj}'Jz7'n  a K — Æ*  cos£t(/j/i  — nt  4-  *'  -T-  •)  4-  f] 


r&r 


«»  , — n)  4*  [i  («'  — n)  — n] , ■ ,\/q 

^ a ({{rfr)  t ro'f  D(0c*  sin  i(n't  — nt  4*  *r — *)  ^ 

V a*ndt  ^ a(  4E('>ee'sin  i ( n't  — nt  4-  «' — ,j  4-  « — »/}  > 

i 3m' n a ,,  aro'/t  r/A'-»  . . , . . . _ 

4*  i r“7 — 7-7 sm  4-  «)  4 f] 

tt{n' — ny  i[n! — n ) du  J r 

Si  la  quantité  i(n'  — n)  diffère  peu  de  ± n , alors 
l’expression  de  — petit  acquérir  une  valeur  sensible 
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en  vertu  de  l’un  des  très  petits  diviseurs  i{n' — 
ou  i(n! — n ) — n quelle  renferme  ; enfin  si  la  quantité 
i(n' — ri)  est  très  petite,  c’est-à-dire  si  les  moyens 
mouvemens  des  deux  planètes  diffèrent  peu  l’un  de 
l’autre , il  en  résultera  des  inégalités  qui  peuvent  de- 
venir très  sensibles  dans  l’expression  des  longitudes 
des  deux  planètes. 


v ^ ^ "/  * 

En  désignant  par  — la  partie  de  ~ qui  dépend 


de  l’angle  i(rit — rctf-f-  g' — g)  et  qui  est  de  l’ordre 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 

% * 

aura  : 


-£=  — “1“  ~ (aD<4)< — C^)e*cos  i(nft — nt  -f-g'— g} 

+ — EC0ee'cos[ï(rc'£  - -&/]  . 

12 

* ••  • 

» . , 

i devant  être  pris  avec  le  signe  + et  avec  le  signe  — 
dans  toutes  ces  formules.  Les  formules  (C)  et  (D)  in- 
troduisent , comme  on  voit,  dans  l’expression  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  qui  dépendent  dés  mêmes  argumens  que 
les  termes  indépendans  de  ces  deux  élémens. 

Les  formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  donneront  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude , 
dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons ; mais  comme  leur  nombre  est  trop  considé- 
rable pour  qu’on  les  puisse  calculer  toutes,  on  se 
bornera  à déterminer  celles  qui  sont  assujetties  à 
l’une  des  quatre  conditions  énoncées  plus  haut , et 
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qui , par  cette  raison , jpeuvent  acquérir  une  valeur 

sensible. 

Si  l’une  des  inégalités  de  la  longitude  est  suscep- 
tible de  devenir,  considérable  il  sera  nécessaire,  dans 
l’expression  de  cf  p , d’avoir  égard  à la  variabilité  des 
élémens  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  à la 
formule  générale  (8)  , et  elle  donnera  sans  peine  des 
formules  applicables  au  cas  où  l’on  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons.  • . 

35.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépen- 
dantes des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  que  l’intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à calculer  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ces  diviseurs. 

Pour  cela,  supposons  que  par  l’approximation 
précédente  on  ait 

- = h cos  [i(n't — nt -f-  e'  — £ ) -f-  znt  -f-  26  -f*  «f  ] . 

Le  coefficient  h étant  affecté  du  très  petit  diviseur 
i(n'  — /i)-j-3n.  Il  en  résultera  dans  — le  terme 

ùcos  [ i(n't  — nt  -f-  — é)  + 2nt  -f-  as  + «T]. 

Et  cette  valeur  de  — introduira  dans  l’équation 

différentielle  (i)  des  termes  dépendans  de  l’angle 
i(n't — nt- f-s'  — 5fi , et  des  termes  dépen- 

dans de  l’angle  i(jït  — nt  -f- 1'  t—  £)  -f*  nt  -f-  «,  qui 
auront  pour  diviseur  i(n'  — ri)-j-$n,  d’après  ce  que 
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nous  avons  dit  n°  28;  en  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  aura 

« 

Jy  3 

û9h*F  — = eh.a'ri*. cos  [i(jît — nt+t — t)-f-3/U+3i — 

CL  2 

3 

eh.a'n*.  cos  [i(n'/ — nt  -f-  t — i)-f  nt 

— 2 » • * 

En  faisant  donc  /=  3 dans  la  formule  générale  (4), 
et  en  observant  que  l’on  peut  négliger  i(n' — tï)  + 3 n 
devant  n dans  les  diviseurs  de  cette  expression,  on 
aura , en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont 
i(ri  — ra)  + 3rc  pour  diviseurs , 

— = eh  cos  \i{r£t  — nt  -f- 1 — »)  + 3 nt  -f-  3<  — « -f-  <T] 

Cl  2 

-f  eh  cos  [i(rit  — nt  -f  i — *)  -f-  nt  -f-  «-f-  * -f-  f] 

-h  i(n' n)+3n  •Û^C0SW/I  * — nt+t — t)+3nt-{-3t  -H»]* 

En  vertu  de  cette  valeur  et  de  la  précédente  - 

- h COS  — lit  —f—  £*  — — é)  — {—  2nt  — f"  26  -l*  cT] , 

> 

on  aura  pour  la  partie  de  — qui  a pour  diviseur 
i(ri — **)  + 3 n 

x ' i < ' A n ^ 

~ = hcos[i(n't  — nt  -f-  e — g)  + 2 nt  2e  + cf] 

— eh  cos[/(n7 — nt  ~|-  e'  — e)  + 3nt  -f-  3ê  — co  + J']| 
-j—  ch  cos^/^Æ  — nt  -f-  t — £j  -f-  nt  -|—  c— f-  co  + JT 

/O  f 

1 ^ n)+$n  * ateos>[i(îït-nt-\-i'-e)  — f— 5 s— f-€*J , 

Tome  111.  i x 
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l’équation  (5)  peut  s’écrire  ainsi , 


-En  ne  considérant  que  les  termes  qui  dépendent 
de  l’angle  i(n'<  — nt  + t'—  e)+nt+e,  et  qui  ont  pour 
diviseur  i(ri—  n)+Zn,  en  vertu  des  valeurs  précé- 

Jl 

dentes  de et  -,  on  trouve 

id.rtr  — drtr_  /i(n'-n)-bn  _ i\ 
a*ndt  \ n a/ 

La  quantité  i(ri—n)+5n  étant  très  petite,  dans  le 
coefficient  de  cette  inégalité  on  peut  supposer,  sans 
erreur  sensible , i(n'—n)=—5n-,  la  partie  indépen- 
dante de  R de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l’expression  de  JV  le  terme 
4-|eAsin[i(w't — nt+t' — s)  + nt+e  + « + cf']- 
En  vertu  de  la  valeur 

— ^ A cos  [tïn't  — n<  + s'  — e)  + ant  + 2«  4-  cf]  ; 

a*  u 

le  terme  introduit  dans  le  JV , le  suivant  : 

a?ndt 

>(»  ”)  2 h sin[t(n'£ — nt-\-( — 

ou  bien  en  observant  qu’on  a à très  peu  près. ... 
i(n!  — • n)  + 3ti  = o , le  terme 

+ 2 h sin  \i(n't  — nt  + 1'  — g)+2rc£+2«-|-  cT]  ; 

le  terme  — donnera  celui-ci 

— j eh  sin  \i(nt — nt -4- 2' — é)-J-3 nt  3g—  a -+■  «T]. 

En  réunissant  donc  les  différentes  parties  de  JV 

faisant  Z=3dans  la  formule  générale  (7),  et  en 
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ne  considérant  que  les  termes  qui  ont  i{ri  — n ) 4-  3 n 
pour  diviseur,  on  aura 


Jï>— — -eh  sia  [i(n't  — nt  ■+•  «'  — «)  -+-  3 nt  •+•  3»  — a -f-  <f] 

— a h sin  [i  ( n't  — ni  4-  «'  — •)  + anj  + 2.  + <T] 

5 

+ -e&  sia  [i  (n't  — nt  4-  { — •)  -f.  nt  + i -f-  a 4-  /] 

. )3(i  — 3 , a m'n  dk\  . ! 

+i  lil,n'-nl^in^kT{n’-n)+rna'dk  f S,“  W“  -•;+3af-t-3.+C] 


Les  formules  (E)  et  (F)  donneront  toutes  les 
inégalités  du  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  l’intégration  un  très  petit  diviseur. 

36.  On  pourra  donc , au  moyen  des  formules  des 
n°*  28  et  29 , déterminer  toutes  les  inégalités  de  m 
dépendantes  d’une  puissance  donnée  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. Mais  lorsqu’il  s’agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent,  de  calculer  quelques  inégalités  parti- 
culières dépendantes  d’un  argument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d’employer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires , qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d’un  ordre  quelconque , qui  de- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  que  l’inté- 
gration leur  fait  acquérir,  sans  qu’on  soit  obligé  de 
s’occuper  des  inégalités  d’un  ordre  inférieur. 

En  effet,  soit 


(F) 


m’k  cos  [i{n't — nt-+-e' — i)-\-lnt-+-k—fu—j,co' — a/^Ff] , 

l’un  des  termes  du  développement  de  R.  D’après  la  loi 
de  ce  développement,  n°  4»  i et  l étant  supposés  posi- 
tifs, et  i plus  grand  que  l,  le  coefficient  m sera  de  l’ordre 

n.. 
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l ou  d’un  ordre  supérieur  de  deux  , de  quatre  , etc. , 
unités,  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ; en  sorte  que,  si  parmi  les  inégalités  dépen- 
dantes de  l’angle  frit — nt)-\-lnt , on  n’a  égard  qua 
celles  qui  sont  de  l’ordre  le  moins  élevé , relativement 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  m sera  de  la 
forme  eféf'X,f"A  , f,f  et  f"  étant  des  nombres  tous 
trois  positifs  liés  par  l’équation  l — f — f — 2f"  — ° 
et  A étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

ÿ = Jef-'  éf’A'f"k  = £t  , 

de  J e 1 

~ — 2/Vev,A*/"—A  = 

Supposons  maintenant  que  le  terme 
m'kcos[i(jit — nt- f-g' — — fa — fa' — 2J"  17) 
prenne  la  forme  suivante  : 

m'Psin  [»(«'/  — nt  4- 1' — •'+//tf+/i]+m'P'co«[i(n,< — nl+t' — ■ )+/nt-f-/i]. 

en  comparant  ces  deux  expressions,  on  aura 
P = Æsin  (fa  -}- fa  -f-  2f"U) , | 

Acos(/*+/«'+a/'n).  J °2) 

Si  l’on  différentie  par  rapport  à e,  a , A,  et  FI  ces 
expressions  , et  qu’à  la  place  de  ~ et  de  ~ on  subs- 
titue leurs  valeurs  précédentes,  on  trouvera 


dP 

d] p' 

r/F 

d] P 

T.  = e 

de  * 

d»  — 

~~e  de  » 

dP 

dP' 

r/F 

dP 

< 

II 

IÇ 

dx  ' 

il  11 

— A —j—, 
dh 

Cela  posé , si  pour  abréger  on  fait  frit — nt-\-e! — e) 
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-f- -f- & ==  a,  et  qu’on  néglige  les  inégalités  qui 
seraient  d’un  ordre  supérieur  à /,  relativement  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons , on  trouvera,  n°  17  (*), 
que  le  terme  précédent  du  développement  de  R,  in- 
troduit dans  chacun  des  élémens  de  l’orbite  de  m les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 


= 7 — 7 : t: — (r  sm  et  -f-  P cos  * ). 

in  — (i  — l)n 

3 ro'<?  (i  — /)/i*  /n/ . - 

[^!T(rr7j^(Psin“-I>CO!->* 

m'an  r/l  JP'  dV\  . /.  JP  „JP\  ~| 

= Lv^Js  aa*Ja  _/*,n“  \Vde  JC0“i’ 


te  = 
rit*  — 

P = 
<7  = 


m'an  /JP  f/P'  \ 

—, T TT  ( T"  sin  * 4-  -7—  cos  * ) > 

in — (1 — l)n  \(le  de  / 

m'an  /JP'  . JP  \ 

tu'— (i  _ /)  „ \ de  Sl"  * Je  C°‘  V* 

m'an  sin  y /(IV  . JP  V 

T- ^ ( -j-sin  a — cos*  J, 

\[m  — (1  — /)n]  \d\  d\  ) 

m'anx  /'JP  . JP'  \ 

? rr-; y. jr-rl  -r-sin  a.  4-  — cos  a )• 

sm  y[tn — (i  — /)«]  V J*  Jx,  / 


Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen- 
sibles, si  le  diviseur  m' — (/  — l)n  est  une  très  petite 
quantité  ; les  plus  considérables  seront  d’abord  celles 
du  moyen  mouvement,  à raison  du  très  petit  coeffi- 
cient dont  elles  sont  affectées , et  ensuite  celles  de 
l’excentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie , parce 
que  l’ordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d’une 
unité  par  rapport  au  premier  de  ces  élémens,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second,  elles  peuvent, 
par  cette  cause,  devenir  très  sensibles  si  l’excen- 
tricité est  très  petite , et  même  surpasser  les  inéga- 
lités correspondantes  du  moyen  mouvement , quoi- 


(*)  Les  termes  de  $a,  fÇ  , etc.,  donnes  n°  17,  ont  e'té  pris  par 
erreur,  avec  un  signe  contraire. 
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qu’elles  n’aient  pour  diviseur  que  la  première  puissance 
de  la  quantité  in! — (i — l)n,  comme  la  thçorie  des 
satellites  de  Jupiter  en  offre  un  exemple.  C’est  donc 
principalement  aux  inégalités  de  ces  trois  élémens 
qu’il  faudra  avoir  égard  dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaires. 

Il  ne  s’agit  plus  que  d’introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  pour 
avoir  les  formules  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé.  On  a 

v = fndt  e -f-  2e  sin  ( fndt  + e — ro) 

-f-  | e*sin  2 (/ ndt  + ê — ce)  -{-  etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  vraie  étant  celle  que 
l’on  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  l’orbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  nt  en 
fndt , pour  rendre  ces  formules  applicables  au  mou- 
vement troublé,  conformément  à ce  que  nous  avons 
dit  n°  43,  livre  II. 

Si  l’on  différentie  l’expression  précédente  par  rap- 
port à la  caractéristique  J',  en  observant  que  l’on  a 
fndt—nt- {-£,  et  qu’on  peut  supposer  fndtz=nt  dans 
les  termes  qui  sont  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisqu’on  néglige  ici  leur  carré,  en  supprimant  les 
termes  qui  après  la  substitution  des  valeurs  de  £,  J'e , 
fe,  etc. , seraient  d’un  ordre  supérieur  à /,  on  aura 

<I'«=^-|-{fê-{-£fe[2sin(n<-f-£ — «)-f-|esina(n^-f-£ — •)] 
— eS'ce  [2COs(n<-f~e — a>)-f-fecos2(n£-H-a>)]. 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  £ , ef e , 
et  eSa  leurs  valeurs  précédentes  , et  que  pour  abré- 
ger on  fasse 
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m an 


dk 


— h; 


(1  — l)n  — in  * de 

et  £ = — 'fcù  — yW  — zf’U  , on  trouvera 


3 m'(i — Z)n*  f aP'sin  4"  •' — t)  -f-  Int  •+-  /*]  * 

^ - r * 'i]*l — aPcos  [i(nrt  — nt  - b «' — «)  -f-  Int  -4-  li]  J 


[*  ( n — n ) -f- 


ant'/i 


rfP' 

aa^-sin[t(n't  — «f  -f-  i -r  «)  -f-  4-  /*] 

i(n  n)  -+-ln  ^ — a*~co*[i(ri t — nt  -f-  — •)  -f-  -f-  /«3 

— ^eÆsirt[i(n'* — nt  -4-  «' — »)  -f*  Int  + /»  + f] 

nh  siu[i(n'£  — nt  -+*  •' — •)  4-  (t  7“  *)nt-  4-  {l  — i)«  -f-  u -f-  C] 
-4- ^eAsin[i(«'t  — nt  -f-  s' — «)  -4-  (Z  — a)/ii  -f-  (/  — a}s4-2»4*  ÇJ. 

De  même  pour  le  rayon  vecteur  on  a 

y» 

- = x — e cos  {J iidt  £ — cj) 

+ ie*[i — cos  2 (fndt-\-e — û))]  + etc. 
et  en  différentiant  par  rapport  à S 

* - •><*  • ■>  1 .î i’  » 

— = — -f-  efè  /e  [cos  (nt  4-  •—•  <*)  4-  ® tes  a (ni  -f-'  ï *— • 

— eÆ»  [sîn  (nt  -f-  • — »)•+•  e sin  a(nt  -f*  • — «*)3* 

f < ^ < ....  T~.  : , ^ , , ? * ^ / . . » 

En  substituant  pour  Sa,  Se , Sco  leurs  valeurs  , on 


aura 


(G) 


J'r. -im'il — i)n  £ a P sin  [i(n't  — ni  - 4-  / — t)  -f-  Int  -f-  U]  v ^ 

g i(n — n)-4-/n  l-haP'cos  [i  (nt  — nt  -4-  •'  — «)  -f*  Int  -h  It]  9 I 

— eh  cos  [i  (n't  ~ nt  - 4-  «'  — •)  4-  Int  -h  1%  -f-  Çj  s.  (H) 

'«4-  cos  [i(n't  — nt  •+•«'  — •)  *+-  — 0 «4  -4-(/--i)i-f-  «*4-  C]  l 

-4-eAcos  [i(n't  — nt  -4-  *'  — «)  4-  (/  — 2)  nt  -4-  (/ — a)««4-3a»  4-€]«  J 

Enfin , en  vertu  de  1 équation  ( 1 1 ) du  n°  32 , le  terme 

mfkcos[i(nft — — g) -f- lnt-\-U — fca—fco>  — ojn  n] 

4e  la  valeur  de  R produira  dans  l’expression  de  la  la- 
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titude  le  suivant  : 


im'fakan 


Si  l’on  fait  maintenant  l = 3 dans  les  expressions 
précédentes  , en  observant  qu’on  a S — <P  — œ , 
et  que  pour  P et  P'  on  substitue  leurs  valeurs  en 
fonction  de  k et  de  £ données  par  les  équations 
(12),  on  retrouvera  les  valeurs  de  cTr,  JV , Ss 
que  nous  avons  déduites , n°  5 5 , des  formules 
générales  des  nos  28  et  29.  L’accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vérifié , quel  que  soit  le 
degré  d’approximation  que  l’on  veuille  obtenir,  ainsi 
que  nous  l’avions  déjà  établi  dans  le  n°,Qi  du  liè- 
vre II,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

87  .La  méthode  delà  variation  des  élémens  de  l’orbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à la  détermination  des  inégalités  qui  sont  affectées  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables  ; mais  s’il 
s’agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d’une 
planète  dépendantes  d’un  argument  déterminé , la 
multiplicité  des  termes  qu’introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
« la  latitude,  la  variation  des  élémens, «rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible  ; et  dans  ce  cas , pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées , il  sera  mieux , comme 
nous  l’avons  dit , n°  88 , livre  II , de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  l’intégration 
directe  desj  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  II , pour  cab 


/ 
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culer  le  coefficient  d’un  terme  quelconque  de  l’ex- 
pression de  R en  série , relatif  à un  argument  dé- 
terminé , un  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  , et  qui  dispense  d’effectuer 
le  pénible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  cette  manière,  sans  beaucoup  de  calculs,  les  va- 
leurs de  P et  P'  que  I on  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes;  et  ce  procédé,  joint  à la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  est  sans 
contredit  le  plus  simple  et  le  plus  sûr  qu’on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d’une  planète 
qui  peuvent  devenir  sensibles  quoiqu’elles  soient , 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons , 
d’un  ordre  supérieur  au  second. 

38.  Reprenons  les  formules  (G)  , (II)  et  (K). 

Le  cas  de  / = 3 mérite  une  attention  particulière  , 
parce  que  c’est  de  lui  que  dépendent  les  deux  grandes 
inégalités  que  l’observation  avait  fait  remarquer  de- 
puis long-temps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet,  en  supposant  que  n se  rapporte 
à Jupiter  et  n à Saturne,  si  dans  i{n  — n)  + In 
on  fait  lz=z  3 et  i = 5 , ce  diviseur  devient  5n'  — in  , 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes, 
n°  5g,  livre  II  ; de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  cette 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables, 
quoiqu’elles  soient  au  moins  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  mouvemens  planétaires,  nous 
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allons  développer  complètement  les  formules  propres 
à les  déterminer.  Pour  cela , désignons  par  m la  masse 
de  Jupiter  et  par  m!  celle  de  Saturne.  En  ne  consi- 
dérant que  les  termes  du  troisième  ordre  relative- 
ment aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  qui  dé- 
pendent de  l’angle  5 nt — int,  on  a , par  le  n°  4 > 

R = Mwe3  cos  (Sn't  — int  -f-  5e'  — 2é  — 3&>) 

-f*  Mc'3e*e' cos (Sn't — int- 4- 5e'  — ie  — 10  — ce ) 
-f-  Mwee'*cos(5n'< — mt-\-Sd  — 2€ — ce  — iw') 
-f- MCSV3  cos  ( 5n't  — int-t-5e'  — 2e — 5a') 

-{-  N(o)eA*cos  {Bn't  — int Si' — m — ce — 2II) 

-J-  Nc,VA*cos(5n'* — int-\-5t'  — it — ce' — 2II). 

Les  valeurs  de  M(o) , M(0,  etc. , étant  déterminées 
par  les  formulés  générales  du  n°  7 , dans  lesquelles 
on  fera  i — 5,  ce  qui  donne  , en  substituant  en  outre 
à la  place  de  A(l)  et  de  ses  coefliciens  différentiels , 

leurs  valeurs  e»  b a , etc. , 


f _ «« 

M«— 5 V 38oii  + '*±  + 

n'M(')=  £ ^96^.84.  ^+,5..^+..  -g-  J, 

.(  „ «F 

VMW“-ïsVoa*i  +,93“-^-+ae*,^-+-5^r  J’ 

a'MO>=  g ^ 

•'»— =r( 


a'  NO  = 
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Si  l’on  décompose  l’expression  précédente  de  R en 
sinus  et  en  cosinus  de  l’augle  5 rit  — ant-\-5i — ae  r 
et  qu’on  lui  suppose  cette  forme  : 

R = m' P sin  (5 n't  — ant  -J-  5e'  — ai) 

+ 7ra'P'cos(5n'£  — ant  + 5e  — ae) , 

on  aura 


m'a  P = a'M(°)e3sin  3»  4-  «/M(I)e*c/sin  (aa  -f-  *')  4-  a'M(a)ee'*sin  (a  4-  2a') 
4-û,M(3)e/3sin3a'4-  a'N(°)ex*  sin  (a  4-  aII)4-«,W(,)c/x*  sin  (a'4-an)  j 

et  la  quantité  m'a1  P'  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela  posé,  si  l’on  fait  1 = 5 et  i = 5 dans  les  va- 
leurs de  dV  et  JV  du  numéro  précédent,  on  aura, 
relativement  à Jupiter  , pour  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude 


. m n S 6n  dP  \ # . 

lu  = ; ■.{  -z—, #P — aa*  -7—  1 sin  {Sri t — mt  4-5*  — ai> 

5n  — a/i  \5n  — a n da  J 

mfn  / Gn  „ dP\  . j 

- °p- aa3  ?z) co* (5n  înt  + s,-2,)l 

4-  oh  sin  (5 n't  — 3 nt  -J-  5«'  — 3i  4-  <f) 

— i eh  sin  (5 n't  — ant  4-  5i'  — as  — a 4-  t) 

5 

4 — eh  sin  (5n't  — 4 nt  + 5»'  — 4*  + » 4-  t), 
a 

et  pour  celle  du  rayon  vecteur , 


,(I) 


fr 4 m'n  T «P  sin  (5 n’t  — mt  4-  5»'  — ai)  "l 

a 5 n'  — an[_-f-  «P' cos  (5 n’t  — ont  4-  5/  — a»)  J 

4-  h cos  (5n'<  — 3 nt  4-  5«'  — 3s  4-  <f) 

— eh  cos  ( 5n't  — ant  4-  5s'  — as  — » 4-  /) 

4-  eh  cos  (5n'f  — 4 nt  + 5s'  — 4*  ■+■  ® 4*  /). 


(t) 


En  supposant  i = — a dans  les  formules  (G) 
et  (H) , et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à m 
en  ce  qui  est  relatif  à m',  et  h en  h1,  on  aura  des  for- 


* 
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mules  analogues  aux  précédentes  pour  déterminer 
les  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  troublé  par 
Jupiter. 

On  trouvera  ainsi 


mn  / t5n  . <fP  \ . ..  , ... 

7 ( r— 7 (/P  4-an*  ) sin(5n  Z — 2/iZ4-5i — ai) 

i — m V5n  — an  <ia'/ 

, mn'  / ï5n’  , i/PN  . ... 

4-  r— ; I t—, nP  + îo  )cos(5n  Z— an/4-5i  — ai) 

5n  — an  \5n  — an  tza  y 

4-  a V *in  (4«'t  — an/  -K  4»*  — ai  4-  /*) 

— ^ e'/j'  sin  (5n'l  — an/  4-  5i'  — ai  — a'  4-  J'Q 

5 

4*  -erA'  sin  (3n'z  — an/  4-  3/  — ai  4-  <•'  + J'O, 


(MJ 


i 4 lomn'  T n'P  sin  (ân'Z  — an/  ■+■  5i'  — ai) 

a!  5 ri — an  |_4-  n'P' cos  (5 n'/  — an/  4-  5i'  — ai) 

4-  h' co s (■}«'/  — an/  4-  4*’  — ai  4-  i') 

— e'h’ cos  (5n'/  — an/  4-  5«'  — ai  — a'  4-  f) 

4-c'A'cos  (3n'z  — a ni  4-  3i'  — ai  4-  4-  /'). 


y (N) 


3q.  On  doit  observer  que  les  quantités  P et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs , soit  que  l’on  considère 
l’action  de  m sur  m,  soit  celle  de  m sur  m',  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

I XX  -\-yj'-\-zz 

V/(x'— J :y-\.(jr'—jry+(z—z)‘  r'S 

. . xx  -4-  y y'  4-  zz!  , . 

la  partie  — 4^ ne  produit  aucun  terme 

de  l’ordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant  de 
l’argument  5n't  — mt  en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R que  du  développement  de 

la  partie  [(.r' — xY —y)% — z)]-»  qui  est 
commune  aux  deux  planètes. 

• Il  suit  de  là  que  si  l’on  ne  considère  dans  Sv  et  JV 
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que  la  partie  qui  a pour  diviseur  (5 n' — 2«)*,  et  qui 
est  la  plus  considérable  de  ces  valeurs , on  aura  entre 
elles  la  relation 


JV  = _5-^  . JV. 


im  rra 


ou  bien  en  observant  qu’en  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  5n'  est  à très  peu  près  égal  à 2 n,  et  que 


JV 


05) 

m y a 


équation  d’où  l’on  conclura  la  partie  JV  qui  a 
(5 n' — 2 «)*  pour  diviseur  de  la  partie  correspondante 
de  dV',  et  réciproquement. 

Cette  équation,  d’ailleurs,  n’est  qu’un  cas  parti- 
culier d’une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
inégalités  à longues  périodes  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m et  m! , troublées  par  leur  action 
mutuelle , et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires , parce  qu’elle  peut  servir 
soit  à déterminer  l’une  par  l’autre  ces  inégalités,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques , soit 
à vérifier  leurs  valeurs  lorsqu’on  les  a calculées  sé- 
parément. 

On  peut  démontrer  à priori  cette  relation  de  la 
manière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R relative  à l’action 
de  m sur  m',  on  aura,  n°  43,  livre  II, 
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K — ~ Sanfdtfd'R,  j 
C=  — 5a'rifdtfd"R'.\ 

les  différences  d'K , d"R'  se  rapportant  dans  chaque 
formule  uniquement  aux  coordonnées  de  la  planète 
troublée. 

D’ailleurs , en  faisant  pour  abréger 
A = [(V  — x)%  + (/  —y)'  + (z'  — z)*J-ï  , 
on  a 

’ R = ni  (a  - "'.+■* +-!i)  , 

R'  = m (A  - îîl±^±ü'). 

Si  l’on  multiplie  par  (M-f-m')m  la  première  de  ces 
valeurs , après  l’avoir  différentiée  par  rapport  à x , 
y et  z , que  l’on  multiplie  de  même  par 
la  seconde  différentiée  par  rapport  à æ' , y' , z',  qu 'en- 
suite on  ajoute  ces  deux  produits,  on  trouvera 


, , v , f x dx,+rdr/+uhf\ 

m)mm  (a  A — ■ — — J. 


Si  dans  cette  équation  on  néglige  les  termes  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  masses  perturba- 


trices , 


X 


ce  qui  permet  de  faire  p = — 

<fV  y d*y 

—, — , — , = jf  , etc. , on  aura 

dt‘  ’ rs  dr  ’ ’ 


d‘x 

~dF  * 
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rnd'K  + m'd'K'  = mm'd  . (a  -f-  dxdx‘ +ds4r'+dtdz'y 

La  différentielle  du  second  membre  désignant  une 
différentielle  complète.  On  aura  donc  en  intégrant 

m/d'R  -f-  m'fcT R'  = mm'  Çix-^±^-±dzdz'  + a). 

Supposons  maintenant  que  l’on  veuille  déterminer 
les  inégalités  de  £ et  de  £'  qui  dépendent  d’un  argu- 
ment donné  i’n't — int,  et  qui  ont  ( i'ri — in)*  pour  divi- 
seur. 11  faudra,  dans  l’équation  précédente,  considérer 
les  termes  qui  dépendent  de  cet  argument,  et  qui  sont 
déjà  divisés  par  Un' — in,  puisque  ce  sont  les  seuls 
qui  puissent  acquérir  le  carré  de  cette  quantité  pour 
diviseur  en  subissant  une  nouvelle  intégration  dans 
les  valeurs  de  £ et  de  Or,  il  est  évident  que  le 
second  membre  de  l’équation  précédente  ne  contient 
aucun  terme  semblable,  tant  qu’on  n’a  égard  qu’aux 
quantités  de  l’ordre  du  carré  des  masses  ; en  ne  con- 
sidérant donc  que  ces  termes,  on  aura 

mfd'R  -f-  m'fd'R'  = o. 

Si  l’on  intègre  une  seconde  fois  cette  équation , et 
qu’on  substitue  pour  f dtf  d' R et  f dt  J cTR'  leurs  va- 
leurs tirées  des  formules  (i3) , on  aura 

m'anÇ  -f-  m'a'nX'  — o, 
ou  bien  en  observant  que  n — a ’»  et  n'  = «'“* , 

. m\/a^  -f-  m'  V a'  C — o , 
d’où  l’on  tirera 
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r = - . ç. 

m y a 

Lorsqu’on  aura  calculé  les  inégalités  de  £ qui 
ont  (i?ï  — in)*  pour  diviseur , cette  équation  donnera 
les  inégalités  correspondantes  de  Ç' . 

La  relation  précédente,  qui  lie  entre  elles  les  iné- 
galités à longue  période  de  deux  planètes  soumises  à 
leur  action  mutuelle,  est  la  même  que  celle  qui  existe 
en  général  entre  les  variations  séculaires  des  élémens 
elliptiques  dun  système  de  planètes  réagissant  les 
unes  sur  les  autres. 

4o.  Considérons  enfin  les  inégalités  du  mouvement 
en  latitude  : l’expression  de  R contient  les  deux  ter- 
mes suivans  : 

N(o)eÀ*cos(5/2^  — 2 nt  5ê'  — 26  — a — 2IT), 

NCl)e,Âscos(5w/^ — 2 + 5é'  — 26  — cJ — 2II). 

* S 
• •*  * 

En  vertu  dë  ces  termes,  on  aura  pour  les  inégalités 
de  latitude,  n°  56. 

am'nn  T cxlNC0)  sia  ( 5n't  — 3 ni  -4-5/  — 3*  — » — n)  “1 

S 5/*' — an  [_  -f-  e'xINC1)  siu  (5 n'i  — 3nt  -f-  5/  — 3t  — u — n)  J 

. « % 

En  changeant  dans  la  formule  (K)  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à m dans  ce  qui  est  relatif  à m'  et  réciproque- 
ment , et  en  observant  que  ]\'Co)  et  N'co  désignant  ce 
cpae  deviennent  N(o)  et  1N^  relativement  km',  on  a 

T,  flO  N/(,)= — ™ Nco,  on  aura  pour 
l’inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
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de 


m 


SWs:  q 

. ’xman  m J"  exl\(0)  sin  W*'t  — sn*  *4-  4^~  5S  — « — n)l 

5 n'  — a/t  m!  e'xNC*)  sin  {\n'l.  — ml  -f-  — ’Jt*  — «' — II)  J’ 


il 


n désignant,  comme  dans  ce  qui  précède,  la  longitude 
du  nœud  de  l’orbite  de  rri  sur  l’orbite  de  m . 

• • • f .»«  ï J 

Ces  inégalités  peuvent  s’élever  h ^ à peu  près  pour 
Jupiter,  et  à io"  pour  Saturne.  Ce  sont  les  seules 
inégalités  de  la  latitude  dépendantes  du  produit  des 
excentricités  et  des  inclinaisons , qui  soient  sensibles 
dans  le  système  planétaire. 


i 


m 

On  a vu , dans  le  n°  33 , que  la  valeur  de  J’s  in- 
troduit dans  l’expression  de  la  longitude  rapportée  a 
un  plan  fixe  le  terme  — tang  ç£s  cos  (y, — fl),  en  subs- 
tituant donc  pour  JV  sa  Valeur,  il  en  résultera  un 
terme  dépendant  de  l’angle  §nt  — 2 nt  qui  devra  ètrè 
ajouté  à la  grande  inégalité  qui  affecte  la  longitude 

de  m : mais  ce  terme  est  insensible  pour  Jupiter  et 

c . « in;  *• 

pour  Saturne.  , 

41 . On  déterminera,  au  moyen  des  formules  précé- 
dentes, toutes  les  inégalités  de  l’ordre  des  cubes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  qui  dépendent  de 
l’angle  5n't — 2 nt , et  qui  peuvent  devenir  sensibles 
dans  les  longitudes,  les  latitudes  et  les  rayons  vec- 
teurs de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  vertu  de  la  com- 
mensurabilité  approchée  de  leurs  moyens  raouve- 
mens.  Comme  les  inégalités  du  mouvement  en 
longitude  sont  très  considérables,  il  sera  nécessaire, 
dans  JV  et  JV , d’avoir  égard  aux  variations  séculaires 
des  élémens  elliptiques  de  m et  de  m' ; pour  cela, 
dans  les  expressions  de  ces  deux  quantités , à la  place 
de  a'T  et  de  a' P',  on  substituera  les  séries 
Tome  III.  *2 
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. 1 » 


„ , 2<J</P  _ 3«</P 

• ' (5n'  —i.n)dl  {5ri  — p.n)dtr  , 

! • • „ WP  ' 3 JP  

r.  (5rt'-^aw)rf/  (&fc<m-^)3l^;Jir,!';:K-  y. 

/fP  tfP' 


..*  * * 1 * clt  et  r cil. 

et  l’on  déterminera  les  différences  -j . , -^r  > ^7  > 

ii*P'  ï » , ..1*  (i-  «r  •'  * - .■  l •: 

7 comme  ôn  Ta  explique  n*  29. 

^îiiD  après  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
les  inégalités  dépendantes  de  1 angle  5 nt  — ont  doi— 
vent  su  reproduire  parmi  les  termes  du  ci nquiem& 
ordre  relativement  aux  excentricités  çt  aux  incli-p 
liaisons , et  la  petitesse  du  diviseur  5ri  — on  oblige 
Ravoir  égard  à ces  termes.  Il  sera  facile  de  les  déterr 
miner  par  les  formules  precedentes  du  rpoment  que 
l’on  aura  effectué  le  développement  des  termes  du 
mnquiènie  p^e'^e  la  fonction  R qui  dépendent  de 
l’angle  5n't — an*  ; pour  cela  il  suffira  de  faire  ic=5 
dans  l’expression  de  R du  n*  i6.0n  aura  ainsi 

. i R «ti Mc<& éo$(5 rit •—  2 nt 5.è!  ^ ari^àJ^^sri)  i >1 

. , ) j dos  (Sri  t •^ant  2*  f*-  ^*0  : : } ' 

> !d — tri  ^ i&yil 

. y, y -tapM^cos  &)  : y • 

- . ,f' lu^iyi^eos r- 2Wt-4-5â/^aé^3de/) 


im  un 


t,  y n c0s(5  rit^2tit  -J-  Si' -+±24 —fyri  -Ha) 1 

i .- •>  î.q-» fco&(5/i,i- — 2nt-t- 5^— 'âk -^2# 

, ‘t'iînipl#»  tte(5rit a«e4-  5^~ 

2/ii5+5ê^^2É^  2n) ,ï--> 

, cos  (Srit^snt^Srè'^ÿè^ 

"j ' ••‘ci cos{5ft!t 4ny  -<i 
-f-NC5)  cos  (5n'f  — 2«<  -h  Sê^ai-^ 
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et  pourde'teiminer  les  quantités  M«  M<»  etc.,  on  aura 


-M56«> 


( , ,(«> 

m'eVI  , (6)  ‘ * "*i  d'h, 

' ~ÜS"l  4n48*i  +i83gj«-~.  +i78o«*— -i_. 

TT  J' 

, f ,,<•> 

me*  f (»> 

*ar  V,,84oAi+656o‘-3r+^ 

d»4<S>\ 

'■aJ-J 


j..» 

</*» 


— aG«t< 


«**<? 


-,W_|L  I 


I ( m'g»e'»| 

«'M<W  ‘9’  V 


(5)  — 

38oooi,  +ifi4o«— -î-+,,80a. 
& «« 


<*> 


3?— a3of-«sr 


— 3îa< 


'«V> 


m'ae>x* 


^ Lj54li|+Ai  ) + aM^.j_î-+._XJ 

i m'«v/  (<) 

r~^rl,n7a8V 


■«»  -JL  I 
«/««  y 


. -f-54;,î« 


<U  n 
d<4<4> 


6o*’-T-f Îl6*>— j 

««*  </«î 


— >9«4-j-7 «*— _L  ) i 

d«<  d«5  y 

db,  d'b\  ‘ d')i  ‘* 


I mW‘|  (4)  aoi  «J»*' 

3J3o8Ai 

— 3J«4  — — î ,1 ï_  I 

_ </«<  <i«5  / 

I f /"  (J>  (h  >. 

| w'*e*eV  „A  /.(>)  .(5)^  | <W_»  Y 

[ — Sr-L*^  +*|  )+H-dh+-^- J 
!V“*  rf«.  + j J. 


12., 
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m 


ee  * 


ï73484>>+io59ï«^f ’>G6a'~dïï~i9i*,~dïï 

% » • 


aif» 


■ an? 


d*b[*‘ 


iga 


d*b{P 


— 38** 


+ 


m 


e3ef%  j 


d** 

a>? 


d'h*? 

a 

d&s 

d>b? 


dH? ' 


«'MO)= 

> X 


138 

f f 

\ * - j 


88444i)+39o6»-2^ — 348“’_5?  <i») 


d<if> 


— 32** 


d** 


— *s 


128 


595(4>+^|  )"*“a45y*  "+" 


r 


d *43> 

a 

d*5 

d^ 


di^  X 


,+  2*9 


*4° 

’-d^ 


+* 


mV5 

76b 


30367  » / +7«3«-g^~io94*’-^ 48«J 


d‘4’» 


«Pi'’1 


I 


-4  «‘-35— ‘-asr/ 


a'M(<)=< 


m'e*^3 

*9* 


( 


db\ Ia> 


d’4* 


d»4a> 


v 'A 


6324Y-H*o36*  923*»-^- —359* 3 ^ 

<#*4?  ****  A I 

f 


— 35** 


d** 


I — 

; 

/ '«v 


T?l'*c'3Xa 


384 


590^4  ^ -f- 255  ^ * —^  ^ 


d** 

d4° 


<3) 

4i 

a 


rf*4° 


4*  3o 


m'cc '* 


d*’ 
.(«> 


j**?’ 

* +‘,rfiT' 


f4"  *J 


€£*4° 


^s43) 


d^,0 


d** 

d»i« 
2 


+ *2 


d** 


44° 


768 

j (v,tU 

H 


3,384V'-i3.^-,556.*^-438«» 


d<4° 


d-if» 


> i- 


-38‘4d?-“‘5^ 


■au 


1*  * 

i a*  * 
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: • • / mV  ■ ■ +hf  • 

{■  T / 
i me tel * 3 *x*  I ..  (O 
] 5 — V ibobi  - 

no>=J  ,î8  v 1 

-W  686iV 

64  \.  a 


dl?  <J»4 

4-  a<x— 1 1 a* 


rt'N(v= 


64 

m'«e'3x* 

128 


cUl* 

**« 

. L. 

«/« c* 


dcL3 

d>bw 


WN  -, 

U) 

ni 

» y v 

r « *»« 

V 81063  -f*a3«—~ 18**-— x3 — — / 

V.  ï a*  rfct*  rf*3 *  y 

I , , f m dt?  d-b?  *b?\  | 

gj— Vj4°*i  -i0*-dT-'u‘lür—t,-3ïrJ  >. 


cLa 

db? 

-dT 

db(P 


aTl N0)= 

v<  fa\  •>(>  i 

i 

a']N(5)= — 


T28  \ 

856  — 

» a 

db? 
85a— 7^- 

dcL 

3m/A,e'x<  ( 

9*!°  — 
^ » 

m 

a56  \ 

d*  y 

(3> 

db\ 

a 

• 

a56 

d*  - 

*4’’  rf'4!|>\ 

'*'lüd~“''-dÙ~  J ’ 


lc| 


Si  l’on  décompose  les  sinus  et  cosinus  de  l’expression 
de  R en  sinus  et  cosinus  de  l’angle  Mt — 2nt-\-5t' — 2g, 
on  donnera  à cette  fonction  la  forme 


♦.,#  1 • * . , • 

m'Qsin  (5nt  — 2 nt  -{-  5g'  — 2g) 

+ m Q'cos  (5 n't  — 2 nt  + 5g'  — 2g) , 


y fi 

! 0 


et  pour  déterminer  Q'  on  aura 


=*=  a'MW  cos  (4«  — a/)  4-  a'M(')  cos  3«  -f-  «'M(*>  cos  («'-f-  2») 

4-  a'MO)  cos  (a«'4-  »)  4-  «'MO)  cos  3»' 4-  «'M(5 *)  cos  (4»'  — •) 

4-  û'N(°)  cos  (an  4-  2a — fl»/)4-<ï/K(')cos(2n4-a»)  4“A'N(*)cosi'an4-a') 
4-  a'NO)  cos  (an— «4.2a')4-«,IN(0cos  (4n— »')4-«'K(5)cos(4n— a), 


et  Q sera  donné  par  la  même  équation  dans  laquelle 
on  changera  les  cosinus  en  sinus.  ,,  ; 


Digitized  by  Google 


i8*  THÉORIE  ANALYTIQUE 

En  substituant  ces  valeurs  à la  place  de  P et'P*  dans 
les  formules  (R)  et  (L),  on  aura  là  partie  de  la 
longitude  et  dn  rayon  vecteur  de  Jupiter,  du  cin- 
quième ordre  par  rapport  aux  excentricités  ef  rela- 
tive à l’angle  5 n't  — ant. 

Les  inégalités  correspondantes  de  Saturne  se  déter- 
mineront de  la  même  manière  au  moyen  des  for- 
mules (M)  et  (N).  Soit  Q,  et  Q',  ce  que  deviennent  Q 
et Q'  par  rapport  à Saturne,  on  aura  relativement  à 
l’action  de  Jupiter  sur  cette  planète 


R'  = 77iQ,  sin  (5rc' t — %nt  + 5e'  — 2 e) 

-|-  wQ',cos(5rc7  — 2nt  -4-  5i  — 2s), 

/ * * \ • * 1 
k 

On  substituera  m'Qt  et  mQ',  à la  place  de  mP  et  de  mVf 
dans  les  valeurs  de  JV  et  de  JV,  et  l’on  aura  les  iné- 
galités de  ces  deux  quantités  qui  dépendent  à la  fois 
des  cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  de  l’angle  5rit  — 211t. 

M(tjÇonpiîe  cette  partie  (Jes  deux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne  est  peu  considérable  rela- 
tivement à celle  que  nous  avons  déterminée  dans 
le  numéro  précédent,  on  pourra  se  borner  à en 
calculer  les  termes  principaux.  Ce  sont  ceux  qui 
sont  affectés  du  très  petit  diviseur  (5 ri  — 2 n)% , et 
qui  sont  introduits  dans  l’expression  de  la  longitude 
par  la  variation  du  moyen  mouyement,  On  pourra 
donc  ici  supposer  simplement  • N * * 


«,  «f v a»  — 3 ajndtf  d' R , ' 

Wn’dtfdl l»  , - , 

; • ‘ 1 

et  par  conséquent  on  aura  encore  entre  les  termes  des 
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deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  qui 
dépendent  des  cinquièmes  puissances  des  excentricités  # 
et  des  inclinaisons  la  relation  ordinaire 

JV*»  — • JV..V  , /:  .• 

d’où  l’on  conclura  immédiatement  la  partie  précé- 
dente de  la  grande  inégalité  de  Jupiter,  lorsque  la 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne sera  déterminée. 

Il  est  aisé  d’ailleurs  de  vérifier  la  relation  précé- 
dente dans  le  cas  que  nous  considérons.  En  effet, 
d’après  la  nature  de  la  fonction  mR , les  termes  de 
son  développement  qui  renferment  la  quantité  A(l) 
et  ses  différences  sont  les  seuls  qui  ne  sont  pas  com- 
muns aux  deux  planètes,  en  sorte  que  la  quantité 
est  la  seule  dont  les  valeurs  différeront  dap$  les  ex- 
pressions en  série  de  t»R  et  de  ?»  R',  Lorsque  l’on  con- 
sidère l’action  de  m sur  m on  doit  faire,  n°  34  » 

' '!  6'°  :'a  ' 

A(l)=  —, — — r:  , et  dans  le  cas  où  l’on  considère 

a a 1 

■ • ,0> 

. à±  a'  . 

l’action  de  m sur  i)  faut  faire  Ac,)  = —, -.  Si 

/ . - a a ■ 

' • > J 


• \ , L 

l’on  suppose  donc  simplement  A(,)  = ~ , on  aura 

rigoureusement  mR  = m'R',  et  par  conséquent  Q=Q, 
et  Q'  = Q,  ; il  faudra  ensuite  dans  les  termes  dépen- 

dans  de  A10  et  de  ses  différences , faire  A(,)  =s  — , 

ce  qui  ajoutera  à la  valeur  de  M(o)  la  quantité 
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— • m'  ; et  quand  on  considérera  l’action 

de  m sur  m' , il  faùdrâ  faire  A*1*  ^ , ce  qui 

ajoutera  à la  valeur  de  Mtu)  la  quantité — m!  ^ 

Mais  par  le  rapport  qui  existe  entre  les  mouvemens 
moyens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  a,  à très  peu 

près»  ' . . 

5oo  . ^7  =s  3 1 a5  , -tt**  . ... 

S1A  7 /»' 


Or  71 

En  effet,  = — , et  comme  5rï  est  à fort  peu 
. , . , j,  n'a  4 

près  égal  a nnx  on  a — = -,  par  conséquent. 


5qo  = 3 125 


55  4t. 


La  valeur  de  M(o>  est  donc  la  même,  soit  que  l’on 
considère  l’action  de  m' sur  m , soit  que  l’on  considère 
l’action  de  m sur  m'.  Les  formules  qui  déterminent 
la  partie  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, dépendantes  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités , deviennent  donc 

. 6m  n*  r , «Qfsin(5n'£ — 2nt-+r5t'~  2*),i 

(5n'— 2«)*  ‘ l — aQcos(5re'i — snt-i-5t'-  a j)  j* 

• r, 

. , 1 5mn'a  ( <ï'Q'sip(5w'< — an<-f-5*'— at),|, 

V (5 ri —7.n)%  ' ( — a'Qcos(5n'< — — ae)J* 

i.’  , • ■ H:.\  ;.*  : \ ••  ri.,. 

Et  l’on  pourra  conclure,  par  conséquent,  la  valeur 

précédente  de  JV  de  celle  de  JV,  en  multipliant 

».  . 5 mn'aà'  . , . ml/a 

celle-ci  par ; , ou  simplement  par- 

r ,2 m n’fl  7 ..  r , 


m! y a' 
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45.  On  ^encontre  dans  la  théorie  de  Mercure  troublé 
par  la  Terre  une  inégalité  du  troisième  ordre , à 
laquelle  il  faut  également  avoir  égard  , parce  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  nt 
et  n't  de  ces  deux  planètes,  rend  très  petite  la  quan- 
tité nt — l±n 't , et  peut  rendre  considérables,  par 
conséquent , les  inégalités  dépendantes  de  cet  argu- 
ment. Toutefois,  comme  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d’importance,  il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  affectées  du  petit  diviseur 
( n — 4 n'  Y 9 e*  sont  introduites  dans  l’expression 

de  la  longitude  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m et  m! 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
la  Terre  , on  aura 

/ *i 

<f v = — 3 an fdtf  rf'R. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R on  n’a 
égard  qu’aux  termes  qui  dépendent  de  l’angle  \n’t — nt 
et  qu’on  suppose 

* \ 1 • * ‘ 

R = m!  P sin  ( /\n’t  — nt  + 4 *•'—«) 

•V'  » ,i  -f-  tu P'c0s(4/i't  — nt ■+- 4s'  — é)  , . 


on  aura 


•.  j . u(y  s 


•o»r  VH.- 


• t\: 


1 \ 


. 3m  n*  f âP'sin(4 n't — nt  fy! — «)V • • 

° v (4”  — ■ ")*  * l — aPcos(4re,f — nt  + 41' — *)i" 

I I i 


•lî**»  !l  > * 1*  - \ i 


iv.  1 


1 1< . 


t‘> 


En  faisant  t i — A dans  les  formules  du  u°  ,7,  on 

. f » TTT  \fr  • 7.  y ; , » • |T . ; . I ; % . • } ,t  . . # f i I * F “ % • I 

trouve 

- 't.hl  • 1!  > *•»  , , 


• • r * 

• 1 * » 


• * t 


; # t : 


•••fO*!».  JJl  tl«)  , <\\ j ;;  f.  ; ••  1 
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1 ' A.  = lVV^e*  cos  — n/  4-  4 **  — « — ' 3d»)  ' ? 

: ' -f-'M{kV^c6s(4»'*  — ni+/\i  — e— 2W — À')  :1 
1 ’ 4-'M^e'^c0s{4^ï — nt-\-4i" — i — 0—2»') 
iiX  cos  (4n't  — nt  + 4e' — *—  5tf) 

4-  NweÀ<  cosf4^  — nt  -f-  4^  — * — » •*“  2ÏÎ)  u 

: ‘ '-f-  N1’ VA‘  cos  (4«'/ — ni  4-  4e  — an). 

: .**  4i  r.  ...  P 1 , il,  >i>. 

Et  ppwr  4étçrminer  M(o),  Mco,  etc. , on  aura 


1,1)  f.Tlllil'  u 


,/  •’  tâ'  ,jr‘  V'' 


lîv'MrlVl 


d>b'? 
I 
d*f 


, / ...  rfi',  ' Mb',  ' ‘ 

, >rt  r.  • : f*'  >»  ,,Tt,  • ;■••  ... 

i>  !'  '*  nrv.fr  (\  w ....  Y •'« 

n'MC*)= — — • \ i5 tbL  +'o8*-£-+io*‘-j-r  + «’-j^r  J, 


f „(■)  ,,,(■>  ,.,C'>\ 

. I ,,  ...  Ml  d'b,  d>bL  \ 

«^0)=  p.  v .4»6±  +■  T4*-377+a;^^-+  «’-^T  ) * 

-.11  i:.»  i'!  i‘<>iv.:i  /i  . ‘!i  ;a^- V ;«■!•..'•/*  :•! 

* « -g^y»!  • > î y »j , i r V;  - 


.(•) 


(*)  \ 


li  *.  I* 


-=X?\?Î  f-*  TRVt  -.  Tv  ,*« 

En  comparant"!»  valeur  précédente  de  R à celle 
que  nous  lui  avons  supposée  , on  trouvera 


mVPBa'MMs'  «ifl3»+«'M<0«*e'8m(-**4-  «')+  a'M<*>ee'*«in  (la'-4-a) 

+ a'MC’le^âinSM'-f-a'lN  <»)«>. * «in  (a  -H»n)+a/K<OeV»in  (•'  +»n), 

; » — )A — ■-  . ■ - 

et  l’on  aura  pour  déterminer  m'a1  P',  la  même 
équation  , dans  laquelle  on  changera  seulement  les 
sinus  en  cosinus. 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres  , et  en  subs- 
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tituant  ensuite  pour  a! P et  à P'  leurs  valeurs  dans 
l’expression  de  JV,  on  aura  sans  difficulté  la  partie 
principale  de  l’inégalité  de  Mercure  produite  par  l’ac- 
tion de  la  Terre.  Cette  inégalité,  au  reste , ne  s’élève 
guère  à plus  d’une  demi-seconde  dans  sa  plus  grande 
valeur  ; les  termes  que  nous  avons  négligés  peuvent 
donc  être  omis  sans  erreur  sensible. 

44.  Il  existe  dans  la  théorie  de  la  Terre  troublée  par 
Vénus  une  inégalité  dépendante  de  l’angle  8nt — 1 8n'ty 
et  par  conséquent  du  cinquième  ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  à laquelle  il 
faut  avoir  égard,  parce  que  8tz  — iZn1  est  une  très 
petite  quantité,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes.  En  effet  , 
l’excès  de  huit  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus 


sur  treize  fois  celui  de  la  Terre , est  d’environ  la  xîro 
partie  du  moyen  mouvement  annuel  de  la  Terre  ; 
et  cette  circonstance  donne  lieu  à une  inégalité  dont 
la  période  est  de  2^0  ans  environ,  et  dont  l'influence 
est  très  sensible  lorsque  l’on  compare  entre  eux  des 
lieux  du  Soleil  observés  à de  longs  intervalles.  Pour 
la  déterminer,  supposons  que  m soit  Vénus  et  m!  la 
Terre;  comme  cette  inégalité  est  peu  considérable, 
on  peut  négliger  les  termes  qui  n’ont  pas  (i5 vl  — 8n)* 
pour  diviseur , alors  si  l’on  suppose 


R zt=  m'P  sin  ( 1 3 rit — 8nt  + 1 3^  — 8e) 


; — + ra/P/cos(  1 5 n't — 8 nt  -f-  1 3 e'  — 

.(ri  j\  — — *8 — '•?  1 + U\&  — V*\c  1 ) 20 o 

on  aura 


80, 


À' 9 


>»4- 
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. 24 m'n*  f aP'sin(i3n't — 8«H-i3e' — 8e)i  ’ 

^V~~  (>3n' — 8nÿ * \ — dPcos(  1 Zn't—8nt+i3e'—8i) > * 

r,  , 39 rnn*  f a'P'sin(i3«'« — 8n«+i3ê'-8ê)| 

(1 3 n' — 8ny  ’ | — — æTcos(  i 3 n't — 8nH-i3e'-8e)J 

les  valeurs  de  P et  P'  étant  les  mêmes , soit  que  Ton 
considère  l’action  de  m' sur  m,  soit  que  l’on  con- 
sidère l’action  de  m sur  m!,  et  1 3n'  étant  à très  peu 
près  égal  à 8n,  on  aura  entre  JV  et  JV  l’équation 
ordinaire  de  condition  ’ • > 


m't/  a' 


En  faisant  i=  1 3 dans  les  formules  du  n*  g,  on 
aura 


R =s  M^e5  cos  ( 1 3 n't  — 8nt  -j-  » 3e' — 8e — 5 a) 

-f-  Mc,,eVcos(i3n/f — 8nt+  i3e' — 8e — 4 ® — &>')j 
_f_  MC*)ese'*cos( , ^n'i  — 8nt-\-  1 36' — 8ë — 3 a — ae/) 
~h  M(3)e*e'3cos(  1 3 n't- — 8 nt  + 1 3 1' — 8e' — sa — 3 a') 
, ■+►  Mc*W4cos(i5n'* — 8nt-\~  i3t — 8e — a — 4^0 
4-  M(5Vscos (i3»'i  — 8nt  4-  i3ff—8«— 5®') 

« -f-  Nwe*A*  cos  ( 1 3 n't  —8 nt-\-  1 3e'  — 8*  — 3a — ail) 
-f-N^e'e'  A*cos(  1 3 n't — 8nt-+-i3e' — 8e — sa1 — a — ail) 
Nc*WmA*cos(i  3n'« — 8nt-\-i3e' — 8e — a — sa'-sïl) 
4-  N<sVJA*cos(i  3n't—8nt  4-  1 3e'— 8e—  3»'— an) 
4-  Nc+)eA  *cos  ( 1 3 n't  — 8nt  4- 1 5e' — 8e  — a — 4^) 

H-  NC5Và4  cos(i  3 n't  — 8nt  + , 3t'— 8e—  a—  4n). 

1 ' : * \ 

et  l’on  trouvera 
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d‘b\ 


(i°) 

dt\ 


r 

aW,=- Il  V ,,,49*T  +,6"tt  - rfir  y, , 

, / rfif  rf-^9> 

«*N<*)=  +.9M«-3^  +78-*-^  +*'szr  J ■ 

= — TsTV  f +a—dT  J’  i-îfc 

^ s™'»,  f .'.(■•>  ^ry 

(I)=+^r  Va7iJ  +‘lr/  ■ ^ 


«W) 


aW) 


* / 

En  comparant  entre  elles  les  deux  expressions  pré- 
cédentes de  R , on  aura 

! -V  . ' . ‘ • 

»u,^'P'=  o'MWe5BO»  5®H-a'M4,)e<e,co>  (4»4-*>')4-“,M.(*)e>e''co*  (3 «4-a»') 
4-  a,M<s)e,e'3co*(ï»4-3»')4-fl'M(eee'<co»(«H-4“,,)'^"<,,M(s)e'tco»  Sw7 
4-  ■/Ht°)eV  co«  {3®-f'>n)4-«'N(Oe*e'x’co»  (ia  -+- »'4-  an) 

-|-  n'I'Ka)ee'*X’cos  (®  4-  W+  an)  4-  o'NC3>e'1x*co»  (3b'4-  jH) 
-f-a'NU'ex*  co *(«  <n)  + a'NOe'x^co»  (</4-  4n)  j 

t 

et  f>our  déterminer  P il  suffira  de  changer  dans  cette 
équation  les  cosinus  en  sinus. 

En  substituant  ensuite  ces  valeurs  dans- les  expres- 
sions de  JV  et  de  JV,  on  aura  la  partie  la  plus  sen- 
sible des  inégalités  de  la  Terre  et  de  Vénus,  résultant 
de  leur  action  réciproque  et  dépendante  de  l’angle 
i3 rit — 8 nt.  , . _">■  , 1 

Ce  calcul  n’a  de  difficulté  que  son  extrême  lon- 
gueur» C’èst  à M.  Airy,  savant  professeur  de  l’Univer- 
sité dé  -Cambridge , que  l’on  doit  la  découverte  de 
l’inégalité  précédente.  11  est  remarquable  que  la  prin- 
cipale partie  du  coefficient  de  cetté  inégalité,  qui  s’é- 
lève à près  de  &"  pour  Vénus,  et  à 2"  seulement  pour 
lés  Terre,  résulte  des  termes  dépendans  de  l’inclinai- 
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son  mutuelle  des  orbites , termes  que  l’on  n’avait  pas 
suffisamment  considérés  jusqu’ici,  et  parmi  lesquels 
on  avait  même  cru  pouvoir  négliger  tout-à-fait  ceux 
qui  renferment  les  puissances  des  inclinaisons  supé* 
rieures  à la  seconde.  Les  termes  qui  dépendent  unique- 
ment des  excentricités  se  compensent  au  contraire  de 
telle  sorte,  en  vertu  de  la  position  actuelle  des  péri- 
hélies des  deux  planètes , que  leur  ensemble  ne  fôür-*- 
nit  qu’un  résultat  à peu  près  insensiblé.  On  Voit  pué 
cet  exemple  qu’il  était  nécessaire  de  donner*  au  dé- 
veloppement de  la  fonction  R toute  l’étendue  à la-- 
quelle  nous  l’avons  portée,  et,  en  même  temps,  qiié 
nos  formules  suffisent  jusqu’à  présent  à tous  les  cas 
/ qui  peuvent  se  présenter. 

45.  Dans  le  chapitre  IX  du  livre  II  nous  avons  donné 
les  expressions  des  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  de  m,  en  portant  l'ap- 
proximation jusqu’aux  premières  puissances  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons j ce  qui  suffit  datis  là 
plupart  des  cas.  Au  moyen  des  formules  précédentes, 
on  pourra  pousser  les  approximations,  aussi  loin 
qu’on  vaudra  : et  nous  avons  donné , en  particulier, 
l’expression  des  termes  dépendans  do  carré  des  ex-^ 
centricités  et  des  inclinaisons,  et  celle  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  tenant 
même  compte  des  termes  du  cinquième  ordre.  11  est 
rare  que  les  besoins  de  l’Astronomie  exigent  dau. 
vantage;  on  aura,  en  tous  cas,  recours  aux  formules 
générales,  et  les  considérations  qui  obligeront  de 
calculer  quelque  inégalité  nouvelle,  serviront 1 à etl 
faciliter  la  détermination.  Les  diverses  inégalités  dé 
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r,  v,  s,  ainsi  calculées,  s’ajouteront  l’une  à l’autre, «n 
vertu  de  ce  que  les  équations  qui  les  déterminent  sont 
linéaires,  et  Ion  aura  pour  le  rayon  vecteur,  pour  la 
longitude  et  pour  la  latitude  dans  l’orbite  trou- 
blée/-' \ . .«i.-i  ‘ iy- ; ! ;• 

• r -f - JV,  v 4-  S'v , s H-  é's, 

'*  1 ' 'il  ti ) - ! . . ..  x|  '1  .!,  ;i  1 1 r . ty  , •(•  y i->.  y”  >i 

OÙ  r>  v , s , désignent  le  rayon  vecteur,  la  longitude  et 
la  latitude  dans  l’orbite  elliptique,  et  eTr,  dV,  J's,  la 
somme  des  .inégalités  dont  ces  trois  expressions  sont 
affectées.  Ces  trois  derniers  quantités  seront  compo- 
ses de  termes  de  cette  forme  ..îo/Vj  ÿ|;  ' 


r'.*'*  J *î  ijl  M . , . f f.»5rrî-  ! tj 

'*  sin  P (»'*  — n*  -f-  e'  — s)  + g«<  + ge  + .A]  » , . 


y T"  ; Ucii  - j ;i  'f.f 

g étant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro , et  k 
une  fonction  des  excentricités  ou  des  inclinaisons  de 
l’ordre  g,  ou  d’un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre,  etc.,  unités.  ,;p.  . \ ( ^ 

. En  effet , il  résulte  des  lois  du  développement  de  la 
fonction  R,  et  des  formules  qui  déterminent  les  iné- 
galités-planétaires, > que  si.  une  inégalité  dépendante 
d’un  argument  déterminé  se  présente  pour  la  pre- 
mière fois  parmi  les  termes  de  l’ordre  g,  elle  ne  se 
présentera  plus  ensuite  que  parmi  les  termes  de 
l’ordre  g -f*  a,  g-+-4,  etc.,  et  ainsi  de  suite.  On 
pourra  <lonc  juger  facilement  à.quel  ordre  appartient 
une  inégalité  dépendante  d’un  argument  donné, 
Chacune  des  planètes  .perturbatrices  ra! , qï!,  etc, 
produira  des  termes  semblables  aux  précédées  >i<rt 
la  réunion  de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  conn 
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plète  du  rayon  vecteur  de  m et  des  inégalités  de 
son  mouvement , soit  en  longitude , soit  en  la- 
titude. X 

Dans  l’un  des  chapitres  suivans  nous  donnerons 
les  résultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
mules précédentes,  relativement  aux  sept  planètes 
principales,  et  nous  présenterons,  avec  une  exactitude 
suffisante,  la  détermination  de  leurs  principales  iné- 
galités. 
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CHAPITRE  IY. 

. . * ' J •:»  . i*  I A».  J . * 

) • • • . • *: 

Inégalités  dépendantes  du  carré  des  forces 
perturbatrices. 

46.  On  est  quelquefois  obligé , dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires,  de  porter  les  approxima- 
tions plus  loin  que  nous  ne  l’avons  fait  jusqu’ici , et 
de  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  La  méthode  la  plus  simple  que 
l’on  puisse  employer  pour  les  déterminer,  est  celle  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  for- 
mules du  mouvement  elliptique.  Il  est  toujours  fa- 
cile, en  effet,  d’obtenir  par  ce  moyen  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d’une  planète,  lorsque  l’on  connaît  les  inégalités  cor- 
respondantes de  chacun  des  élémens  de  son  orbite  ; 
on  n’aura  pas  même  à craindre  ici  que  la  compli- 
cation des  formules  nuise  à leur  usage , parce  que  les 
considérations  qui  obligeront  à avoir  égard  à quel- 
ques-unes des  inégalités  du  second  ordre,  permet- 
tront toujours  d’en  négliger  le  plus  grand  nombre, 
comme  absolument  insensibles. 

Nous  avons  présenté,  dans  le  n°  61  du  livre  II , 
des  formules  qui  donnent  les  variations  du  grand 
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axe  et  du  moyen  mouvement;  en  ayant  egard  aux 
termes  dépenda ns  du  carre  des  forces  perturbatrices, 
déterminons  de  la  même  manière  les  variations  cor- 
respondantes des  autres  élémens  de  l’orbite  ellip- 
tique. Pour  cela , en  indiquant  par  J'  les  variations 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  masses,  il 
faudra,  dans  les  formules  qui  donnent  les  variations 
des  élémens  de  l’orbite  de  ro  (n°  42 , livre  II),  substi- 
tuera la  place  des  élémens  que  ces  formules  renfer- 
ment leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
où. , £ , cf e , etc. , et  R -+-  R à la  placé  de  R , en 
nommant  efR  la  variation  de  la  fonction  perturba- 
trice correspondante  à celle  des  élémens  de  l’orbite 
elliptique  que  cette  fonction  renferme,  et  dépendante 
simplement  de  la  seconde  puissance  des  forces  per- 
turbatrices ; en  sorte  qu’on  a 

* ' ' ‘ . » ' » * i 


dR  " ,/R 


<*< 

r/R 


^R. 


</R 


da 

r + déta'+  ~ //. 


(«) 


Nous  avons  désigné  par  fif'R  la  différentielle  de 
la  fonction  R prise  par  rapport  aux  coordonnées  de 
la  planète  troublée,  et  sans  faire  varier  celles  de  la 
planète  perturbatrice  ; lors  donc  qu’on  aùra  substitué 
à la  place  des  coordonnées  de  m et  de  m!  leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leurs  orbites, 
augmentées  de  leurs  variations , on  aura  la  différen- 
tielle d'( R efR)  de  la  fonction  résultante,  en  diffé- 

rentiant,  par  rapport  au  temps  introduit,  par  les 
coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs  va- 
riations, sans  faire  varier  le  temps  dépendant  des 

1 5., 
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coordonnées  de  la  planète  perturbatrice  ou  de  leurs 
variations,  conformément  à ce  qui  a été  dit  n°  Go 
livre  II.  Quant  aux  différences  partielles  de  la  fonc- 
tion R-J-J'R  relatives  aux  élémens  de  l’orbite  ellip- 
tique , qui  entreront  dans  les  formules  qui  détermi- 
nent les  variations  de  ces  élémens,  pour  montrer 
comment  on  les  obtiendra , désignons  pour  un  mo- 
ment par  R cette  fonction , et  par  a = a -f-  S'a  l’un 
quelconque  des  élémens  de  'l’orbite  de  m aug- 
menté de  sa  variation . ^ sera  la  quantité  qu’il 

da 


dR 


faudra  substituer  à la  place  de  ^ dans  les  for- 


mules du  n°  l\i  du  livre  II,  lorsqu’on  aura  égard 
aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses , mais 


il  est  clair  que  la  valeur  de  — est  égale  à celle  de 

da 


— , dans  laquelle  on  substituerait , à la  place  des  élé- 
mens de  l’orbite , leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
variations;  en  sorte  qu’on  aura 

dR </R  . JR 

da  da  ‘ da' 

Or,  d’après  la  valeur  précédente  de  «fR,  il  est  aisé 
de  voir  que  l’on  a 

n dR  _ d.i R 
d’da  ~ da  ’ 

la  différentielle  de  J' R relative  à a devant  être  prise 
en  faisant  varier  la  constante  a introduite  par  la 
substitution  des  valeurs  des  coordonnées  elliptiques 
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de  m,  et  en  regardant  comme  constante  celle  qu’in- 
troduisent les  variations  de  ces  coordonnées,  ainsi 
que  celles  des  coordonnées  de  la  planète  pertur- 
batrice m! . 

Il  faudra  donc,  pour  avoir  égard  aux  termes  dé- 
pendans  du  carré  des  masses,  substituer  dans  les  for- 
mules du  n°  42,  livre  II,  à la  place  des  élémens  de 
l’orbite  de  m,  que  nous  supposerons  corrigés  de  leurs 
variations  séculaires,  leurs  valeurs  elliptiques  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  que  nous 
désignerons  par  la  caractéristique  J , et  mettre  ensuite 

R -f-  JR  à la  placé  de  R,  — -f-  à la  place  de 

~ , et  de  même  pour  les  différences  partielles  rela- 
tives aux  autres  élémens;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  on  différentiera , par  rapport  à la  caractéris- 
tique S,  les  formules  du  numéro  cité,  en  observant 
que  dans  les  différences  partielles  de  la  fonction  /R  i 
relatives  aux  élémens  de  l’orbite  elliptique  de  m , pn 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  Sa , 
£,'JV,  etc.,  qui  entrent  dans  l’expression  de  JR, 
ainsi  que  les  quantités  qui  en  dépendent. 

</R  d*  R 

Cela  posé,  en  observant  que  y=  — , on  trou- 
vera  **'  ^ ;l  N>:'.4  * î; 

da=  2a\d'SR  + 4ad'Rfd'R) , 

, andt  y i — ea 
P.i  — 


% \ 


\ 


(0 


e ■(i_v7^)(^_4V^) 

- {sr+a  3âfd  R)  .»  H,  (a) 


dJ{ 

) 
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l.  ( i _ \/ 1 — e a)  (d*  JR — ad'RJd'R.) 


• > andt  V/ 1 — ea  /J.  <ER  * JR  rij/j&Y 

e \ du  du  ^ J 

- andt. Se  [(,-11^)^--^=.^ 

, L\  e1  )/  i-e*s  nt & e “ \/  i-e*  <** 

dc.=aJ^ÇE2(iÿ  - « J/rf'R) 

andt  JR 

”*  O C j , 

e7  \/ 1 — e2  “e 

dp=  -^JL.  - a ™fd'R)  + andt  r dR 


(4) 


, en  J/  /J.^R  JR  rJ,D\  andt  * JR 

^=-\/^(w-aï>fdRy^r I4'ae-*p  (6) 


^ e»)f  <*?  V 


(e~  e’)*  dP 


Enfin,  la  formule  (4)  du  n°  6i  du  livre  II,  en  ob- 
servant que  l’on  a 

/(d'R/d'R)  ==  iifd'Ry, 

« 

donnera,  pour  la  variation  du  mojen  mouvement  , 
dl  = — Zandtfd'f  R + f a'ndt  (fdf  R)\  (7) 

Dans  les  formules  precedentes,  il  faudra  substituer 
à la  place  de  <fe  sa  valeur  déterminée  par  l’équa- 
tion (3)  du  n°  42  du  livre  II  ; et  en  intégrant  ensuite 
ces  formules,  on  aura  les  variations  finies  des  élémens 
de  l’orbite  elliptique,  dépendantes  du  carré  des 
masses.  Nous  n’avons  pas  effectué  ici  cette  substitu- 
tion, qui  ne  présente  d’ailleurs  aucune  difficulté, 
afin  de  ne  pas  trop  compliquer  les  formules. 

47.  Si  de  même,  dans  la  valeur  ( ci ) de  cTR,  on  rem-* 
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place  les  variations  finies  des  élémens  des  orbites  de 
m et  de  m!  par  leurs  valeurs  données  par  la  première 
approximation , on  pourra  développer  l’expression 
résultante  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d’angles 
proportionnels  aux  moyens  mouvemensdes  deux  pla- 
nètes, de  la  même  manière  qu’on  a développé  la  fonc- 
tion R dépendante  delà  première  puissance  des  masses; 
mais,  dans  certains  cas,  il  sera  préférable  de  dér 
terminer  la  variation  cfR  de  la  manière  suivante. 

Au  lieu  de  regarder  R comme  une  fonction  des 
élémens  des  orbites  de  m et  de  m , et  du  temps  t,  on 
peut  considérer  cette  quantité  dans  l’état  où  elle  est 
donnée  par  les  formules  du  mouvement  troublé  , 
c’est-à-dire  comme  fonction  des  coordonnées  de  lia 
planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Si 
l’on  désigne  donc  respectivement  par  r,  v,  s,  le  rayon 
vecteur,  la  longitude  et  la  latitude  de  m,  dans  son  or- 
bite elliptique,  et  par  £r,  Sv  et  J's  les  parties  de  ces 
coordonnées  dues  à l’action  des  forces  perturbatrices, 
et  dépendantes  de  la  première  puissance  de  ces  forces, 
qu’on  désigne  par  les  mêmes  lettres  accentuées,  les 
quantités  correspondantes  relatives  à m1,  on  aura 


tK~j7fr+dït‘''h  T,fs  + d?*+z;'t‘'  (b) 


La  première  approximation  par  les  formules  dé- 
veloppées soit  dans  le  livre  11,  soit  dans  les  chapitres 
précédens,  fera  connaître  les  valeurs  de  «T r,  Sv,  J's, 
exprimées  en  suites  de  sinus  et  de  cosinus  des  moyens 
mouvemens  de  m et  de  m',  ordonnées  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et 
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des  inclinaisons  de  leurs  orbites.  Nous  avons  donné, 

dans  le  n°4>  le  moyen  d’obtenir  les  valeurs  des 

. • Il  «^R  f/R  (/R  • f . I 

différences  partielles  ^ exprimées  de  la 

même  manière;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  <fR  correspondans  aux  termes 
que  l’on  aura  considérés  dans  chacun  des  facteurs  des 

^v>  ' (luc  ce,te  f°ncl'on 

renferme.  Il  en  serait  de  même  relativement  aux 

produits  ^7  JV',  et  ^ sera  fflcile , 

par  conséquent,  de  distinguer  tous  les  termes  de  J' R 
qui  dépendent  d’un  argument  donné , et  de  tel  ordre 
qu’on  voudra  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

On  aura  les  termes  correspondans  de  rf'efR  en 
différentiant  par  rapport  au  temps  t , introduit  par 
les  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs 
variations  Jr , JV , &s  , et  en  regardant  comme 
constant  celui  qui^  dépend  des  coordonnées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  <fr',  JV  et 
JV;  enfin,  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  différences  partielles  de  J'R  relatives  aux  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique,  en  différentiant, 
par  rapporta  ces  élémens,  l'expression  (b),  sans 
faire  varier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les  valeurs  «les  variations  afr,  dr',  J'v,  etc.,  confor- 
mément à ce  que  nous  avons  dit  précédemment. 

48.  On  déterminera  donc  de  cette  manière  les  iné- 
galités des  élémens  de  l’orbite  de  m,  dépendantes  de 


produits  ~ JV, 
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la  seconde  puissance  des  forces  perturbatrices  ; et 
en  introduisant  r ces  élémeus  corrigés  de  leurs  va*- 
riations  ainsi  obtenues , dans  les  formules  du  mou- 
vement elliptique,  on  aura  les  inégalités  correspon- 
dantes du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  : toutefois  , comme  les  termes  dépendans  du 
carré  des  masses  sont  en  général  très  peu  considé- 
rables, on  n'aura  besoin  d'avoir  égard  qua  ceux 
qui , par  l’effet  de  quelque  circonstance  particulière, 
peuvent  devenir  sensibles.  Si,  par  exemple,  il  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  m et  de  m!  un  rap- 
port tel  que  i'n!  — in  soit  une  très  petite  quantité, 
i et  V représentant  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques , les  inégalités  les  plus  considérables  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses,  dans  les 
mouvemens  réciproques  de  ces  deux  planètes,  se- 
ront, toutes  choses  égales  d’ailleurs,  les  inégalités 
qui  auront  pour  diviseurs  les  plus  hautes  puissances 
de  cette  quantité. 

Or,  les  valeurs  de  £ et  de  renferment  des 
termes  dépendans  de  l’angle  i'nt — int , et  qui  ont 
(z'V  — m)*  pour  diviseur;  en  les  combinant  avec 

les  termes  des  différences  ^ et  ~,.qui  dépendent 

du  meme  argument,  il  en  résultera  dans  des 
termes  dépendans  de>  l’argument  2( Unit — int)  > et 
qui,  à cause  de  la  double  intégration,  seront  af- 
fectés du  diviseur  ( Vn ' — inty,  et  dans  les  variations 
des  autres  élémens  des  termes  périodiques  dépen- 
dans du  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  di- 
viseur {Vn — in)3.  Ces  derniers  termes,  quoique  sous 
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ce  rapport  moins  considérables  que  les  première,  peu*- 
vent  cependant  produire,  dans  les  expressions  des  ex- 
centricités et  des  longitudes  des  périhélies,  des  inéga- 
lités très  sensibles , et  qui  même  surpasseront  celles  du 
moyen  mouvement,  si  les  excentricités  de  m et  de  m' 
sont  très  petites , parce  que  leurs  coefficiensserontd’un 
ordre  moins  élevé  relativement  aux  excentricités!  et 
aux  inclinaisons.  Cette  remarque  est  analogue  à celle 
que  nous  avons  faite  n°  36  par  rapport  aux  inéga- 
lités dépendantes  de  la  première  puissances  des  forces 
perturbatrices. 

Les  expressions  de  Sa,  Se,  etc.,  renferment  des 
termes  dépendans  de  l’argument  in’t  — int , et  affec- 
tés du  diviseur  i'n'  — in;  en  les  combinant  donc  avec 

les  termes  de  —,  etc,  dépendans  du  même  an- 
gle, il  en  résultera,  dans  l’expression  du  moyen 
mouvement,  des  termes  dépendans,  comme  les  pré- 
cédées, de  l’argument  2 ( i'n't  — int),  et  qui  auront 
(i'n' — in)3  pour  diviseur,  et  dans  l’expression  des 
autres  élémens  de  l’orbite  de  m , des  termes  relatifs 
au  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  diviseur 
(i'n1 — in)*;  cependant,  il  faudra  encore  avoir  égard 
à ces  termes,  principalement  dans  les  expressions 
des  variations  des  excentricités  et  des  périhélies , par 
la  même  raison  que  précédemment. 

Enfin,  si  l’on  considère  les  termes  de  la  fonc- 
tion JR  qui  dépendent  simplement  de  l’argument 
i'n't — int,  il  est  aisé  de  voir  qu’il  en  résultera  dans 
c , par  la  double  intégration  que  ces  termes  subis- 
sent , des  inégalités  qui  n’auront , il  est  vrai , pour 
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diviseur  que  la  quantité  (e'W  — in)* , mais  aussi  qui 
seront  simplement  de  l’ordre  i'— ri  relativement  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons  , tandis  que  les 
inégalités  relatives  à l’angle  2 ( i'rit — int),  qui  sont 
affectées  du  diviseur  (i'n' — in)*,  seront  de  l’ordre 

(if  — i)\  *. 

Lorsqu’on  n a égard  qu’à  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices , l’expression  du  moyen  mouve- 
ment est  la  seule  qui  contienne  des  inégalités  dépen- 
dantes , comme  les  précédentes,  de  l’angle  i’n't — intf 
et  ayant  {i'n! - — in)*  pour  diviseur;  et  c’est  elle,  par 
conséquent,  qui  fournit  alors  la  principale  partie  de 
la  variation  de  la  longitude-  moyenne  ; mais  tous 
les  élémens  de  l’orbite  pourront  contenir  des  iné^- 
galités  semblables  parmi  celles  qui  sont  de  l’ordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  effet,  pour 
les  obtenir , il  suffira  de  combiner  dans  SK  les 
termes  des  variations  de  Sa,  Se,  etc.,  qui  dé- 
pendent de  l’angle  i'n't  — int , et  qui  sont  divisés 
par  i'n  — in,  avec  les  parties  constantes  des  diffé- 
rences etc.:  il  en  résultera  évidemment, 

da  de  1 7 

par  l’intégration  dans  Sa , Se,  etc. , des  inégalités  re- 
latives au  même,  angle,  et  qui  auront  {i'n!  — iri)% 
pour  diviseur.  Ces  termes  seront  donc  comparables, 
sous  tous  les  rapports,  à ceux  qui  leur  correspondent 
dans  l’expression  du  moyen  mouvement  f et  il  ne 
sera  pas  permis  de  les  négliger,  du  momei^  qu’on 
aura  reconnu  la  nécessité  d’avoir  égard  à ces  derniers 
termes. 

. 4 

Les  différentes  inégalités  que  nous  venons  d’ia-* 
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cliquer  sont  celles  qui  résultent,  dans  les  expressions, 
des  variations  des  élémens  de  l’orbite  de  m dépen- 
dantes du  carré  de  la  force  perturbatrice  de  la  fonc- 
tion J'R  et  de  ses  différences  ; mais  il  est  clair  que  les 
autres  termes  des  expressions  différentielles  de  ces 
quantités  introduiraient  de  même  dans  leurs  valeurs 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  l’angle  i'n't  — bit , 
et  ayant  pour  diviseur  [i'n! — et  des  inégalités 
dépendantes  du  double  de  cet  angle,  et  divisées  par 
{i'n'  — in)A,  (i'n'  — in)3  ou  ( i'n' — in).  Pour  les  dé- 
terminer, il  suffirait  d’examiner  avec  soin  les  différen- 
tes parties  des  formules  générales  (i),  (2)  etc.  ; mais 
comme  ces  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour  qu’on  en  tienne  compte , que  dans  la 
théorie  de  quelques  planètes , il  sera  plus  simple  de 
les  développer,  dans  chaque  cas  particulier,  selon 
l’importance  qu’il  présentera  : les  circonstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  contri- 
bueront toujours  à faciliter  ce  développement. 

4g.  C’est  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à te- 
nir compte  des  termes  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  Nous  allons  donc  appliquer 
aux  inégalités  de  cette  espèce  , qui  peuvent  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes,  les  con- 
sidérations précédentes. 

Occupons-nous  d’abord,  parce  que  ce  sont  les  plus 
faciles  à déterminer,  des  inégalités  relatives  au  dou- 
ble de  l’argument  de  la  grande  inégalité  , et  qui 


U 
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ayant  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (5»' — an)4, 
peuvent  acquérir,  par  cette  raison,  une  valeur  sen- 
sible , quoiqu’elles  soient , comme  on  le  verra , du 
second  ordre  par  rapport  à la  force  perturbatrice , 
et  du  sixième  à l’égard  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons. Les  inégalités  de  ce  genre  ne  peuvent 
exister  que  dans  l’expression  du  moyen  mouvement. 
Reprenons  donc  la  formule  (7),  et  supposons  que 
m représente  Jupiter,  m'  Saturne,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  à m , marquées  d’un  accent , dé- 
signent les  mêmes  quantités  relatives  à m',  en  inté- 
grant, on  aura 

cTC  = — Zanfdt  fd'J'K  + ^ fdt  (fd'  R)*. 


Considérons  d’abord  le  premier  terme  de  cette 
expression.  En  n’ayant  égard  qu’aux  inégalités  dont 
nous  nous  occupons,  on  peut  supposer,  d’après  ce 
qui  précède , 


«ra-ak  + s-r. 


ridi  ' 


En  ne  considérant  que  les  termes  du  développe- 
ment de  R qui  dépendent  de  l’angle  Sn't  — 3 nt , 
soit 


R = m' P »in  (în't  — a nt  -+-  5»'—  •)  -h  m'P'cos  (5n't  — a ni  ■+•  5i' — 2*)  ; 

d’où  l’on  tire 

JD 

-j-=.  — am'Pcoi  (5  n't  — a/if-f-5»' — ai)-+-  am'P'»m(5n't — ant+5i' — ai)], 

* 

— 5 w'Pco»  (5  n’t  — a nt  -f-  5*'—  ai)—  5m'P'sin  (Sn't — ant+5i' — ai)] , 

. \ 
et  par  suite 

/R  =*  — a£)[Pcos  (5n't  — anf+5*'—  a*) — P'sin  (5n't — ant+5i' — ai)] . 
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Ponr  avoir  la  différentielle  d'J'R,  il  faut  faire  va- 
rier dans  cette  expression  % et  nt ; mais  on  peut  reje- 
ter d’abord  la  partie  de'pendante  de  la  différentielle 
de  parce  qu’il  n?en  résultera  dans  que  des  ter- 
mes relatifs  à l’angle  2 (5 rit  — 2 nt),  ayant  (5 n' — 2/1)3 
pour  diviseur;  on  trouvera  ainsi 


v m> 

— =am'(5£' — a£)[P*in(5n'« — anH-j«' — a«)+P'coi(5/»'< — a/»t-f-5i' — ai)]. 

fl  fil 

On  a d’ailleurs  (n°  36) 

Ç = - ~ P'»in  (5 n't — ant+5*' — ai)— Poo*  (5n't— a»«-f-5/—  *i)J-  ; 

et  au  moyen  dç  l’équation  Ç'  = — on  en 
conclut 


~/{P’s'D(5n'<-ant+5i,-ai)— Pcot(5n’«— ant+5i'-ai)  J.. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  L’expressiou  précé- 
dente, on  trouve 


d'.t R_  fim'»n»a  /5w  V/ÎH-am'  a'\  f (P,*-P*)iin*(5n,t — anr+5i'-ai)  i 
ndt  ~~  (5 n' — an)*\  m't/â'  /( — aPP'co«a(5n'<— a«t-f-5t' — ai).  J 

on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 

C)m'*n*a7  /5m  V/n-f-am'  y/a*\ / (P/* — P*;»ini(5n/f— 1 

’5=  a(5n' — an)‘\  m'V'â!  /' — aPP'co»a(5n't — an  r-f-.V — ai).  I 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à la  longitude 
moyenne  de  m dans  l’expression  elliptique  de  la 

longitude  vraie.  En  la  multipliant  par f et 

m' p7  al 

faisant  a = j,,  on  en  conclura  pour  la  valeur  cor- 
respondante de  tf£', 
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, çyii‘n<ri’*  /5m\/a-him'  1/ a'\  f (P'*-P,)sina(5n't-ant-f-5s,-as) 
^ â(5n' — a«)»\  m\/â  J l — aPP'cosa(5n't-<a/n+5s'-is) 


} 


5o.  Considérons  maintenant  l’inégalité  de  <f  £ relative 
à l’angle  a(5n'<  — znt),  et  qui  a (5n' — an)3  pour  di- 
viseur. Les  termes  qui  la  produisent  peuvent  résulter, 
i8.  de  la  partie  de  «TR  que  nous  venons  de  considé- 
rer, a8,  du  deuxième  terme  de  la  formule  (7)  ; 3°.  de 
la  partie  de  «TR  qui  dépend  de  la  variation  des  élé- 
mens  a,  a',  e,  etc.,  des  orbites  de  m et  de  ni.  Déter- 
minons successivement  les  différentes  parties  de  cette 
inégalité. 

L’expression  de  «TR  donne,  en  différentiant  par 
rapport  à Ç , 

d'.  f R =.  trtidi ' [P'sin  (5n't  — inl  -+-  5«' — a») — P cos  (5 n't — an/+5s' — as)], 

et  en  substituant  pour  dÇ  sa  valeur, 

<fVR 6m' 'nu  f (P'*  — P»)sina(5n't — anf  -f-  5t' — a«)  1 

ndl  (5/i'  — an)  l — aPP*  cos  a (5n't  — anf  -4-  5«'  — as).  f 

. « 'tuin  *inp  ;.•»)  | ; ' ; 1 '■  oa  «IMiL^ruHw  /u^b 

et  par  suite 

_ (yn'^a1  ( ’(P'»  — P»)  sin  a (5n'f — mt  + 5»' — as)  î 
’ a(5«' — an)1  l — aPP'cos  a (5  n't  — a ni  + 5s'  — as;.  I 

Supposons  maintenant 

S't  ==  \a'nfdt{fd'  R)»; 

la  valeur  précédente  de  R donne,  en  la  différen- 
tiant , 

i 

ri* R = — a m'ndl  [P  cos  (5n't— ant+5s' — ai)— ’P'sin  (5n't — ant-f-5s' — as)], 

et , par  conséquent , 


Jd!  R = - 


5n' — an 


[Psin  (5n't— anr-f-5s'— aiH-P'cos  (5n't— an/-h5i'_a«)] . 
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En  élevant  cette  valeur  au  carré,  et  en  rejetant  les 
termes  non  périodiques,  on  trouve 

(fiVRY^  %n V / (P,»-Pî)cosa(5«'i-a«/-f5t,-a«)H-aPP'sina(5/i't-a/ïtH-5«'-ai)  l, 

w 7 (5 n!. — iny  l . • > 

9 

et  par  suite 


t* 


3m'*n^a*  t (P7*  — P*)  sin  a (5/i'£  — znt+5tf  — a«) 


& 


S 


àm  t \ 

* '*(5n' — aw)1  ' — ' 


i(5 


aPP7  cos  a (5 n't  — a nt  -+•  5*#  — a»). 


} 


Cette  inégalité  , jointe  à la  précédente , donne  la  sui- 
vante : 


iam',«îa*  i (P'*  — P*)sina(5 n't  — an* -f- 5»7  — a«)  \ 

^ ~ oi(5«7  — art),  l — aPP'  cos  a (5/*'t  — an*  4-  5*'  — a«).  t 

fcV>  » * . v4^  < 

On  trouverait  pour  l’inégalité  correspondante  rela- 
tive a rrï , 

t • * 

'j5m*n!ia,%  ( (P'*  — P*)  sin  a(5n'*  — an*  -+■  5*'—  a«)  \ 

â(5 /? — an)1  l — aPP'  cos  a(5n'* — an*-f-5«7  — »).  * 

Ces  deux  inégalités,  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées,  sont  du  sixième  ordre , 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  , 
puisque  P et  P'  sont  au  moins  du  troisième;  mais 
ces  dernières  inégalités  n’ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  5nf — 2 n,  tandis  que  les  autres,  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairement  beaucoup  moins  considérables , 
et  l’on  s’est  dispensé,  jusqu’à  présent , d’y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  (5ri — 2n)*  devant 
fournir,  en  effet,  la  principale  partie  de  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  relative  à l’angle 

2(5  n't 277*). 
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5i.  Supposons  maintenant 

• ^ ' » 


*°9 


/Ri 


«K 

da 


+ . *K  * . dR  * dR 


en  faisant  abstraction  des  termes  de  <fR  qui  sont 
relatifs  à la  variation  des  élémens  de  l’orbite  de  m'. 


Les  différences  partielles  ~ dans  cette  expression , - 

ainsi  que  dans  celle  de  Je,  doivent  être  prises  en  re- 
gardant n comme  constant  (n8  43 , livre  II). 

Si  l’on  substitue  pour  ra.  Je,  Je  et  Su,  leurs 
valeurs  données  par  l’intégration  des  formules  du 

n°  4a , livre  II,  en  observant  que  ~ = ü,  et  Dour 

rfR  dR  ' ndt  P 

dp’  dq  ’ '/?>  leurs  valeurs  données  n°  4,  on 

trouvera 


Supposons,  comme  précédemment, 

R - m'P  sip  (5  n't  - ml  + 5.'-  2,)  + m'P'  cos  (5n't  -,nt  + 5.’~  »,). 

En  faisant,  pour  abre'ger,  5n't — 2/2*+ 5s' — 2€=a, 
1 expression  de  cfR  prendra  cette  forme  : 

Tome  III. 


1 
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/R  = - 


q ni  %n'*n 
5 ri  — in 


ih<* 

+ 


a(5; 


THÉORIE  ANAI>yTJQUE 

sin  a -+-"  cos  «J  (P  sin  x + P'  cos  *)i 

rty  • ’n  i /''/P  dP  . \ [ 

— [K  sin  a — F-co»  «J  I ~cos*  — — *in*J  1 

[Pcos*-P'»i.n«]^^-cos*— ^-sin*^  ^ 
^5«'-n  vj)o  v’  r ‘ ' ")  f dP  . tlV'  T _ . , ( 

I +1  — sinaH — ^-cosa  (Psin«+Pcos*)j 

!rdP  . , dp  -|  /dp  dp . \ » 

l_d*  dm  J \de  de  yf 

f dP  • dP  ~1  /dP  f/P'  . N f 

- U 6,n ‘ + t?7  cos  “J  Ur  C0‘ — X un V ) 

fdP  f 1 

(Âco,“-^ruov( 

mp  dpr . \( 

/f/P  ./P'  . \ > 

I -t—  cos  a r-  sin  a j I 

» 


Si'*an 


(5n' — m)x  1 — e*  ’ J 


r,/P  . f/P  T /f/P 

ss,n‘+srcos‘. 

dp . • , f/p/  - 
-j- sm  a + -j-cos  a 
f/x  f/x 


m'*finx 


Tf/P  . 

br»81 


f/P  1 
sina+-^-cos  a 

l/tt 


dP'  . 

, , cos  a iinc 

\dx  fix 

/dP  dP' 

{^-j-  c osa p sin  a J 


V | _ £??*in  a+^cosa 

!/</P  rfP'  \ 

[P  ro§  et — P'sin  ecl  ( -7—  co»«t—  -7—  sin  et  J 
**  , \ */x  d\  J 

-f-  sin  et 4-  r©s  <*J  (P  sin  « 4*  P'cos  a). 


Si  l’on  opère  * dans  cette  expression , les  moltiplica- 
fions  indiquées , on  verra  que  le  second  membre  se 
réduit  à une  quantité  constante , de  sorte  que  la  fonc- 
tion <fR  ne  contient  aucun  terme  périodique  dépen- 
dant de  l’angle  3 ($nrt  — 2 nt)  introduit  par  la  varia- 
tion des  six  éîémens  de  l’orbite  de  la  planète  troublée  ; 
le  même  résultat  aurait  Keu  relativement  aux  élé- 
mens  de  l’orbite  de  nt' , ce  qui  tient  à ce  que*tous  les 
termes  de  la  valeur  de  cTR  peuvent  prendre , dans  les 
deux  cas , la  forme  générale  K {MjNdt  — N/Mc/t) , 
K étant  un  coefficient  constant. 

Pour  avoir  la  différentielle  de  d'cfR , il  faut  diffé- 
rentier  l’expression  précédente  par  rapport  aux 
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seules  quantités  relatives  à la  planète  m,  c’est-à-dire 
d’après  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée , qu’il 
faudra  ne  faire  varier  le  temps  t dans  les  facteurs 
compris  entre  les  crochets  [ ] qu’autant  qu’il  est 
multiplié  par  n,  et  différentier  complètement  les 
facteurs  compris  entre  les  parenthèses  ( ) , et  qui 
sont  introduits  par  la  variation  des  élémens  de  la 
planète  troublée.  Dans  les  deux  cas,  cette  expression 
devient  identiquement  nulle,  en  sorte  que  les  varia- 
tions du  grand  axe,  de  l’excentricité,  de  l’inclinai- 
son , des  longitudes  de  l’époque , du  périhélie  et  du 
nœud  de  Pôrbite  de  la  planète  troublée,  n’introdui- 
sent dans  la  fonction  d' <f  R aucun  terme  constant , ni 
aucun  terme  relatif  à l’argument  2 (5rit — 2 ni).  Il 
serait  facile  de  s’assurer  que  le  même  résultat  a lieu 
relativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
pertürbatrice.  Il  en  résulte  que  le  moyen  mouvement 
dem,  de  même  que  celui  de  m',  ne  sont  assujettis,  en 
vertu  des  mêmes  variations,  à aucune  inégalité  crois- 
sante comme  le  carré  du  temps,  ni  à aucune  inégalité 
à longue  période  dépendante  de  l’angle  2(5 n't — 2 ni); 
ce  qui  confirme,  relativement  aux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  le  beau  théorème  de  Y inva- 
riabilité des  grands  accès  et  des  moyens  nwui'cmens 
planétaires,  en  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice , que  nous  devons  à M.  Poisson , 
et  dont  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale dans  le  n°  60  du  livre  II  (*). 


(*)  M.  Poisson  avait  conclu  ( Mémoires  de  F Académie , 
tome!"')  que  te  môme  résultat  subsiste  encore  en  portant 

14.. 
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Les  expressions  de  J'£  et  de  J'Ç'  ne  renferment 
donc  aucune  autre  inégalité  dépendante  de  l'angle 
3(5 n't — 2nt),  et  ayant  pour  diviseur  (5nr  — 3 ri)s, 
que  celles  que  nous  avons  déterminées  n®  5o.  Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  époques  renferme- 
ront des  inégalités  semblables,  et  qu’il  sera  facile  de 
développer  d’après  l’analyse  précédente.  Mais,  comme 
on  peut  s’en  assurer,  ces  inégalités  seraient  absolu- 
ment du  même  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
dantes du  moyen  mouvement,  c’est-à-dire  dp  second 
ordre  par  rapport  à la  force  perturbatrice , et  du 
sixième  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites;  et  l’on  pourra  les  négliger, 
comme  nous  l’avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre,  et  relatives  au  même  argument,  qui 
ont  ( 5n' , — 2 «)4  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen- 
serons, par  cette  raison,  d’en  effectuer  ici  le  déve- 
loppement. 

5a . Considérons  les  variations  des  excen  trici  tés  et  des 
longitudes  des  périhélies  relatives  au  même  argu- 
ment. Pour  simplifier  les  formules,  nous  n’aurons 


1’approxiiuation  jusqu’aux  termes  du  troisième  ordre  , par 
rapport  aux  forces  perturbatrices,  mais  il  a reconnu  depuis 
qu’il  avait  donne  trop  d’extension  à son  analyse.  L’expression 
différentielle  du  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
constans  du  troisième  ordre,  relativement  à ces  forces,  et  le 
demi-grand  axe  en  peut  conteuir  qui  soient  seulement  de  l’ordre 
de  leur  carré  ; en  sorte  que  le  théorème  sur  l’invaTiabilité  des 
grands  axes  n’a  plus  lieu  au-delà  de  la  première  puissance  de 
la,  force  perturbatrice  : nous  en  verrons  un  exemple  dans  la 
théorie  de  la  Lune.  ( Mémoires  de  1 Académie , tome  XIII.) 
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égard  qu'à  la  partie  dé  Cés  variations  qui  est  de  Tor- 
dre le  moins  élevé  possible , relativement  aux  excen- 
tricités et  aux  inclinaisons.  Dans  ce  cas,  on  peut  sup- 
poser simplement  ' ~ ; - 


j andt  /d.£ R «te 

de  = - (—j . 

e \ deù  c 


«te  d R\ 


d»)* 


dœ : 


andt  ’ £e  dR\  l v 

r \ J*.  * 


(?) 


J'.  < / 

‘ Déterminons  d’abord  les  inégalite's  relatives  à l’an- 
gle  2 (5 ti't — 2 nt),  et  qui  ont  ( 5ri ' — 2n y pour  di- 
viseur. Elles  résultent , comme  on  Ta  vu  précédem- 
ment, de  la  partie  de  cPR.qui  dépend  de  la  variation 
des  moyens  mouvemens  de  m et  de  iri ; en  ne  consi- 
dérant que  ces  termes  * on  peut  supposer  (n°  49) 

* \ 

> {5m\/ a+'iw'ÿ a'\  r /.  „ n ~ . 

■fR=  j •CPsm*  ~ *WÛ - 


4-  , 


les  quantités  P et  P'  ne  devant  plus  s'étendre  ici 
qu'aux  termes  de  la  fonction  R ^relatifs  à l’angle 
5 n't  — znt,  qui  dépendent:  des cubes  et  des  pro-r 
duits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inr 
clinaisons des  orbites..  • . * 


t y . ; 1 » 


Pour  avoir  Jes  différences  partielles  et  > iî 

faudra,  d’après  ce  que  nous  avous  dit  n°  /+6\  différen- 
tier  l’expression  précédente  par  rapport  à co  et  par 
rapport  à e,  saris  faire,  varier  les  constantes  intro- 
duites dans^ePR  par  les  variations  des  moyens  mou- 
vernens  nt  ét  n'ts  Pour  cela>  d’après  la  forme  de  cette 
expression,  il  suffira  de  différeutier,  relativement  à 
ces  constantes,  les  facteurs  entre  les  crochets,  èn  rë- 
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gardant  comme  invariables  les  facteurs  compris  entre 

parenthèses.  En  observant  qu  on  a,  par  le  o®  36,  ; 


dp'!  dP  9 ‘dP*  ^rdP' 

du  e de  9 j du  * ^ 5e  ^ 


- 


# - >**•* 


on  trouvera  ainsi 


p ^ _p^ 
r de 


COS  “XCL 


■ • i”  «. 

J.cTR  3 m'*an*  /5m  y/a-f-W  V/fl'\  j / /p  ^ jy  cc 

7JÏ  ““(5*'— ™)a  V m'l/^  / » ^ 

f /D/</P\.  ti4P'\  y . ' ! 


P2.-LP'iEl  -i» 

Je  rfe  . 


d.  JR  j fin,  \Ze-t-im'  h (p  dP  p,  V 

de  < c(5nv— a«)*  \ • ■ ni*\/a'  • /Vv\Ve  '»  < *»*•-  *1 

...  - 

■ . ; ......  iV  * 

En  substituant  ces  valeurs- dans  les  formules  (c)  f 
et  en  intégrant  ensuite,  on  aura  les  inégalités  corres- 
pondantes de  £e et  de  où.  * ' i : * ï ^ : ' 

Considérons  maintenant  la  partie  de  cfR  qui  ré- 
sulte des  variations  des  autres  élémens  des  orbites 
dé  m et  dé  m'.  Eu  n’ayant- égard  qu’aux  inéga- 
lités  dont  nous  nous  occupons,  on  peut  faire  y =*À, 
et  en  observant  qu’on  a . : ; ^ -,  ^ r;  . Vl  . - 


<*p 

^ ‘ 

dP 

dP 

/ 4P 

• ^ ■ 

= e 

de  9 

du 

< 

i-s. 

1 

II 

</p 

. . / 

dP 

dP 

zsze 

wy 

du 

. ,i  • < 

3p 

. * » * 

r*»  *\y 

dp 

dp 

rfn 

dy  y 

■ dl 1 

’ ! ^ ^ ^ ' 1 

V 

■ / . »,  * 


T*  * » 

K * * 


(cfy  r 


f ■ i • 

on  peut  supposer  simplement 


* 1/  c 0 • • 

.1  > * i% 


f'  y u'S  ’O 
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jij m'Xan  tr  AT  . y jp  » “i  r dp'  . jp  n 

f-(F=?5ri L*  *“ ^ e }$■  cos“ J .Cur T’*-  *. *••)' 

rJP  >.  | w J -]  / jp  • • •;  jp  -v  y 

+ ^ sin  *.+  ete  - J Qe  y «10  4 + .7Br«.J| 

«V  /rjp> . vjp  • "■a  /jf  . yjp'  ; y;\v 


5/z'  — a/i  * \ J_  Je' 


JP  • T / JP'  . / jp  , \ 
W **]  V^r#mat“"  Je'  C°S  "J 
fd?  ci  . rfP'  ' 1 /JP  . .JP'  N p 
•'+  in'  s,°  “+.d7'cos*J  (*-  “n  *+3?  «««;} 


rtkXm'<in+m</nf)  jr  f JP  . JP 

=— : < -t—  snirt—  — — 


r / ^ — ■ y i ' sni  — 1 — cos  * I ( — cos  a — 

5n  — an  ' lL*fy  v.  J>  J \J> 


'JP 
. J> 
'JP' 


JP'  . X 

v,nv 

' tjp  . ; jp'  i /JP'  jp  >.x 

“LV;,*+  ^cosaJ  (^cos*+^8,n*)r 


i >■ 


Pour  obtenir  les  différences  et  fl  fou  , 

7.  • , . . 4,  , «a»  de  7 


e x 

dra,  comme  précédemment,  diffërehtier  cette  ex- 
pression, en  faisant  varier  les  facteurs  entre  les  cro- 
chets, et  eh  regardant  comme  constans  ceux  qui  sont 
compris  entre  parenthèses.  En  observant  que,  d’après 

lès  équations  (d),  on  a • -■  -<  v --  -f  ; > > 

/ » 

* " » ï î'/.’1»/  » v*  > . r-  * * • f ,♦  x ' '•  Y t • , /.  4 ^ j * *.  j 

^ 4*  . ü'  . , ^ V t; 

Je  # Je*  ' ded*  ^ .,:.Je  _ *~4*£*> 

J» P _ JP'  J*P' J>P 

dyda  e dedy  9 T * • r 


J*P  JP'  ...  ^P' 


J2P' 


JP 


J'P 


* '•->  ^ J^a  r 


dydl T d y ^7  * dyi  dydn 

. ' ' ...  « ^ 

» > „ 

i»  V # - x « j ■ 

ët  en  substituant  pour  cfe  sa  valeur  (n°  36) , 


* . m'jn  /JP  . . JP' , ...  \ , r 

de  s=  — — ( -j  - sin  a + — cos  aj 


/,  5/î'  — 2W  \dç 

x - V .4-% 

on  trouvera , toute  réduction  faite,  1 


■ < r * , » X 


3j6 
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JP  d'P 
de  de* 


JP'  d*P 

77  77? 


Sâ.tR  te  JR\ 


rd'anc  J i fV  JF\*  _ /^P\H  *'"  ** 
* 5 n' — an  j a de  ) \JJ  J J a 


, JP  JP 
'+7de"d7™** 


mrddn'e  f JP  d'P  dP  d'P  ~\ 

77' 

m'(m’nn  +mdn)e  /JP  d'P 


mrddn'e  / dP 
' 5a" — an  \Je-' 


- ■ * * \ 
de  de'  dd  de  de  J 


5d — an  \dy  dedy 


dP1  J» P\ 

dy  t tedy/ 


JP  d'P 
de  de * 


JP*  d'P 

de  de* 


m'*an  ) JP  dP  . 

'W=hJr  *73717  im“ 


(r-v£)=(  (-[(£)’-(£)']  ^ 


mm'dn  fdP  d‘P 
5 n'—*n  VJ?  de  de' 


dP^  J-P'N 

dd  1737 J 


. m'jtn  an  -f  ma' ri)  f’dP  J*  P dP’  d'P 
^ 5 n — an  v J>  dedy  dy  dedy  J ’ 

’ ■ . - -*  • , • 

' Si  l’on  substitue  ces  valeurs  daus  les  formules  (c) , 
et  qu’après  avoir  intégré  on  joigne  les  inégalités  ré- 
sultantes à celles  que  nous  avons  déterminées  précé- 
demment/ on  trouvera,  en  n’ayant  égard  qu’aux  par- 
ties non  périodiques , ' 5 • 

3m'*a*n’t  /5 m\7â-*-pm'\/a'\  ftv  JP 

+ m't/â'  A de' 


■'£] 


m'*q'nHtJp  d* P dP  d9P'  JP'  d* P JP  d*P**\ 

+ Sn' — m m Je  Jè*  Je  Je*  riy  dedy 


dy  dedy\ 

d'P  JP  d'?*  dP'  d'P  dP  d*V'  n 

dedt/  de'  de^nf  dy  dedy  dy  dedy J ’ 


/« 


L Je 

mm'aa'nh't  T JP* 

5 n'— -are  L Je' 

3nJ‘a»n*t 

an)*e  \ m'  V? 
m'*a'n't  (VP  J*  P , JP'  J»  P7  , JP  J»P  , <T  ■i’P'} 
Je*  + Je  Je*  Jv  dedy’'"  dy  dedy  J 


«"a'n't  / Swt^a-^am'y/a'X  fp  JP  . p,  JP7  ~) 

?P«w)*e  \ i»VÏ  J L Je  Je  J 


d* P , dP  J*P'  , JP  J*P  , JF  J’F  y 

j^Je'  de'  dede  dy  dedy  dy  dedy  J. 


I 
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Ces  ternies  croissant  proportionnellement  au 
temps  /,  introduisent  dans  les  expressions  des  varia- 
tions séculaires  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du 
périhélie,  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices , qui  deviennent  très  sensibles 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne.  v‘ 

En  considérant  ensuite  les  termes  périodiquès,  on 
aura  • 1 - 1 ■ * •* 


j* 


t ' ’ 

/5> 

(én'-aw)3  ’ 


5 m\/  a-j-im'  a'y 
m'  \/  a ' 


4(5  nf — 2 «)ae 


l+(P'S“P 

( , dPdP' . /e._  , N 

irt*îT  •-^-«raa(5 n!t — anf-f-5# — a<) 


? ([(^)  V (s  )’  ]c»«C5«'t-»»r+c.  1 


Ces  formules  détermineront  les  variations  pério- 
diques  de  l’excentricité  et  du  périhélie  de  Tofbite 
de  m,  dues  au  carré  des  forces  perturbatrices,  et  re- 
latives au  double  de 'l’argument  dé  la  grande  inéga- 
lité ; ces  variations  introduisent  dans  l’expression  de 
la  longitude  vraie  une  inégalité  à longue  période/, 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne.  . ! ‘ 

53.  Pour  la  déterminer,  en  nommant  v la  longi- 
tude de  m dans  son  orbite  elliptique , et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  terme  de  l’équation  du  cen** 


ai8  théorie  analytique 

tre  , on  a • . . . 

v z±z  fnât  + ê + ae  sin  (fnrft  -f-  é — *>). 

Désignons,  comme  précédemment,  par  la  carac- 
téristique <f  les  yariations  dépendantes  de  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices,  et  par  la  caracté- 
ristique J'1  celles  qui  sont  dues  au  carré  de  ces  forces. 
Si  dans  l’expression  précédente  on  augmente  les  élé- 
mens  de  l'orbite  de  m considérée  comme  une  ellipse 
variable  de  leurs  variations,  on  aura  Toébite 

’ . . * J . \ m.'  fc  • ' 

troublée 

V = f 4-^  ndt-i-%  — ûr-f-<r«-f-{T/i  — /‘a»*— i 

la  partie  de  cette  .valeur  qui  dépend  simplement  des 
masses  etc.,  est  celle  que  nous  avons  examinée 

dans  la  première  approximation. 

Si  l’on  développe  donc  l’expression  précédente , en 
n’ayant  égard  qu’aux  inégalités  de  l’ordre  du  carré 
de  la  force  perturbatrice,  qu’on  observe  que  les  iné- 
galités de  cff€  et  (/■«)•,  dépendantes  de  l’angle 
2[5n't — 2n/-f-5e' — 2 *),  sont  insensibles,  n°  5o,  qu’on 
a d !a illeurs  dans  l’orbite  trouvée 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  du  même  an- 
gle, introduites  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment, s’obtiennent  en  augmentant  dans  la  partie  elr 
liptique,  comme  nous  l’avons  dit  «°  49»  l’angfô  nt 
de  £ -j-  , la  quantité  $ £ étant  déterminée  par  la 

formule  du  même  numéro , on  aura 

CS»  -+•  — « (*,)»  -f.  *io  (rit. -K*  — <»1  . ,V  • 

— [le  fa  + ite  ta  — a£/c]  co«  (n<  -+- 1 — a).  . 

Cette  expression  devrait  contenir  encore  des  deux 

* 
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termes  Sa>  et  -{-  2S.e  Se  ; mais  ces  termes , 

comme  il  est  aké  de  s’en  convaincre,  ne  dohneraient 
que  des  inégalités  insensibles  relativement  à celles 
que  nous  considérons,  .* * 

Si  au  lieu  de  Se  on  substitue  dans  cette  expression 
sa  valeur  donnée  n°  5a,  et  au  Jieu  de  £ et  de  Sco 

leurs  valeurs  déterminées  par/ les  formules 

* \ 

£ — 7^— -^y,  [P'sin  (5n't — an/  -f-5»' — a«) — P cos  (5n't—  an/-f-5/ — a*)], 

; - nSdw  fdP'  «.  /(»  , * ■*  . , ,x  * dP  . ; # ‘.T 

e«fa»  = — — — sip  (5n  / — int+Df — a *)—  cos  (5n/£-J-an/-f-5« — 2f)  j.  > . * 

« %»  **  * 

. >•  * ~ « * 

qu’on  remplace  ensuite  S'e  et  S'&  par  la  partie  pério- 
dique de  leurs  valeurs  donnée  par  les  formulés  pré- 
cédentes, on  verra  que  les  inégalités  qui  ont  ( 5n ' — 2 n)% 
pour  diviseur  disparaissent  d’elles-mêmes  ; et  en  né- 
gligeant les  inégalités  dépendantes  de  l’angle  /**+€ , 
parce  qu’elles  peuvent  être  supposées  comprises  dans 
l’équation  du  centre,  on  trouvera 

(5rt'-an)*  \ m' [/a  ^ (p  —b P^cos(|on,/-5/i<+io*'-5«+«)< 

Par. une  analyse  semblable,  où  trouverait^pour ,lé$ 
variations  séculaires  de  l’excentricité  et  de  la  longi- 
tude du  périhélie  de  m! , dues  au  carré  de  la  farce 
perturbatrice, 


, /5  m\/  a +->m‘Va'\  fIV  d?  d?'  1 Yr 

(5 \~=  my~  |/  de'  “ ” de'  J 

y r t/P/  ^p_^£v*p'  «/P'  d»p . ^ dp 

S’/i'  — ira  L ^ de'**  de(  5e7**  . tly  de' dy  dy  de'dyj 

. - . ^ (p  y;>p/  ,/p'  ,/*P  ,/p  J.p'q 

^ dedef  dy  d&dy  'dy  de'dy J1 


i v 


rhm'âa'nn't  f dP".  d'V  dP  W*F  . dP'  «/*P  «/P  d'P'1} 

’ v t de  ' de  dtf  ; «25F 
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3m*/»*A'/  f5m[/a-i-im'[/a'\  fD  JP  , „ rfty 

V ) L 3?+  *f  J ' • 


' (5nV-  an) 


rfrt  rf»P' 
dy  de'ily J 
rfP'  a*P'-| 
rfe'rfyj’ 


+ 


l*rfP  rf»P  rfF  d ^ dP  « 

""r”  (5n# — an)e'  |_rf?  rfe*’  de'  de'1  dy  di 

mm'aa'nn't  fdP  d1  P rfP'  d' P'  ctP  d' P 

(5n'— an)?'  ■[_  rfe  • rfë2?  **"  de  de  de'  dy  de'dy  ‘ rfy 

et  pour  les  variations  périodiques  de  ces  mêmes  élç- 
mens,  dépendantes  de  l’angle  2(5nf t—2nt+5^  • — 2e), 
on  aura  ....  . 

^P  ^.-f-P'^^sin  a(5 n't — a nt+ii/ — î«) 

(dp'  dP\ 

P'j-7 — P J c<>«  a(5« 'l — ant+5i' — a*) 


/'S/n  V »+!/»’  \/  a'1 

a(5n'*an)>a'' 

V m V . i 

a — «ina(5n'l^-a»it+5«' — a») 


4(5«'. 


Sn'^an).' 

' . ( LW7  \<‘e'J  J , .jW 

- > ’ JT»  JtlN 

Sm^a’n1  /5?>  \/  n+w1 


-a.),  1 


a(5n'-an)Ja' 


4 <Y*-5‘. 
) 


(P  *m  »(5n''— a‘)  J 
“ <T**(P  S+p,ê)  cbs  ) 

?u  1 hoi$m^èi 

|sina(5«'t— an<-f-5i'-a«)  / 
:'t  — ant  -4-  5»' — ON)  ; ( 

/ *■  '.tfM»  y 


a(5  n' — an)’e': 


) , dP  rfP'  , 

f-a5?  57co*a(5nl 


d’où  l’on  conclura  qu’en  vertu  des  termes  dépendans 
du  carré  de  la  force  perttn'batrice , la  longitude 
'vraie  de  Saturne  est  affectée  de  l’inégalité  sui- 
vante 

*—  JT»/  jr'”l 

sin  — 4,,^+9^, — 4'+®’) 


3m,n,n'i  /3m  [/ nd-im'  l/n'> 


. Sm’n’n5  /3m^ 
(5n'-an)V^ 


rP^;_P^i 

r rfrf  rfe'J 

rP^+pÆi 

L rfe'  +V  de'. 


<Kjs(gn't— 4n*+9«'— 4H-»')- 


On  peut  déterminer  immédiatement , et  sans  au- 
cun calcul,  les  deux  inégalités  précédentes  de  JV 
et  eJV  au  moyen  des  inégalités  déjà  calculées  dans 
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la  première  approximation.  En  effet,  si  l’on  repré- 
sente par  K sin  (5rit  — 3 nt  -f-  5é'  — 5e  -f-  B)  l’iné- 
galité de  m dépendante  de  l’angle  5n't — 5nt^~5t'~5e, 
et  par  H sin  (5rit  — 2nt  -\-  5e'  — u *+  A)  là  grande 

inégalité,  ou  celle  qui  dépend  de  l’angle 

5n't — 2nt  -f-  5e' — 2g,  l’inégalité  de  JV,  qui  dé- 
pend de  l'angle  ro h't  — 5nt  -f-  10 i'  — 5g  pourra  se 
mettre  sous  cette  forme  î • *• 


i (5m  V/a-Hn/y/o'>  ^ 


<V a ' 


sin  (ton'f  — 5nt  4-  lot' — 5i  + A-f-  B). 


Soit  de  même  K.'sin(4»,<  — mt- \-\i  — ag-f-B'),  l’iné- 
galité de  m' dépendante  de  l’angle  4 n’t — — 2f, 
et  — H'  sin  ( 5 n't  — znt  -f-  5g'  — 2g-f-  A')',  la  grande 
inégalité  de  m',  l’inégalité  précédente  de  JV  pourra 
prendre  cette  Forme  : 

i (3 ml/ a 4-  . , , , . 

j ; -t= ff  K «in  (y»  t —'int  -f-  9*'  — 4*  + A -f-  B'). 

ni  y a 

54.  Déterminons  maintenant  les  inégalités  des  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 


(*)  Il  suffit,  pour  s’en  convaincre,  d’observeï  que  parles 
n°‘  35 et  36  onaB=»  + f,  A = &,.•  K = — 

5n — 27i  de 

T,  6tw’  n*k  , , , 

H±:  ^ Si  Ion  développe  1 expression  précédente, 

çt  qu’à  la  place  de  k sin£,  k cos  G,  ^ sin  G,  ^ cos  G,  on 

substitue  leurs  valeurs  ea  fonction  de  P et  P',  n°  3o,  on  re- 
trouvera identiquement  l’inégalité  de  tv  déterminée  plus 
haut.  * 
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aux  précédentes.  Pourlcela  nous  observerons  que 
et  <p'  étant,  comme  précédemment , les  inclinaisons 
des  orbites  de  m et  je  mr  sur  un.  plan  fixe,  et  ct  el  eàï 
les  longitudes  Me  leurs  nœuds'  ascendans , si  Ton 
nomme  y leur  inclinaison  mutuelle,  et  fl  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  m' compté  sur  l'orbite 
de  my  et  qu'on  considère  le  triangle  sphérique  com- 
pris entre  ces  trois  plans , Qn  aura  - 


< t 


m 

sin  y sin  (n  — a)  = sin  <p ' sin  (a'  — et) , 

sin  y cos  (n  — et)  = sin<p'cos0cos(a' — et)— sin<pcos<p'. 

* ■ r « ✓ 

' „ t 

Si  Ton  suppose  donc 

* t -,  . * • 

, • K • 4 

\ _ P,  =.sin  y sin  n , Q^sin^cosn,  . . 

r 4T , 

et,  comme  précédemment,  * ' . 

, , > > •*  * * ’.i»  ^ / i 

p = sm  <p  sin  et , p7  = sin  <p'  sin  a', 

? = sin  (p  c osa , . = sin  (p'  cos  a! , 

en  multipliant  par  ^in  <p  les  deux  équations  précé- 
dentes , on  aura  , * ' x ^ . 

• f. 

p/7— Q/p=  p'q—q'p,  ■■■-.- 

-p'^H'-kp’+q'W  i -/‘-Y*  • 

Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeurs  de  P,  et  Q , en 
observant  qu’on  a 


P'  + ï 


V I—  p'  — g'  — I 7= , 

v-  ■ * 1 !•—/>*  — ? q* 


. S/'i—p'* 

> . ' . < 

on  trouvera 


JLl 


, J f 


'a 


{ 


y 
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F—p’—p—p 

•i  • ♦ *.  * 

» > - 


PP  + q<ï__  t n p2±3L 1_i 

*-hÿ  i ya  — /»* 

» 7 > /*+ • . * 
i -{- 1/ i— pa—  cf  y I -f  |/7  — p'*  + qr%' 


Si,  comme  nous  le  faisons,  on  prend  pour  plan 
fixe  celui  de  1 orbite  de  m à une  époque  donnée , p 
et  q seront  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices,  et  l’on 
. aura,  aux  quantités  près  de  l’ordre  du  carré  de  ces 
forces 


p, - 

, , . . Q/=?'  — gVi— p'1— q'%. 

.9  ' 

On  a d’ailleurs  y/i  — p'*  — q,%  = cos  y;  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  l’ordre  du  carré  des 
inclinaisons  mutuelles  des  orbites. 


Ces  valeurs  sont  conformes  à celles  que  nous  avons 
trouvées  n°  86,  livre  II;  mais  l’analyse  précédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  l’on  différentie  par  rapporté  la  caractéristique  cf, 
en  observant  qu*en  prenant  poy  l’origine  d’ou  les 
longitudes  sont  comptées , , l’intersection  commune 
des  deux  orbites,  ce  qui  suppose  n=o,  on  a 
Ji’Pt  = ySU,  JNQ/  = cTy,  et  que  les  inégalités  de  Spe  t 
jy 9 d &£q  etjq'y  sont  liées  d’ailleurs  par  les  équa- 
tions ordinaires, 

i 1 r » * , * 
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on  aura 

# * 


/m  V/  a'+m  {/  à 


m'Ÿ  a 


yp- 


Maintenant,  en  n’ayant  égard  qu’aux  termes  que 
nous  considérons,  en  vertu  des  formules  du  n°4> 

< • • ' ‘ . ■ . . i ■ 

on  a 


— andt. 


R- 

dy  y 


d./& 

ydïl  * 


- { - 


En  différentiant,  par  rapport  à y et  à 17 , les  deux 
parties  de  la  valeur  de  «TR  donnée  plus  haut,  n°52, 
et  ne  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
différentielle,  on  aura  * 

i * * . * ^ 


f./R. 3 m'Mn*  /3m  \/  a -f-  am'  \/  a’  \ /_  t/P  t/F\ 

dy  ~ (5n' — an)9  \ r m't/ô7'  / V ( 


m 9«/i 


/t/P  t/9P  ^ t/P' 

5 n'  — un  dedy  de  dedy  J 


m ma*  rtf 

/t/P 

t/9P  t/P' 

t/»F  \ 

5/i' — a/i 

lv</e' 

de'dy  de' 

de'  dyy  v 

m'(m'nn  ■ 

4-  nifl 

V)  frf?  t/«P 

, t/Ft/9 P' 

> 

5 n'-—  un 

Vt/y  dy 9 

i 

t/y  t/y9 

> 

3m'*tm! 

»,  um'\/a' \ 

t/P' 

(5//*—  an 

Y \ 

; v 

t/y 

mr*an 

/t/P 

#’P'  t/F 

t/9P  N 

5n'  — ùn 

\de 

t/et/y  -,  t/e 

t/et/y  y 

/t/P 

{/’F  , t/F 

t/9P  \ 

5 «'  «*-.  an 

w 

t/e't/y  t/e' 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
dp  et  dq,  qu’on  intègre,  et  qu’on  remplace  ensuite 
Sp  et  Sq  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  S'y 
et  de  ySU  , on  trouvera 
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3w'1ii,n)l  /m \/ a'-hrii  - ' «\  /Smt/a+îm'l/a'N  /'p,rfP_p  rfP'N 
>-(5/.'—  3n)>  V m'V'â  / \ m'V/T'  A rf>  «b-/ 

/n',n,n,l/m[/a'-l-i>t'\/a\  fdP  d’P'  dP*  d«P  \ 

5?  — 3n\  m‘\/~a  J '•de  dedy  de  dedy  J 

mmWnn'l/ m \/ n'+  n'  ^ ^ dP  d’P'  dP'  d‘P  \ 

5 n' — an  \ m'l/â  J \de/  de'dy  de'  de'dy  J’ 

. 3m'*a*n3t//nV',n'+m' l/n\  ^SniV/n+am'V/aA /"n  </P  rfP'v 

V~’^vî — ) V m'vï  ~)  y T>  ^ ) 

!dp  d» p dp'  d^p' 

de  dedy  de  dedy 

+ dp  d*t>  dp;  epp; 

dy  dy1  dy  dy* 

idP  d’P  dP^  d»P' 

de'  de'dy  de'  de'dy 

dp  ^p  dp;  d'P' 

dy  d^%  dy  dy * 

On  déterminera , au  moyen  de  ces  expressions , 
les  valeurs  de  <fy-  et  de  y SU;  on  en  conclura,  en 
vertu  des  formules  ( e ) et  (_/"),  celles  des  quantités 
Sp,  Sp',  Sp  e\  Sq' , et  par  suite  les  valeurs  des  quan- 
tités S<p , Sa,  «ftp',  .Sx',  qui  déterminent  les  varia- 
tions des  orbites  de  m et  de  m',  résultantes  de  leur 
action  réciproque  *et  relatives  à un  plan  fixe  quel- 
conque. 

Les  quantités  Sy  et  y SU,  comme  les  valeurs  de 
Se,  S a,  etc.,  sont  encore  affectées  d’inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l’angle  2(5rit — in£)  ; mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles,  nous  n’au- 
rons égard  ici  qu’aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu,  dans  le  n°  78  du  livre  II,  que 
les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde puissance  des  forces  perturbatrices , comme 
celles  qui  dépendent  de  la  première  approximation , 
Tome  III.  i5 


\ 
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livre  II  ; ce  système  est  donc  stable , c’est-à-dire  que 
les  excentricités  et  l’inclinaison  mutuelle  des  orbites 
de  Jupiter  et  de  Saturne  resteront  toujours  très  pe- 
tites , en  ayant  même  égard  aux  variations  séculaires 
dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice  et  du 
troisième  ordre , par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

56.  Ce  résultat  n’est  qu’une  vérification  particulière 
du  théorème  que  nous  avons  démontré  généralement 
n*  78,  livre  U,  et  en  considérant  un  nombre  quelcon- 
que de  planètes  circulant  autour  du  Soleil.  11  faut  tou- 
tefois faire  ici  une  remarque  importante.  Si  les  masses 
m,  rd,  m",  etc. , ainsi  que  les  demi-grands  axes  a,  d , 
d1,  etc.,  et  les  excentricités  e,  e,  e",  etc.,  des  or- 
bites , différaient  beaucoup  entre  elles,  comme  cela  a 
lieu  dans  notre  système  planétaire,  il  s’ensuivrait  que 
les  quantités  ms/aej'e , m's/de  é 'é , etc.,  pourraient 
se  compenser  entre  elles  , quoique  les  variations  J'e , 
JV , etc. , fussent  très  differentes.  Les  équations  (e) 
et  ( l ),  n°  54 , livre  II , pourraient  donc  être  satisfaites, 
sans  qu’on  en  dût  conclure  que  les  oscillations  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  seront  toujours  comprises 
dans  d’étroites  limites.  Il  faut,  dans  ce  cas,  recourir  à 
l’intégration  des  équations  différentielles  (P)  et  (c)  des 
n*“  64  et  69  du  livre  II;  si  l’on  n’a  égard  qu’aux  varia- 
tions séculaires , qu’on  suppose 

b = e sin  co,,  c — e cos  co , 

b'  = e'  sin  co' , c'  = e'  cos  co', 

etc. 

* 

On  sait  qu’on  satisfait  au  premier  système  en  faisant 

i5.. 
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b = M sin  {ht  4-  /)  +M,  sin  ( \t  -f-  /,)  4 Ma  sin(Aa/  -f -/,)  -|- etc.  , 
h'— r M'sin  (ht  -f-  sin(A,t -J-  /')  -f-M'asin(7iat  4-/a)  -f-  etc. , 

, f 

- : * » 

etc. , 

c = Mcos(/jt4'^)“f-Mi  cor>(A,/  -{-/,) -|-Ma cos(A./ etc., 
c'=Mcos  {ht  -f-  /)-f-M'tcos (h{t  + /,)  -f-M'acos  -f  A)  -f-  etc. , 

etc., 

I,  /,,  /a,  etc. , étant  des  constantes  .arbitraires  en 
nombre  égal  à celui  des  équations  (P);  M,  M', 
M",  etc.,  M,,  M',,  M*,,  etc.,  Ma,M'a,  M\,  etc.,  des 
systèmes  de  valeurs  dont  chacun  renferme  une  arbi- 
traire et  des  quantités  déterminées,  et  enfin  h,  kt9 
hA,  etc.,  les  racines  d’une  équation  d’un  degré 
égal  a celui  des  corps  agissans  que  l’on  considère.  ^ 
Soit  X = o cette  équation.  Si  toutes  ses  racines 
sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  d e b,  c,  bf}^etc.  , 
seront  toutes  composées  de  quantités  périodiques;  et, 

en  vertu  des  équations  b*+c\  é=\J etc., 
il  en  sera  de  même  à l’égard  des  excentricités  e, 
e\  etc.  Si,  de  plus,  les  quantités  M,  M',  M",  etc.,  sont 
supposées  très  petites  et  du  même  ordre  que  les  ex- 
centricités des  planètes  principales  à l’époque  ac-, 
tuelle,  les  intégrales  précédentes  montrent  que  les 
quantités  b , b\  etc. , c , c',  etc. , et  par  conséquent  les 
excentricités  qui  s’en  déduiront,  varieront  dans  des 
rapports  peu  considérables,  et  seront,  dans  tous  les 
temps,  très  petites,  comme  elles  le  sont  aujourd’hui.  Il 
en  sera  de  même  des  inclinaisons  qui  dépendent  d’un 
système  d’équations  absolument  semblables.  On  dé- 
montre aisément,  parles  considérations  exposées  n°65, 
livre  II , et  sans  avoir  besoin  de  résoudre  l’équation 
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X = o,  que  celte  équation  ne  saurait  admettre  que 

des  racines  réelles  et  inégales  : niais  il  reste  encore  à 
calculer  les  quantités  M,  M',  Mf/,  etc.,  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines,  pour  être  assuré  que  l'el- 
lipticité de  l'orbite  de  chaque  planète  sera  tou- 
jours comprise  entre  d’étroites  limites  qu’elle  ne 
saurait  dépasser  (1)  : c’est  d’ailleurs  le  seul  moyen  de 
déterminer  avec  exactitude,  pour  un  temps  quelcon- 
que, les  élémens  des  orbites  planétaires.  Jusqu’à  pré- 
sent on  s’était  contenté  de  donner  leurs  variations  sé- 
culaires développées  par  rapport  au  temps,  et  en  ne 
portant  l’approximation  que  jusqu’à  la  seconde  puis- 
sance; mais  la  connaissance  plus  exacte  que  nous 
avons  maintenant  des  masses  des  planètes  et  des  élé- 
mens de  leurs  orbites  exige  qu’on  détermine  ces  va- 
riations d’une  manière  plus  précise.  Aussi , quoique 
la  formation  et  la  résolution  de  l’équation  X = o , 
lorsque  l’on  considère  à la  fois  le  système  des  sept 
planètes  principales,  demande  de  pénibles  calculs;  la 
nécessité  d’établir  avec  certitude  un  point  si  impor* 
tant  dans  le  système  du  monde,  ne  nous  a pas  permis 
d’hésiter  à les  entreprendre,  et  l’on  verra  que  les  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  confirment -les  conclu- 
sions auxquelles  nous  étions  parvenus  dans  le  cha- 
pitre VIII  du  livre  II , en  admettant  comme  un  fait  la 
petitesse  des  quantités  M,  M',  Mf/,  etc. , qui  n’avaient 
pas  encore  été  calculées. 

Lorsqu’on  veut  avoir  égard  au  carré  des  forces  per- 
turbatrices, il  faut,  dans  les  équations  (P)  et  (<?),  nos  64 


— 


— 


iw: 


(*)  Voir  les  notes  à la  fin  du  volume. 
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et  69,  livre  II,  augmenter  les  quantités  ~ , etc.  r 

, etc. , de  leurs  variations  séculaires  relatives  à la 

Seconde  approximation , et  déterminées  par  les  formu- 
les précédentes.  Ces  équations  alors  ne  sont  plus  li- 
néaires , cependant  on  peut  encore  les  intégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d’approximation.  En  effet,  sup- 
posons d’abord  qu’on  ait  égard  aux  quantités  d’un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m9  m’y 
mut  etc. , mais  qu’on  néglige  dans  les  équations  da- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  indinaisons  supérieures  à la 
première.  Les  équations  qui  en  résulteront  seront 
encore  linéaires  et  à coefficiens  constans;  en  les  trai- 
tant comme  on  a traité  les  équations  primitives  (P) 
et  ( c ) , on  en  déduira  une  équation  de  la  forme 

X -f-  X,  -f-  X,  -f-  etc.  = o,  ' (et) 

\ » . 

qui  remplacera  l’équation  X te  o , et  dans  laquelle 
le  premier  terme  sera  cette  même  quantité  X de 
l'ordre  des  masses . m , m! , etc.  ; X,  désignera  une 
quantité  .du  second  ordre  par  rapport  à ces  masses, 
X*  une  quantité  du  troisième  ordre , et  ainsi  de 
suite.  Or,  les  racines  de  l’équation  (cl)  se  déduiront 
de  celles  de  l’équation  X = o par  le  procédé  ordi- 
naire des  substitutions  successives , et  d’après  les 
principes  de  cette  méthode  si  les  racines  de  cette 
équation  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en  sera 
de  même  des  racines  de  l’équation  (a) , qui  se  trou- 
veront exprimées  en  séries  ordonnées  par  rapport 


DU  SYSTÈME  Dll  MONDE.  23i 

aux  produits  et  aux  puissances  des  masses  i/i,  m.', 
m",  etc.  Les  excentricités  et  les  inclinaisons  seront  ' 
donc  encore , dans  ce  cas , composées  de  quantités 
périodiques. 

Si  l’on  considère  maintenant  les  termes  dépendans 
des  cubes  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons , les  équations  (P)  et  (c) 
ne  seront  plus  linéaires,  et  pour  les  intégrer  il  fau- 
dra recourir  aux  méthodes  d’approximation.  On  sup- 
posera qu’on  ait  déterminé  les  valeurs  des  incon- 
nues , en  faisant  d’abord  abstraction  des  termes 
dépendans  des  puissances  des  excentricités  supérieu- 
res à la  première , mais  en  ayant  égard  à toutes  les 
puissances  des  masses  qu’on  veut  considérer.  On  subs- 
tituera dans  les  équations  proposées  les  premières 
valeurs  approchées,  et  l’on  déterminera  les  varia- 
tions qu’il  faut  faire  subir  aux  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales  , pour  satisfaire  à ces  équa-  . 
tions,  lorsqu’on  a égard  aux  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons. On  parviendra  ainsi,  par  des  approximatiojfis 
successives , à déterminer  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités avec  tel  degré  d’exactitude  qu’on  voudra,  et  ' 
toutes  ces  valeurs,  d’après  les  principes  de  cette  mé- 
thode d’approximation,  conserveront  la  même  forme 
que  dans  le  cas  où  l’on  n’a  égard  qu’à  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisohs.  Soit 
donc  • . 

^ + ïi  + Y,  + efc.  — o , 

l’équation  qui  remplace  l'équation  (a) , et  dans  la- 
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quelle  Y est  le  premier  membre  de  cette  équation, 
Y,  uue  quantité  de  l’ordre  des  carrés  et  des  produits 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  Y,  une  quantité 
de  l’ordre  de  leurs  quatrièmes  puissances,  etc.  Toutes 
les  racines  de  cette  équation,  résolue  par  la  méthode 
ordinaire  d’approximation,  seront  réelles  et  inégales 
si  les  racines  de  l’équation  Y = o remplissent  cette 
condition,  et  elles  se  trouveront  exprimées  en  séries 
convergentes  ordonnées  comme  les  quantités  Y , 
Y,  , etc. , suivant  les  puissances  ascendantes  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc  la  stabilité  du  système  planétaire  est 
généralement  assurée,  quel  que  soit  l’ordre  des  termes 
auquel  on  veut  pousser  les  approximations,  du  mo- 
ment qu’on  a prouvé  que  les  valeurs  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  résultantes  de  la  première  approxi- 
mation ne  sont  composées  que  de  quantités  périodi  - 
ques.  Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème  au 
moyen  des  équations  qui  résultent  du  «principe  des 
aires , n°  78  du  livre  II , en  étendant  les  approxima- 
tions à toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons , et  aux  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  La  démonstration 
précédente,  déduite  de  la  considération  même  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  en  est  une  con- 
firmation nouvelle. 

Le  principe  important  de  la  stabilité  du  système 
du  monde  repose , comme  on  voit , sur  deux  condi- 
tions également  indispensables  : il  faut,  1°  que  l’équa- 
tion X = o ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  , 
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2°  que  les  valeurs  de  M,  M',  M",  etc. , qui  sont  des 

fonctions  de  ces  racines,  soient  toutes  de  très  petites 
quantités.  On  prouve,  n°  65,  livre  II,  que  la  première 
condition  est  remplie  dans  la  supposition  que  tous  les 
corps  célestes  circulent  dans  le  meme  sens  autour  du 
Soleil.  C’est  en  effet  ce  qui  a lieu  dans  la  nature  ; mais 
il  était  d’autant  plus  intéressant  d’examiner  ce  qui  ré- 
sulterait de  l'hypothèse,  que  quelques-uns  des  corps 
célestes  tournent  dans  des  sens  opposés,  que  plu- 
sieurs géomètres  avaient  cru  pouvoir  avancer  que 
l’hypothèse  contraire  n’était  pas  indispensable  à la 
stabilité  du  système.  M.  Poisson  a démontré,  en  ne 
considérant,  il  est  vrai,  que  l’action  mutuelle  de 
deux  planètes,  que,  dans  ce  cas,  les  excentricités  se- 
ront encore  des  quantités  périodiques,  mais  que  les 
inclinaisons  ne  seront  pas  assujetties  à cette  condi- 
tion, et  qu’elles  pourront  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Mais  comme  cette  recherche  n’est  que  de 
pure  curiosité,  nous  ne  nous  y arrêterons  pas  ici,  et 
nous  renvoyons,  sur  ce  point,  au  mémoire  du  savant 
géomètre  (*). 

57.  Considérons  maintenant  les  inégalités  des  élé- 
mens  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de  Tordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  et  qui  dépendent 
simplement  de  l’argument  5n't  — *mt  de  la  grande 
inégalité.  Il  est  aisé  de  s’assurer  que  parmi  ces  termes 
les  moins  élevés,  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  sont  ceux  qui  dépendent  des  cubes 
et  des  produits  de  trois  dimensions  de  ces  quan- 

. 

% 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  Tannce  i836. 
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tités>  et  que  les  plus  considérables  sont  ceux  qui, 
après  l’intégration , acquièrent  le  très  petit  diviseur 
(5n  -y-  2 n)%.  Nous  n aurons  donc  égard  ici  qu  a ces 
termes,  parce  que  ce  sont  eux  qui  fournissent  néces* 
sairement  la  partie  principale  des  inégalités  corres- 
pondantes des  longitudes  et  JV,  que  nous  nous 
proposons  de  déterminer. 


, Occupons-nous  d’abord  des  moyens  mouvemens. 
En  supposant  que  m représente  Jupiter,  trî  Saturne, 
et  que  toutes  les  quantités  relatives  à m,  marquées 
d’un  accent  , désignent  les  mêmes  quantités  re- 
latives à in! , pour  déterminer  les  inégalités  de 
et  cfÇ',  on  aura  * 


3 cûn 


cTÇ  = — Sanfdtfd' . -/R  + — fdt{fd'R)', 


3a'*n 


A :(«) 


S'-C—  — îa’n’fdtfæ.  JR'-f- 


/ • / 

Les  différentielles  d'  et  d"  se  rapportent  unique- 
ment, la  première  à la  planète  m , la  seconde  à la 
planète  m!  9 et  devant  être  prises,  par  conséquent, 
en  faisant  varier  dans  chaque  formule  le  temps  t 
introduit  par  les  coordonnées  de  la  planète  trou- 
blée, et  en  regardant  comme  constant  le  temps  re- 
latif aux  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice. 

D’après  la  forme  des  fonctions  /R  et  J' R',  n?47» 
il  faudra,  dans  chacun  des  produits  qui  les  compo- 
sent, combiner  entré  eux  les  différens  : termes  des 

* * 

deux  facteur^,  de  manière  que  la  somme  ou  la  dif- 
férence des  argumens  relatifs  aux  termes  que  l’on  a 
considérés,  soit  égale  à 5nft — 2 nt\  c’est-à-dire  que 
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si  l’on  désigne  par  U,  l’argument  du  terme  que  l’on  a 
considéré  dans  l’un  des  facteurs,  et  par  l't  l’argument 
du  terme  correspondant  dans  l’autre  facteur,  que, 
pour  fixer  les  idées,  on  suppose  de  plus  que  soit 
toujours  précédé  du  signe  -f-  dans  It  et  dans  l't , il 
faudra  qu’on  ait 

l'~\-l  = 5n' — 2 n ou  V — l — 5n'  — 2 n. 

Il  faudra , en  outre , que  4a  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
surpasse  pas  trois. 

Or,  d’après  les  lois  du  développement  de  la  fonc- 
tion R , n*  4,  et  celles  des  diflerens  termes  des  expres- 
sions de  JV,  «JV,  JV,  etc.,  il  sera  aisé  de  reconnaître 
que  les  valeurs  de  l et  de  l',  qui  satisferont  à la  pre- 
mière condition , seront 
, ' .»  • 

l = o et  /'  = 5n'  — 2ti , 
l = n',  V = 4 n'  — 27i , " • 

l = 2 n',  V = 3 n'  — 27i , 

l — 571  , V =.  27lr  271  , 

l — Tl1  71,  V = ^7l'  71  , 

l — 3 Tl'  71,  P — 271  71. 

Ces  combinaisons  sont  au  nombre  de  six , mais  elles 
en  fourniront  douze,  parce  qu’on  peut  changer  dans 
chacune  d’elles  l en  V , et  réciproquement. 

Quant  aux  valeurs  de  l et  de  l qui  satisferont  à la 
deuxième  condition , leur  nombre  est  indéfini , et 
l’on  peut  les  comprendre  sous  ces  quatre  formes  gé- 
nérales : 
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l = 5 n' — 2H  -f-  i(n — n)  et  l'  = i(rt  — n) 

l = 5 n1  — 3«  -f-  i ( n ' — n ) V — i(n'  — n)  — n, 

l = 5 n'  — 4n  ■+*  i(n'  — n)  — *(n'  — n)  — 

l = 5n'  — 5n  -f-  /(«'  — n)  V =.  i(ri  — n) — 3 n, 

i étant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Ces  combinaisons  sont  doubles,  comme  les  précé- 
dentes, parce  qu’on  peut  y permuter  les  lettres  / 
et  r . 

On  voit,  d’après  cela  , que  la  partie  des  valeurs  de 
eP£  et  eT^  qui  provient  de  la  combinaison  par  voie  de 
soustraction  des  argumens  le  il  sera  composée  d’un 
nombre  indéüni  de  termes,  et  que  par  conséquent 
il  serait  impossible  de  calculer  rigoureusement  les 
valeurs  de  et  de  qui  dépendent  de  l’angle 
5n't  — vit , et  qui  sont  du  troisième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  des  orbites,  et  du  second  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  Mais  comme  les 
inégalités  que  ces  termes  produisent  sont  pour  la 
plupart  très  petites,  il  suffira  de  tenir  compte  des 
plus  considérables  ; en  général , ce  sont  celles  qui  ré- 
pondront aux  moindres  valeurs  de  i;  et,  en  effet, 
on  verra,  lorsque  nous  réduirons  en  nombres  les  for- 
mules du  chapitre  précédent,  que  les  inégalités  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  for- 
ment des  séries  qui  décroissent  avec  beaucoup  de  ra- 
pidité à mesure  que  leur  argument  dépend  d’un  plus 
grand  multiple  des  moyens  mouvemens  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  pre- 
miers termes  de  ces  séries  seront  donc , en  général , 
les  seuls  qui  puissent,  par  leur  combinaison  avec  les 
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différences  partielles  de  R et  R',  produire  des  inéga- 
lités sensibles  dans  les  valeurs  de  cf£  et  de 

Considérons  maintenant  la  seconde  partie  des 
formules  ( o ).  Il  est  évident  que  les  seuls  ter- 
mes qui,  après  la  double  intégration,  auront  la  très 
petite  quantité  ( 5n — 2?î)%  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui , dans  les  intégrales  (fd'R)*  et  (f d!’ R'/,  sont  déjà 
divisés  par  5«'  — 2 n.  En  nous  bornant  donc  à dé- 
terminer ces  termes,  il  faudra,  pour  les  obtenir, 
combiner  la  partie  constante  des  intégrales  f ûTR  et 
f d"R'  avec  la  partie  de  ces  intégrales  qui  dépend  de 
l’argument  5n't — 2nt. 

La  détermination  des  inégalités  dépendantes  des 
seconds  termes  des  expressions  de  et  de  cT£'  sera 
comprise,  par  conséquent,  dans  la  première  des  com- 
binaisons des  argumens  It  et  l't,  c’est-à-dire  dans 
celle  des  argumens  zéro  et  5n't — 27it. 

Commençons  par  déterminer  les  inégalités  rela- 
tives à cette  combinaison. 


Inégalités  de  Sé,  et  cTf'  qui  résultent  de  la  combi- 
naison des  argumens  o et  5n't— 2nt. 

58.  Pour  les  déterminer,  reprenons  la  première 
des  formules  (o) , en  n’ayant  d’abord  égard  qu’à  son 
premier  terme. 

Si  l’on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  développement  de  la  fonction  R , et  qu’on  né- 
glige les  termes  dépendans  des  excentricités  et  des 
inclinaisons , on  aura 

R = ~ A(o), 

2 7 


_ » 
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et  par  conséquent 


rfAW  » , m dkW 

-7—  . àr-\ . sy-r'&r . 

da  i da 


En  prenant  la  différentielle  d' «TR,  on  ne  doit  faire 
varier  dans  cette  équation  que  les  coordonnées  de  m, 
c’est-à-dire  qu’il  faut  différentier  l’expression  précé- 
dente par  rapport  à JV,  en  regardant  cf  r'  comme  cons- 
tant. On  aura  ainsi 

d'.S R __  rd  dkW  dïr 

ndt  a da  andl 


Supposons  qu’en  n’ayant  égard  qu’aux  ternies  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  qui 
dépendent  de  l’angle  5n't  — 2rlt  pn  ait 

^ = FC0S(5«'< 2nt-f-5ê' 26  + f), 

F étant  déterminé  par  la  première  approximation  et 
étant  affecté  du  très  petit  diviseur  5nr  — 2«.  En  vertu 
de  cette  valeur  on  aura 


a'd'.i fi 
ndt 


m’{5n — in)  , dk C“>  _ . _ , , , 

. aa  — — . Fsin(5n  i — 2/i/-j-5<  — n) . 


2/1 


da 


3 an* 


sim 


Et  en  multipliant  cette  expression  par 

d 

en  supposant,  comme  dans  le  n°  18,  a = — , on 


aura  la  partie  correspondante  de  J"Ç  réduite  en  se- 
condes. 

On  doit  observer  ici  que  la  différentiation  relative  à 
la  caractéristique  d' introduisant  dans  d'R  le  multi- 
plicateur 5n'  — an,  la  valeur  de  ne  semble  af- 
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fectée,  après  la  double  intégration,  que  du  diviseur 
5n  — 2n  ; mais  comme  la  quantité  F renferme  im- 
plicitement le  même  diviseur,  il  en  résulte  que  l’i- 
négalité correspondante  est  réellement  affectée  du 
très  petit  diviseur  (5ra' — 20)“,  et  quelle  est  de  l’ordre 
des  quantités  que  nous  considérons.  11  n’est  donc  pas 
permis  de  la  négliger , comme  le  suppose  Laplace, 
(. Mécanique  céleste,  n°  16,  livre  Vï),  et  l’on  verra 
qu’en  effet  cette  inégalité  s’élève  à plus  de  8"  sexagé- 
simales relativement  à Saturne.  On  peut,  pour  plus 
d’exactitude , substituer  dans  les  équations  pre'cé- 

dentes , à la  place  de  A(o),  la  partie  non  pério- 
dique de  R,  exacte  jusqu’aux  quantités  du  quatrième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
naisons,  et  que  nous  avons  désignée  par  F dans 
le  u°  17.. 

Supposons  réciproquement  qu’en  ne  considérant 
que  les  termes  dépendant  des  cubes  et  des  produits 
de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons , on  ait 


R=  m'Psin(5n'< — a/tt+5*'— -a») -f-n*  P cos(57i'f-— ara<-{-5j'— 2») . 

Il  faudra  combiner  avec  cette  valeur  de  R celles 
qui  proviennent  des  parties  constantes  de  <fr  et  de 
S'r  ; nommons  aF  et  a! F'  ces  parties  , en  sorte  qu’on 
ait 


n 


f 


il  en  résultera 


$ 
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<JR  — m'  (a  -^-F  + a'  ^rF'^sin(5n'f  — 7.nt  -J-  5i' — 21) 

+ m (" a ^ F -f-  a F' ^cos  (5 n't  — 2 nt  + 5«'  — 2 « ) , 


d’où  en  différentiant  par  rapport  à nt , en  regardant 
rit  comme  constant,  on  tirera 


r'd'JR 

ndt 


=—im'Çaa'^F-ha'‘  ^ F'^  cos  (5 n't  — mt  4-  5«' — as) 

(dV  dV 

aa'— F+a'*^,  F'J  kin  (5n't  — mt  -f-  5s' — si). 


3«n“ 


En  multipliant  cette  expression  par  ^'^_2ny^p  > 

on  aura  la  partie  correspondante  de  «f^. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  la 
même  formule.  Supposons,  comme  précédemment. 


B = m'P  sit»  (5n't  — a nt  4-  5s' — as)  4-  m' P'  cos  (Mt  — an  1 4-  5s' — ai), 

d’où  en  différentiant  par  rapport  à nt , et  en  intégrant 
ensuite , on  tire 

fdR=m'g—  ■ [P*in(5n't— an«4-5s'— as4-Fco»(5n'« — ant+5s'— as)], 

g étant  une  constante  arbitraire. 

En  ne  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  l’argument  5ri t — ant , on  aura 


(/ <<R)»=— . [Pstn  (Mt— an«4-5t'— as)4-Fcos  (5n't— an(4-5s'— as)] . 

On  a d’ailleurs  , n°  92,  livre  II, 

I </AC®> 

& ==  Za~dâ’ 


La  première  des  formules 


(o)  donnera  donc,  en 


» 
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en  vertu  du  terme  précédent , , ^ 

t £ = ■g^7-^^-.aa,-^^.[a/P,»in(Sn't-ant4.5»'-3i)-afPc<>«(5n,<-ant+5«'-a»)]. 

En  réunissant  cette  inégalité  aux  deux  inégalités 
déterminées  précédemment , on  aura  la  valeur  com- 
plète de  <PÇ,  résultante  de  la  combinaison  des  argu- 
mens  zéro  et  5n'i  — mt. 

5g.  Pour  avoir  la  partie  de  J'j'1*  cofreÿppnddbte  à 
celle  de  que  nous  venons  dé  qpte^nftier  .-repre- 
nons la  seconde  des  formules,  (o)  ,,  “5  ^ , 

«rc'=  — Sa’rifdt  jæ.ê'W +™^Lfdt(jd" ro*. 

En  suivant  l’analyse  du  numéro  précédent , et  en 
supposant 

~ = F'  cos  ( 5 rit  -f-  2 nt  -f*  5*'  — aê-f-/') 


on  trouvera 

adf.  <fH'  m(!>n' — lu) 


n'dt 


sr 


• « * — — — f «in  (5 n i — inl  ■+•  5t  ■ 


rfa' 


3m7i'* 


et  en  multipliant  cette  expression  par  ^.i^n^gwT"  ’ 

on  aura  l’inégalité  que  le  terme  précédent  introduit 

dans  la  valeur  de 
* t < ‘ 

Réciproquement,  soit 

R'=  mP  sin  (5 n'i  — i ht  -+■  5«' — 1»)  + /nP'cos  (S  n't  — a nt  + 5/ — ai) , 

et  supposons  , comme  plus  haut, 


. A' 

> i- 


Jy  * ' 

_ — F - F' 

, — t , . . — r , 


on  trouvera  , -, 
Tome  III. 


16 
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a -j-  F -j-a'  F^sin  (5n'i— 2nt+5e' — 2e) 

+<«Ç> +«'  ^ F'Vos(5«'<— 2«H-5s'— 2*). 

En  diffère  ntiant  cette  valeur  par  rapport  à w!ty  on 
aura  » ; 

a'd . *T  R'  t Y ,dP  „ . dP  \ 

— = SmnJaà' -j—  F-f- a'*  — F')  co*(5n'l- *nt  + 5/-. ») 

— «'  **“  (5*'t  — -f  5/ — 2t). 

. . * , > . f . ; . 

Les  quantités  P.,  P',  F,  F'  ayant  ici  les  mêmes  va- 
leurs que  dans  le  n°  5S , comme  on  a à très  peu  près 
5»,  = 2w>  il  est  aise  de  conclure  que  l’inégalité  de  J'Ç' 
dépendante  de  la  partie  précédente  de  J'R'  est  liée 
à l’inégalité  correspondante  de  par  l’équation  or- 
dinaire de  condition  . 

I 

ml  l/  a' 

Pari  analyse  du  n°  58  on  verra  que  le  second  terme 
de  l’expression  de  produit  le  terme  suivant: 

V-  • * •.  > . ’ . k 

mt  5yn»»*«  t </A(°)  . 

~daT’'-a  ^ sin(5«^— î*)-*a'Pcoe(5/2'ê-a««-h5«'-a*)3. 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  aux  deux 
précédentes,  on  aura  la  valeur  complète  delà  partie 
de  d £ , dépendante  de  la  combinaison  des  argumens 
zéro  et  5n't  — nt. 


% >1  fit 


Calcul  des  termes  de  <T£  et  de  j'Ç'  qui  résultent  de  la. 
combinaison  des  argumens  3n't — nt  et  an't nt. 

6o.  Le  dernier  terme  de  chacune  des  formules 

• I*  A 


/ 
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(o)  ne  saurait  produire  dans  les  valeurs  de  «f£ 

et  de  SX'  aucune  inégalité  dépendante  de  l’angle 
5 n't — 2 nt  et  du  troisième  ordre  relativement  aux 
excentricités,  lorsque  l’on  fait  abstraction  de  la  com- 
binaison des  argumens  o et  5n't  — 2iit  ; il  nous  suf- 
fira donc  de  supposer  désormais 

SX  — — 3 anf dtfif.SR, 

SX'—  — ’ba'n!  fdtf d".  SR'. 

$ 

Parmi  le  nombre  indéfini  de  combinaisons  qui 
peuvent  donner  dans  SX  et  SX'  des  termes  de  la  nature 
de  ceux  que  nous  considérons , noup  n’aurons  égard 
qu  a ceux  qui  proviennent  de  là^doulde.coçnbinaison 
des  argumens  5 ni — net  an'  — »,  parce  que  ce  sont 
eux  qui  fournissent  la  principale  partie  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  carré  des  forces  perturbatrices.  Il  sera  facile 
d’ailleurs  d’étendre  la  même  analyse  au  développe- 
ment des  termes  résultant  de  l’une  quelconque  des 
combinaisons  énumérées  n°  57  ; c’est  ce  que  j’ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  dans  le  recueil  des  Savans 
etrangers  (1),  je  me  contenterai  donc  d’en  rapporter 
les  résultats  numériques , lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
k la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

Considérons  d’abord  la  valeur  de  SX- 

En  n’ayant  égard  qu’aux  termes  dépèndàns  de 


(1)  Mémoires  dç  l’Académie  , Savans  étrangers , 1 834- 

‘ ; 16.. 
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l’angle  3 n't  — nnt  et  du  carré  et  des  produits  des  ex- 
/ èentricxtés  et  des  inclinaisons , soit  . 

• R =sj-  cos  (Zn't  — nt-{-  3«’  — « — a<o') 

-f*  MC,W  cos  (3 n't  -nt-\- 3«' — t- — a> — a') 

4-  MC*V*  cos(3n'< — nt  -{-  3«'  « — a et') 

+ M<3>À*  cos  (3n*  — n*  3e'  — ê—  an)  ; 

d’où  résulte 

jR=(A'-J/)[3M(°')e'“»in(3n't-n£4-3«'-i-ïa)-f-iM(‘)ee'»in(3n,.£-nt4-3»'-i-a-a') 

-+.  MWe'1  »in  (3  rt't  — nt- f-  3*'  — « — la' J] 

— 3J^)M<»)x*  »in(3n't  — nt  -f-3»'—  • — oJI) 

e*oo»(Jn'<-nt4-3*'-«-la)  -f-a  ^^fe'eo»'3n'«-n/-f-3«'-a*a') 

-f-«  t^^e'>co*(3/t't-n<4-3i'-<-ia')4-a  ^5^».’co»(3n’f-nH-3*'-»-in)  J 
e»co«(3fa't-nl+3i,-»-l»)  +a'‘^7Wco*(3n't-Mî+3i'-i-a-»') 

Ta'  L - ««"  •■ 

_|.a'^î^lL2e,«eo*(3/»'t*nt-+-3»,-«-ia,)+a/-|^— x’co^în't-nt+îi'— f>-  in^J* 

Si  l’on  différence  cette  expression  en  faisant  varier 
les  trois  quantité?  nt , JV , JV,  et  en  regardant  comme 
coustantes  les  trois  quantités  n't,  JV  et  «T/7,  on  aura 


^ll£l'!=((fi/f-/i/)[3M<«)e*co*(3n'«-ht-t-3«‘-*-ia)-t-aM(,)e«'co8(3n,f-n<-f-3«'-«-»-a') 

. ’ 4-M(0e'*  eos(3n't — nt  -4-  3»' — « -— if/)] 

co»  (3 n't  — nt  -f-  • — in) 

_f.îLÜ.[3M(0)e,«in(3n't — n(-+-3i'-i-i«)4-iM(')ee'8m  (3n'f-nî-f-3i'-«-a-a') 

■+■  M(’)e,*sin(3n'f-nt*f-3«'-»-la')-+-M(s)x*»m  (3n't— «H-3/ — i-ilï] 

f" cn«(3/i'(-nt-f-3»/-i-ia)4-n  ^^-ee'cos(3n'f-nl-f.3«'-«-»-</) 

andt  L da  • da  «•••■  • •’v  v.  .»> 

-)-«  ‘^^-V’co»(3nV-nt-)-3*'-i-i4i')+a  ^^-\,co»(3n't-nt-+v3»'-«-in)J 


_j_  £r  • £«—y— *’  »in(3n't4nt-t-3»'-«-ia)4-<«  -^-ee'sm(3n't-nt+3»'-i-»-a} 
_i.nf£^112e'»tin(3n't-nN-3»,-«-a»0+a  x’»in(3n't-nt-4-3^-«-an)"l 

» da  na  J 

‘îl.  ‘^V8’  Sln  (3o't-ot+3i'-i-ia)-)-«'— ^7-cc'sin  (3*'£-n£-f-3i'-»-a-«') 

-f-a'  d^,-e'nio  (3n't-n£+3«''iOa')4V^^-^*»in(3n't-nH-3»'-i— in)J. 
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Supposons  qu’en  ne  considérant  que  les  termes  dé- 
pendant de  l’argument  irit->-nt9  et  qui  sont  de 

l’ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons , ori  ait 

* • 

— = eF  cos  (an'f  — **£-+-  as'—  i — a»)  -f-  e'G  cos  (an'*  — nt+  a*' — • — *'), 

a . * 

~ = eF'  cos  (an'f  — n t •+■  as'—  < — ® ) -+•  e'G' cos  (a n't  — nH-  ai'—  s—®') , 
a 

JV  = eH  sia  (a/i'r  — nt+  as'-—  «—  «)  -f-e'K  sin  (a n't  — nt- f-  a/ — s—®'), 
<Ti/=:  eH'sin  (an'f  — n*-f*  a*' — s — ®)  -f-  e'K'sin  (an'*  — nt  4*  as'--i  ••®'),‘ 

* /y  ' 

Et  en  différentiant  les  valeurs  de  — et  JV.  on  a 

am  ' 


= — ^ — — .[eFsinfan'* — /if-f-at' — s-®)-f-e'Gsin(an'/-nH-a*'-*-®')3, 
/.K»* * • (^ir— n] 


» > 

[eHcos(an'r— «t-f-a»'— »-®)-#-e',Kcos(an'f-nf-f*a*'-*-®')] . 


» » 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans , l’expression  de 
f et  qu’on  ne  conserve  que  les  termes  qui  dépen- 
dent -de  l’argument  Sn't  —^nt,  en  faisant  pour 

abréger.  ...  . •;  , 

- H'a'i\l(*)+  ÜL_-^EU'MC*)-h  K'a'MO)  -f-  -^-  ;KVM(0 

y ; 1 «*,  ' • • La  ; n * ' • < n 

, JM(’)  (n'— /*)_,  , r .JW')  (n'-nL  ,</MC*)T 

+;FV*  -*  n-0™  TT  J’ 

P0}=e'e'  rH/a'M<,)+“^— ^Ha/M(,)+^KVM(0)4-  ^-'Ki/MW  ' 

. • +*  r„'Æ'_  £=*}faa'  ^VGvÆiJ^W^l, 

a da  n aa  a rfa'  /»  da  J 

P<*>=  f -RVMCO-h^/~-^Ka>M(0-hiG'fl'»^!,)^n-:^Gaa'^^"], 
L»  n a , da  • n da _ J 

P<3)^  e’  Hü'a — -^Ha'M(0)-f--FV ^^Faa' 

L*  n a ffa'  n da*  J 

PCO=w>x«r-K'a'M<0+(— ^Ka'MO^GV’î!^ 

L®  n.  . a . «a  • n-,  . da  J’ 

Pl«>==ex»nH'àM(»)+^— ^Ha'MCO+^FV»^^— 

La  • n a da1  a da  J 
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On  trouvera  - 

; =:  PM  si»  (&>'(  - tnt  + 5*'  - 

*.  , 4*  PC1)  sin  (5 n't  — a nt  -4*  5i' 

; 4-  É(a>  sia  \$rït  — anf  -4-  5i'.— 

v < ^ *:  •,-4-  P<3)  sin  (5 n't  — an*  4-  5s'  — 

*n  (5/»'£  an*  4 5i'  — 
4-  P<5.)  sia.  (5 n't  — ant  4*  5*'  — 

*>  . ’•  .-.V  ■ 

expression  qui'  en  faisant 

• i . s 


n 


— 

.t*  — 

«0  . • 

ai  — 

a»  «— 

»V 

a»  — 

3»') 

% 

a*  — 

3») 

*4 

ai  — 

0»'  — 

an) 

ai  — 

Où  — 

an)  j 

t 


A = P(°)cos  (»4-  a»')  4-PP)cps  (ao»4  a»74^ÏH*^04  3 mf  4-  PC3)cos  3» 

4-  PCOcos  (cJ+  an)  4-P(5>cos  (»  4-  W)  ; ’ ' 4. 

• \ 

m * * * • * T*  * r 

et  en  nommant  B ce  que  devient  cette  expression . 
quand  on  y change  les  cosinus  en  sinus , pourra 
prendre  cette  forme  : 


==A  sin  (5/i'f  — a nt  4-  5i' — a»)  — - B cos  (5  n't  — a nt  4-  5«*  — 3*). 

ndt 

Pour  rëduirfe  cette  expression  en  nombres , on 
formera  d’abord  les  valeurs  des  quantités  MW,  M(0, 
JVfW,  MC3),  et  de  leurs  différences  tant  par  rapport  à a 
que  par  rapport  à a',  au  moyeu  des  formules  du 
n°  6 , dans  lesquelles  on  fera  i = 3.  Quant  aux 
quantités  F.,  G , H,  etc. , elles  seront  données  par  les 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses. 

61.  Considérons  réciproquement  les  termes  de  <fR 
dépendans  de  l’angle  Mt  — znt,  qui  résultent  de  la 
partie  de  R relative  à l’argument  nn't  — nt  combi- 
née  avec  les  parties  de  JV*  JV,  etc. , relatives  à l’ar- 
gument 3 nt—nt.  Cette  partie  de  R est  de  l’ordre  des 

excentricités  ; on  peut  donc  supposer 

\ . 

* • . ‘ t 

M(o)e  coj  (a n't  — nt  4-  a*' — « — e»)  4* MCOc'cos  (inrt — nt4ai'-r^  — 
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ce  qui  donne 


fd') . [aMWesii^aji'é— nt-)-»i,-*-»)+MO>e/*in(an'x-itX*f-a»'-»  -i»*)} 

«TV  T dM(°)  , , ...  </M0>  , , , . , n~l 

-h- — I a -j~ecos(in  t-nt+n  -i-t»)+a  ^ g coi(an  X-nM-3»  -«-«J  J 

.J'rr.rfMW  , . , , ,rfMO>,  • / . , , „T 

<r eco»(an  t-nx+a« -4-*)+a  co*(a/i  t-»H- a*  -»-»  ) I- 

Si  l’on  différentie  cette  valeur  en  faisant  varier  ni, 
dV  et  JV  et  en  regardant  «V,  «T/,  dV  et  comme  cons- 
tans , on  aura 

^ ~[W-lv) . [aM(°)eco*(an'«-/i£-f-a«'-4-«$-<-MO)e'cos{a/i,£-nH-a«'-«-af)] 


ndt 


H — . [aM(0)çsin(an'x — nt-f-a«' — • — «)+M<')ff'sin(an'x-rt<+a«'-i-</)] 

ndp.  “ • . ' 

«tr  r «/MW  . , , , . . «/MO)  , . , , , r\ 

^ v -f.  — . }a  — e»io(an  t“«t+a«  -i-^+a  (ia  e,»m(an  l-nt+n-i-d)  I 


tr  F1  ,«/M(°)  . . , , , . , ,</M(')  , ...  , ."1 

- ^7  . I n --^j7-eiin(a«  <-n£+a«  -»-a>}+a,--^--r-e'sin(aii£-n£+a«-«-i»)  j 


<i./r  T rfMW 
I — .[  a — - — eco*l 

andt  [_  da 


(an'x-nX+ai'-i-o^+a  ^^c'co«(a/i'£-n£-f-a»'-«-*oJ- 

11  faut,  dans  cette  expression,  substituer  pour  JV, 
JV,  eTtV  et  JV,  les  parties  de  ces  valeurs  qui  dépendent 
de  l’argument  3 rit-—nt  et  des  secondes  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons;  en  n’ayant  égard 
qu’à  ces  termes,  soit 

— = F co »(Wt — — «+/),  tv  = G»in  (3n'x  — nt+3t' — t-hg), 

a 

^p~—  F'co*  (3n'£  — nt+3»' — t •+•/'),  t>/zz  G'tin (3»'£  — n«-f-3«V"  • -F#')  > 


d’où  l’on  tire 

d.  tr  3 n' — n 


andt  " 

d.tv 

ndt 


n 

3 «' — n 


■ B*in  (3n't  — nx  + 3t  — « •+■  f), 

' i < 

.Geo*  (3 n't  i—  ni  -+•  3**  — • + g )■ 
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En  faisant  pour  abréger 


3/»'- 


Q<«>=  eGVMM,  QC)  t=  VgVMO»,  Q<»/~ 

I 

QP)= 

Q<*)=- 


3 n' — an 


eGaTVKo). 


QW=ieF'*'-*™>,  Q<’>=jsF'S^, 

3n'-1'*  eFa^,  QO) *±2?.  * 


a/i 


l’expression  précédente  de  — j—  deviendra 


ntft 


■ nrff  ■ = Q<*>  «in  (5 n't  — ant  -f-  5i'  — ai  — a -+■  g') 

*-■•*  ■+■  Q(')  sin  (5 n't  — ont  -+-  5/  — a»  — m -f-  £') 

. " r .t  , •+■  Q<*>  sin  (5n't  — ant  -f-  5s'  — ai  — a ■+■  g) 

•4*  Q< 0 sin  (5 n'f  — ant  *+•  5«'  — as  — a'  -h  g\) 

■+■  Q<<t'*iq  45 n't  — ant  + V — ai  — » +/') 

-f-  Q0>  sin  (5n*t  — ant  -f  5i'  — ai  — »'  + /*) 

+ Q<#)  *in  — ai  — • +/) 

+ Q(«)  sin  (5n'l  — ont  -HSi'.  — fai  — •’  + /), 

ou  bien  en  faisant  *- 

Ay=  Q<°>cot  (m’~gr)+QO)cos(t/—#/)-l-Q<')coi(à—ff)-bQ(>>cot  (i»'-+g) 
H-  Q<4)cos  (m  — /'H-Qffîcos  (<*'— /')*f  Q(6)cos  (a  — /’>+Q<ï)co«  (a'—  /), 

et  nommant  B,  ce  que  devient  cette  expression  quand 
on  y change  les  cosinus  en  sinus 

= A,  sin  (5n't  — ant  4-  5i'  — ai)  — B/cos(5n'f  — ant-f-  5/ — ai), 


Les  valeurs  des  quantités  Mw  et  M*0  et  de  leurs 
différences , se  détermineront  au  moyen  des  formules 
du  n°  8r , livre  II,  dans  lesquelles  on  fera  i = 2 , les 
valeurs  des  quantités  désignées  par  F,  G,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  approximation. 

62.  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalités  du 
moyen  mouvement  de  Saturne , correspondantes  aux 
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deux  inégalités  du  moyen  mouvement  de  Jupiter 
dont  nous  venons  de  nous  occuper,  c’est-à-dire  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  du  second 
ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices , et  qui 
résulte  de  la  double  combinaison  des  argumens 
3 n't—znt  et  an't-r-nt. Si  l’on  désigne  par  P/(o),  P'f,),  etc., 
ce  que  deviennent  PCo),  P<0,  etc. , relativement  à cette 
dernière  planète , on  aura 

“ M ’ ' r "ft  ' 

L ‘ ah  a 

=£Pa^ 


(Sn'  * ")KVM(|)  + 3K^'M<0 


5 n'-n^  3„  ,</MM  M-n^,  ,.dMO  3^  //M<0 

T t'a' »— Faa — -r  Wa  * — l*  aar— — 

an  aa  a da  a/y  da  a da 


% 

P(')=«*e'J^-^-ü)H'a'M(0+3Ha'M(«)-  ^ ^^ÜL)K'a'MW4|Ka'M(»> 

■n„  , rfM(')  3„  Jim')  5 ri-nn,  , <MW  3„  ,dM(»n 

da  a da  a ri  da  a da  J 

rKVMW+  -K.aTVK’J-^^GV*^-  --Gaa'^^1, 
r a an  aa'  a aa  J 


5 n'-r, 


FM=  </> 

F<»>= 

P<*)=^V 


F<0  = ex* 

-*;ü1  ta>ji 


5 n'«n 


an 

[—  Ç?"l2}K'a'M<»+?Ka'MO)-  — ^GV’^^--Gaa'^<-) 
■ a n a an'  da'  , a da 


W-nFV^M(Q)  3Faa,dW°n 


da' 


da 


t.A  J1 


an 


da f 


da 


De  mèmè  en  qd^iûàHt  Q'c#) , Q^'^,  etc.,  ce  que 
deviennent  Q^o) , Qc'-),  etc.,  relàtiVéthèfït ''à ‘ tiy*'6ïî 
trouvera 


I r.  * 


q'(o)=_  &1_2}gVMM,  Q'(')=— ^^G,a,MC>,Q,(>)=aG,aM(<»,  QV^GaW'), 

«•— ^ ! 

cy<«=-F.r^!,  • ' 

Et  en  nommant  ensuite  A',  et  B',  ce  que  deviennent 
A,  B,  A, , B; , relativement  km',  on  aura 
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n'/i"  /R' 

l^ii-=(A'+A>n(5n'î— int+5,'-i,)-<b'+B'/)c(»(5n't-ant+5t'-2,). 


Remarquons  maintenant  que  par  la  nature  de  la 
fonction  perturbatrice,  les  valeurs  des  quantités  Mw, 
M(,) , etc.,  relatives  à l’action  de  m'  sur  m , sont  égales 
à celles  des  quantités  correspondantes  Mw,  M(,),  etc., 

' relatives  à,  l’action  de  m1  sur  m , multipliées  par 

autant  que  l’dn  fait  abstraction  des  termes  qui  ren- 
ferment la  quantité  Ac,>,  parce  qu’elles  se  rapportent 
alors  au  développement  de  la  partie  commune  aux 
deux  fonctions  R et  R'.  Quant  à celles  de  ces  quan- 
tités qui  renferment  Ac,),  dans  le  cas  de  mouvement 
de  m troublé  par  ml , il  faut  supposer  ( n*  ) 

«'At0=£v,  — a,  et  dans  le  cas  dem'  troublé  par  m, 

■ ï ' ! . * 


il  faut  faire  a'SS'^—b]  ^ en  faisant  donc  sîmple- 

’ •’  . f , » * 

ment  dans  les  4êux ’ca«i>ci'A^=s=  — «V  les  valeurs 

de  M(0),  M(,) , etc. , lorsqu’on  considérera  les  pertur- 


bations de  m , seront  aux  valeurs  des  mêmes  quan- 
tités relatives  aux  perturbations  de  m ' dans  le  rap- 
port de  ma  m'.  Cela  posé,  si  l’on  compare  respec- 
tivement entre  elles  les  valeurs  des  quantités  P(o), 
P(,),  Pw,  etc.,  et  P'w,  P'c‘>,  P'(l) , etc.,  en  observant 


que  5n'  — an  étant  une  très  petite  quantité , on  peut, 
dans  ces  valeurs,  supposer  sans  erreur  sensible  5re'pc2/i, 


onauramnP(,--f-m'nT'w==o,m«Pw-f-mVP(')==o,etc., 
les  quantités  QCo),  Q(l),  etc. , Q'w,  Q,(,î,  etc.,  seront 
liées  entre  elles  par  des  équations  semblables,  en 
sorte  que  relativement  à cette  partie  de  «f  R',  on  aura 
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. tr.i R'  <f./a 


î5i 


mdl  m'dt  * 

• % 

Soit  maintenant  «TR."  Faugmentation  de  la  fonction 
cTR  lorsqu  on  fait  croîtra  la  valeur  précédente  de 

a'Ac,)  de  a — *7 oa  "aura.;  évidemment 

^ <PR'  = — <fR— /R"; 

J IM  y « 1 • 


et  en  ne  considérant  que  la  seconde  partie  de  la  va- 

1 1 ru,  ^ ' d".JR'  d'./R* 

leur  de  SR  , on  trouvera  encore -r—  — rjr  ; 

9 mat  m ai 

oa  aura  donc  généralement 

d' ■ JR  d’.i R» 

v « ' ' •>  ' • « y - m'd*  mV* 

aplè  donnera  très  aisément  la 

celle  de  sera  déterminée, 
■ at 

on  rt’aura  a Calculer  que  la  valeur  de  cfR",  qui  sera 
toujours  très  peu  compliquée.  Si  les  quantités  M(o), 
M(l),  etc. , qui  dépendent  du  développement  de  la 
fonction  R ne  renfermaient  pas  la  quantité  A0) , on 
aurait  simplement 


» . '»  r ■ r *•  « 

Et  cette  relation  fort  sir 
valeur  de  — lorsque 


d r.JR'  _ 
mdt  ****  m'dt  * 


Dans  ce  cas  les  inégalités  correspondantes  des  moyens 
mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  liées 
entre  elles  par  la  même  relation  que  les  inégalités 
correspondantes  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  masses;  c’est-à-dire  qu’en  n’ayant  égard 

qu’à  ces  parties  des  valeurs  de  et  de  Ç , on  a 

■ * ' ... 

m Va  ^ 


-/ 
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En  effet  , ces  inégalités  sont  alors  déterminées  par 

les  équations 

' ï c : . JÇ  r=s — San  fdt f d' . «TR, 

Za'n'm 


m 


-f dtjd! . <fR , 


• . ^ 


d’où  résulte  la  relation  précédente. 

Dans  le  cas  général  on  aura 

% 

On  y représente  une  quantité  peu  considérable  détermi- 

-né^p^r  réquation^=  ^^,m-  fdtfd! . efR".  Les  mêmes 

relations'  existôroot:  entre  le»  «inégalités  qui  résultent 
des  diverses  combinaisons  *énupaérée$ $$  en  gér 
néral  entre  les  parties  correspondantes  des  inégalités 
à longue  période  de  deux  planètes  m et  m'  troublées 
par  leur  action  mutuelle , qui  dépendent  du  carré 
des  forces  perturbatrices  ; cela  tient  évidemment  à la 
forme  des  différens  termes  des  expressions  de  d'£ R 

et  æm. 

4 % . 

63 . Au  reste,  il  existe  généralement  entre  les  va- 
leurs complètes  des  deux  quantités  J'f  et  une 
équation  de  condition  que.  Ton., pept,  démontrer  q 
priori , et  qui  n’est  qu’une  extension  aux.  inégalités 
du  second  ordre  de  l’éqpation  qui  lie  entre  elles  les 
inégalités , dépendantes  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice,  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m et  m!  qui  réagissent  l’une  sur 
l’autre,  équation  que  nous  avons  démontrée  n*  39 . 
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Cette  relation  devient  ici  d’autant  plus  importante , 
que  les  calculs  quelle  doit  servir  à vérifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliqués. 

K Reprenons  l’équation  (14)  du  n°  3g. 

y ' % * * .#  ».  I 

Les  caractéristiques  d et  d ' désignant  respective- 
ment des  différentielles  prises  par  rapport  aux  coor- 
données de  m et  de  m'  9 et  en  supposant  pour  abréger 

» • • , 9 * fc..  **  , 

i _ - - 

^ V (*'—*)•  + (ÿ —yY + & — *)*'  ' 


Pour  déterminer  le  mouvement  autour  de  M dé 

% 

la  planète  m troublée  par  l’action  de  m\  on  a par 
le  n°  8 du  second  livre,  .. 


d'x  (M  -f-  m)x  . m xr 

p—  + yr 

■P T , (M  + m)f  i m'f 

Hr  ^ ? r -pr_ 

d*z  (M  -f m)*  , n»V 

~dF  * ~r*  "*  r^~ 


Le  mouvement  de  mf  troublé  par  Taction.de  m 
sera  déterminé  par  les  mêmes  équations,  dans  les- 
quelles on  changera  ce  qui  est  relatif  h m e n ce  qui 
est  relatif  à m',  et  réciproquement. 

Si  Ton  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  six 


...  * (M-f-m)ar*.  (M  -f*  m)  xf . ^ ~ * 'o  i u 1 ' 

quantités  - — r-- - ■ , > > ■ ■ , etc. , qu  on  les  subs- 
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titue  dans  l’équation  ( t ) , qu’on  intègre  ensuite  l’é- 
quation résultante , en  observant  que 

xdx-\-ydy-\-zdzx=-idr , x'dx'-\-y'dyf-\-z'dz'=xr,dr' , 


et  que  par  la  nature  de  la  fonction  A on  a 


dA  ...  dA  ...  dA  dA  dA  dA 

-—dx'-b  “Qj  ■+■  T~d*  — rdx  — ~r~dy  — -j~dz  = — dA, 
dx  dy  J dz  dx  . dy  J dz 


dA 


dA 


dA 


dA 


dA, 


dA  , 


£dx  + 


on  trouvera 


(M-t-pi')mfd’R  -+■  (M  + m)  m’ftPK  = con»t.  + mm"  Q? 

dxdx'+dydj'-hdzdt'  ,M  . „ ,,  , 

— mrttf (M  -f-  « + m').mm'A. 


( P 9 


Nous  ne  considérerons  dans  les  deux  membres  de  cette 
équation  que  les  termes  qui  dépendent  de  l’argument 
5 n't — a nt,  et  qui  ayant  pour  diviseur 5n'~ an,  sont 
du  troisième  ordre  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons , ces  termes , en  effet , étant  les  seuls 
de  cet  ordre  qui  puissent  acquérir  par  une  seconde 
intégration  la  quantité  (5 2»)*  pour  diviseur  dans 
les  valeurs  de  et  de  ef£'.  Observons  d’abord  que 
les  fonctions 


et 


, dxdx'  4*  djdy  + didz 

mm  - -jp-  > 

V (x'  + — JV  + & — z)’  ’ 


ne  renferment  aucun  terme  de  cette  espèce  lors- 
qu’on y substitue  pour  x,  ,y,  etc.,  leurs . valeurs 
elliptiques , n°  60 , livre  II.  > 
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, Si  l’on  considère  donc  simplement  les  termes  de 

l’ordre  m • dans  l’equation  (P) , on  aura  ’ • 

• « • • 

mfdR  -f-  m'fd’K  = o ( p ).  , .. 


’Cest  l’équation  à laquelle  nous  sommes  par- 
venus n°  39,  et  qui  nous  a donné  la  relation  très 
simple  qui  existe  entre  les  inégalités  de  et  de 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  forces  per- 
turbatrices. 

Considérons  maintenant  Jes  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  masses  dans  le  second  membre 

de  l’équation  (P),  la  fonction  mm'  -f-  étant 

déjà  du  troisième  ordre,  il  suffit  d’y  substituer  pour  r 
et  r'  leurs  valeurs,  elliptiques;  elle  ne  peut  donc 
donner  aucun  terme  du  genre  de  ceux  que  nous  con- 
sidérons. Quant  à la  fonction 

* * ' » i » • * 1 


fdxdoc*+djrdy+dzdz'\ 
—mm  à y 


. 1 * * # 

Il  est  facile  de  s’assurer  qu’elle  n’en  donnera  pas  non 
plus  de  semblables.  En  effet , soit  A cosÇi'n't-f-int-f-B) 
1 un  quelconque  des  termes  dans  lesquels  se  dévelop- 
pera le  produit  dxdx',  par  exemple , lorsqu’on  y 
substituera  pour  x et  x'  leurs  valeurs  elliptiques  , î 
et  i pouvant  avoir  toutes  1er  valeurs  possibles , la 
valeur  zéro  exceptée  > et  A étant  une  fonction  des 
élémens  des  orbites  de  m et  de  m\  Si  l’on  augmente 
ces  élémens  de  leurs  variations  dues  ?à  Faction  réci- 
proque de  m et  de  w',  et  qu’on  observe  que  les  seul» 
termes  de  ces  variations  qui  aient  5ri^~  an  pour  di- 
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seur  sont  ceux  qui  dépendent  de  l’argument  5n't — ant, 
on  verra  que  la  variation  de  A cos  ( i'nt  -f-  int  + B)ne 
saurait  être  aucun  ternie  de  ce  genre  relatif  au  même 
argument , c’est-à-dire  aucun  terme  qui  puisse  par 
une  nouvelle  intégration  acquérir  le  très  petit  divi- 
seur ( 5/î'~  272)\ 

' ' m * * , < i»  • * * 

• Quant  au  dernier  terme  de  l’équation  (P),  on  peut 

le  réduire  au  suivant  : r • •• 

i • 

— Mmm'A. 

• , ' - . : .v. 

Puisque  la  partie  de  ce  terme  qui  est  du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ayant  pour  argu- 
ment 5n't — 2nt  et  pour  diviseur  M — 2 n. 

• Il  faut,  dans  le  terme  précédent , substituer  à la 
place  de  p , sa  valeur  dépendante  des  forces  pertur- 
batrices. Or,  si  l’on  regarde  A comme  une  fonction 
des  six  variables  r,  v,  s,  r',  v' , /,  où  des  coordon- 
nées polaires  des  planètes  m et  m\  en  remplaçant  Ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs,  augmentées  des  par- 
ties dues  aux  forces  perturbatrices , on  aura 


D’après  cette  expression,  il  est  évident  que  les  seuls 
termes  de  J' A dépendans  de  l’argument  5n't — ont 
qui  puissent  avoir  5/i'— un  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui  résultent  de  U substitution  des  valeurs  de  dV, 
dV,  etc.,  qui  ont  déjà  pour  argument  5n!t  — int  ; 
combinés  avec  la  partie  non  périodique  de  A.  En 
faisant  donc  pour  le  moment  abstraction  de  ces 
terrpes , , on  peut  regarder  comme  nul  le  second 
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membre  de  1 équation  (P)  > et  en  désignant  par  J!R 
et  cfR'  Jes  fonctions  de  R et  de  R'  <jui  dépendent  du 
carré  des  forces  perturbatrices , cette  équation  j en 
supposant  M=  1,  donnera  ' ] ' 

mfd . J R + ni  fit . R'  -f-  d'R  4- / oPR') =0  (q). 

» * , * 

Si  l’on  ne  considère , au  contraire , dans  l’équa- 
tion (P)  que  les  parties  qui  sont  dues  à la  combi- 
naison des  argumens  zéro  et  5rit  — 2nt , on  aura 

mfd.J^R  + /ra'Af'.cfR/==  — twttz'cT'A. 

*•#  .«#•  ?'  » * , 

.1  , . • A * » . 

Or  t la  valeur  de  R donne  1 


/a  u , / /xf  -I-  r r' -h zz'\ 

m' A = — R + (-— ■ JJi  ' - ■ ). 

' \ r •/  .t 

Nous  ne  considérons  dans  S A que  les  termes  qui 
résultent  de  la  combinaison  de  la  partie  non  pério- 
dique de  A avec  ceux  de  JV,  JV,  JV,  ete. , qui  dé- 
pendent de  l’argument  5rit--+2nt;  Or,  la  dernière 
partie  de  l’équation  précédente  ne  fournit  pas  de 
termes  semblables,  n*  60,  livre  H.  Oû  aura  donc 
simplement,  dans  ce  cas  , 77»fA  = — R,  et  par  con- 
séquent 

m^A  = — ' '* 

L’équation  (P)>  en  n’ajant  égard  qu’à  ces  termes, 

donnera  donc  , ■ 

* • * * * * * . • /*. 

71  tu fd . *TR  -f-  fd  J" dl  • ef R;  R £=  o. 

w _ • * • . ( „ ' • • , _ , ■ ’•  ' r , . v 

,En  vertu  de  l’équation  Çp)  on  peut  donner  à l’é- 
quation. (q)  cette  forme  : .. 

mfd1 . J'R+m'/J". <TR'+  m'{rn,  — m!)f d"R'=  o;  (r) 

Tome  III.  1 7 
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Si  Toq  considère  uniquement  les  parties  de  J '£  et 
de  JC  qui  sont  indépendantes  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R , en  vertu  des  formules  (o)  > on 
aura  simplement  , . i •• 

JÇ~  — 3anfdtfd'.jR:, 

JC  = — 3 a’n'/dtfd" . JR'.  ' 

On- a , de  plus,  par  la  formule  (8),  livre  II, 

C—  - Za'rifdtfd!'R'. 

L’équation  (r)  , en  la  multipliant  par  dt  et  en  l’in- 
tégrant ensuite  , en  vertu  de  ces  valeurs  donnera 

m'JC  -J-  ~ mJÇ  + (m  — m!  )m'C  — o. 

D’ailleurs,  aux  quantités  près  de  l’ordre  m,  on 

.r  » . /-!" 

a /t*as=  ce  qui  donne  = y l’équation 

précédente  deviendra  donc 

m s/a.J^+m'  \J a! . JC~\-{rn — m!)m!  s/a'C—o,  (M) 

équation  de  condition  à laquelle  devront  satisfaire  les 
parties  de  et  de  JC  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  et  qui  résultent  de  toutes  les 
combinaisons  qu’on  peut  faire  des  différens  argumens 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  «TR , et  qui  ont 
été  énumérées  n°  57  , U combinaison  des  argumens 
5 n't  — ont  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  aux 
parties  qui  dépendent  de  cette  combinaison  , en  les 
désignant  par  J£  et  J JC,  on  aura  entre  elles  l’é- 
quation de  condition 
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m V« . J'X  + m'  \/J.  — ZmfSKdtz=o.  (N) 

Les  e'quations  (M)  et  (N)  serviront  à déterminer  la 
valeur  de  «Pf  lorsque  celle  de  sera  connue,,  et  * 
réciproquement,  ou  bien  elles  serviront  à vérifier  ces 
Valeurs,  si  elles  ont  été  calculées  séparément.' 

Il  faut  toutefois  remarquer  que  s’il  arrivait, 
comme  cela  a lieu  en  effet , qu’une  partie  des  va- 
leurs de  et  de  «f£'  fût  liée  par  l’équation  de  con- 
dition ''  ' 

my/a.ft  + m!  \Q . £?'=  o,  (L) 

toutes  les  inégalités  qui  satisferaient  à cette  équa- 
tion n’ajouteraient  rien  aux  équations  (M)  et  (N),  en 
sorte  qu’on  pourrait  en  faire  abstraction  sans  nuire 
à leur  exactitude,  D'ailleurs,  le  dernier  terme  de 
lequation  (M)  étant  une  très  petite  quantité,  d’après 
ce  que  nous  avons  dit  n°  62 , chaque  couple  d’i- 
négalités correspondantes  de  «f£  et  de  satisfera 
toujours  en  général,  à très  peu  près,  à l'équation  (L). 

Il  ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  que  l’on  a trou- 
vées pour  et  jÇr  vérifient  l’équation  (M) , pour 
qu’on  puisse  en  conclure  que  ces  valeurs  sont  les 
expressions  complètes  de  ces  quantités  ; il  faut  qu’on 
se  soit,  de  plus,  assuré,  par  le  calcul  direct,  que 
l’on  n’a  omis  aucune  des  parties  de  ces  inégalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible.  « 

64.  Déterminons  maintenant  les  inégalités  de  la 
longitude  de  l’époque  correspondante  aux  précé- 
dentes. Ces  inégalités  devront  être  ajoutées  à celles 

*7» 
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du  moyen  mouvement  dans  l’expression  des  longi- 
tudes moyennes.  • . 

Reprenons  la  formule  (2)  du  n"  46»  qui  déter- 
mine la  variation  de*  e.  Cette  formule,  en  intégrant 
et  en  négligeant  les  cubes  des  excentricités  , donnera 


3a'f”dt  ■ Cir) + 'a>fndt- (S  ^R)  + 

-+■  fndi  ÇaJê  — ^ eJa^  ! 


dR 

’d7' 


N 


En  changeant  dans  cette  expression  tout  ce  qui  est 
relatif  à m en  ce  qui  se  rapporte  à m'f  R en  R',  on 
aura  l’expression  de  JY. 

Examinons  successivement  les  différens  termes  de 
cette  formule.  Le  premier  ne  peut  donner  dans  J'* 
de  termes  divisés  par  (5n'— an)*  qu’autant  qu’on  con- 
sidérera dans  J R les  termes  qui  ont  déjà  poux  divi- 
seurs 5 n!  — 2n  ; si  l’on  se  borne  donc  à ces  termes  , 
la  valeur  de  J'R  rapportée  n°  58,  donnera  sim- 
plement . \ 

' • . ’ . J'R  = ST  ***  JV  + 51 

a da  a , daf 


JY. 


J'r  et  JY  désignant  les  variations  des  rayons  ellip- 
tiques des  deux  planètes  dépendantes  de  l’argument 

5 n’t  — an/ , et ~ AClJ  étant  la  partie  non  périodique 

du  développement  de  R.  Nous  réduisons , comme 
on  voit , cette  partie  à son  premier  terme  ; elle  ren- 
ferme , de  plus , des  termes  dépendans  des  carrés  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  ; mais  ces  Termes  ne 
donneraient  que  dés  quantités  de  l’ordre  de  celles  que 
hous  négligeons,  puisque  J'r  et  JVJ  sont  déjà  de  l’Ordre 
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Digitized  by  .Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  261 

des  cubes  de  ces  mêmes  élémens;  on  peut  donc  ne 
pas  y avoir  égard. 

Cette  valeur  différentiée  par  rapport  à a , en  regar- 
dant comme  constantes  les  variations  JY  et  JV,  don- 
nera 


d . <£R  rn  d% A(°)  jx  , rri  dl ^ 

~éhT  ~~  • * dïd*  àr* 

r 

• ^ • • f 

Supposons  aux  valeurs  de  JY  et  de  JV  cette  forme  :• 


~ = af  [Psitt  (5n'x — anx-f- P co*(5n'x— anx -f-5*' — a*j], 
JV 

-j-  = — a/'[Psin  (5 y't  — a/iX-f-  5/ — at)-+-  P/qo*(5«/X  — a/iX 5»'— » a*)], 

a * 


on  aura , 


. «TR_ 

m'Jrt  —T 


/7j  A (O)  * 

a * — y*  [Psin(5/»'X — artX-f-5*/--a«)*4“Pcos(5n'x — a*H-5*' — a*)], 

fl/a  ~r~T7y /[t>6irt(5n/x — anX-t-5/-— a#)4*P/cos(5n/X — a/ix-f>5»' — a»)]. 
dada,  * 


Mous  avons  trouvé , n°  38  , 

am'na  , ,, 5mnV 

, v " ' 5n'*—  a./i  * /în' 


2« 


On  aura  donc,  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  la  formule  (2) 


— -.-.a' . [«/P6in(5Vx-a/>X-f-5«,-a>)-fl,Pcos(5fi/x-a/iX-4-5i/«a«] 
(5n'— -a/»)a  </a*  ; . v . * 


(5 n' — a n) 
io  mm'nn'  , 


d*  A 


-s—, —.a'  a*— -J-J- . [n'P'»in(5/ï/X-ant-f-5«/-ai)-a/Pcos(5/i/<-anX+5i'-a«] . 

(5n  — an)a  dada  * . j 


Considérons  le  second  terme  de  la  même  formule. 
Les  seuls  termes  divisés  par  (5/i'  — 2/2)*  qui  puissent 
en  résulter  dans  J^,  sont  ceux  qui  dans  la  valeur  de 
f d1  R ont  déjà  Snr — *xn  pour  diviseur. 
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. Si  l’on  suppose  donc  • * 

* / • , 

K s=  m' P sin  (5 n1 1 — ml  -+■  5i' — ai)  -f-  m'P'cos  (5 n't  — anl  -f-  5*'  — ai)  j 

..  * : ' * * s 

d’où  Ton  tire  , 

« * * * ’ ’ , , » ' 


f d'R=  — p [Pain  (5n't — int+5* — ai)+P/cos  (5 n't — mi+5/ — ai)] . 

5n'—*  a n 


Il  faudra  combiner  dans  Je  la  valeur  précédente  de 

JD  r 

f é/'R  avec  çelle  de  qui  résulte  de  la  partie  non  pé- 


riodique de  R ; c’est-à-dire  qu’en  ne  considérant  que 
le  second  terme  de  la  formule  (2)  on  aura  ' 


■ n.<L.  n' a~- — ^ . rfi'P',8in^5n,i-a/ït-fi5«,-ai) — a'Pco8(5rt'<-a/?£-f-5*'-tai)3 . 
(5/i-a«ja  da 


Si  l’on  ajoute  cette  partie  de  la  valeur  de  Jé  à la 
précédente  , en  observant  que 

, , ^AC°)  t dk^  3 d»AC?) 

^ a dada ' da  U da x ’ 


on  trouvera , en  vertu  des  deux  premiers  termes  de 
la  formule  (2), 

■ * 

*a  ( /tA(°)  , _/Z*A(#>\f a'P'«în(5n'l — an/-f-5i'-*at)^ 

^^{Ü/J—mÿ  \ Ua  da  Qa  ° da a /( — a/Pco8(5n'/-a«r-4-5i'-  ai)  l 

< é xnmm'nn'a.  f ,dA<°\^  ■, j«,P'ain(5^— aitf-h5i'— a») 

* (5,ï  — a/z)**\  aû  da  aa  da » / (—  a'Pcosfin't-ml+St'-ii) J * 

, V 

et  par  une  analyse  semblable  pour  la  partie  corres- 
pondante de  JV , on  aura 

- 5m*n '•  f a'P/sin(5/i/«— ant-^5i'— ai)  | 

\ a%  da'  da '•  Jl — a/Pco»(5n'î— a/it-f-Si'—  a»)  ( 

Anwtnqfdkf  ,**A<*>,  , &A<9>\S  a PVu>(5/i'*— ant+5.'— ai) > 
da  +a  a )\-~a'Pcos(5n't-mt+5t'—ït)f  ' 

\ A **  f' 

Le  troisième  ternie  de  l’expression  (2)  ne  peut 
donner  aucun  terme  de  l’espèce  de  ceux  que  nous 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  . *63 

considérons  lorsqu’on  néglige  les  quantités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  supérieures 
à la  troisième.  En  effet  , pour  avoir  ces  termes,  il 
suffit  de  supposer  > ' . ; 


SR 


m’  rfAW 


2 da  2 da 


Cette  expression,  différentiée  par  rapport  à e , sans 
faire  varier  Sr  et  Sd,  se  réduit  à zéro. 

Passons  au  calcul  du  dernier  terme  de  la  valeur 
de  Je.  En  n’ayant  égard  qu’à  ce  terme,  on  aura 


Se  — -^--J'ndtÇeSa — - aSe  ^ 

Il  est  clair  que  les  seuls  ternies  qui  puissent  avoir 
(5nr — 2 n)*  pour  diviseur  sont  ceux  de  Sa  et  de  Se 
qui  dépendent  de  l’argument  5n't  — i nt , combinés 

avec  les  termes  non  périodiques  de  e ~ et  de 

Or,  e est  une  fonction  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités,  et  les  térmes  de  Sa  dont  il 
s’agit  sont  déjà  du  troisième  ordre;  il  ne  résulterait 
dônc  de  cette  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
quième ordre  relativement  aux  excentricités,  quan- 
tités que  nous  négligeons.  Tenons-nous-en  donc  à 
considérer  les  termes  de  Se  qui  naissent  de  la  substi- 
tution de  la  valeur  de  Se.  On  a pour  la  variation 
de  l'excentricité , n°  42 , livre  II , 

de  = — - aed' R — andt 

La  première  partie  de  cette  expression  ne  peut  don- 
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ner  dans  aucnn  terme  du  genre  de  ceux  dont  il 
s’agit,  par  la  même  raison  que  précédemment;  il 
suffira  donc  de  considérer  la  seconde.  En  n ayant 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l’argument 
5n't — mt , on  a,  n*  36, 


«Te  = a i f ^77 sin  (5 n't  — int- ^-cos  (5 n't—ïnt  -f-  5 1 — 2«)J . 


de 

.yy' 


5n' — an  L de 

On  aura  donc  par  la  substitution  de  cette  valeur 

^ , f/Fr  ,dP'  . r , , ,dP  , ~| 

fi—T7ï-, a ~ï~  a —r-&in.5n' t-'jnt-+-5t  ~a«) — a -.—cos  (on  t-znt+'Jt  -a»)  I 

4(5«  -anj*  de  L \de  - ' 'J 


et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à m!  en  ce  qui 
est  relatif  à m,  et  réciproquement,  on  aura  pour  la 
partie  correspondante  de  <JY, 


■ Tt£*a'*n'*  JF'  f (fl*  . K . ■;  _t , . dp  ■ _ , ■.  1 

* = Ld?“,,(  +Ï  -v)--cos{5n'l.i,u+5.  -»)  I, 


F et  F'  désignant  respectivement  les  parties  cons- 
tantes du  développement  de  R et  R'.  Si  l’on  n’a  égard 
qu’aux  termes  dépendans  des  carrés  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  on  a 


m 


fe--  AC’)+'_H(e*+e'a)-f-— ee'H'cos(* ûd'BC'V* 
-2*0/  2 O 

où  l’on  fait  pour  abrégea 


„ dAC°)  , ; d*AC»> 

H = ia  — ; \r  cl* 


da 


da 


% 9 


.>  ' 


TI/  AfO  dAO>  1 

H=AC 


et  en  multipliant  par  l’expression  de  F , on  aura 
l’expression  de  F'.  v ‘ * 
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64.  Il  est  aisé  de  & assurer  que  les  variations  des  excen- 
tricités et  des  longitudes  des  périhélies  ne  contiennent 
aucune  inégalité  de  l’espèce  de  celles  que  nous  venons 
de  considérer  ici,  c’est-à-dire  aucun  terme  dépen- 
dant de  l’argument  de  la  grande  inégalité  du  second 
ordre  par  rapport  à la  force  perturbatrice , et  qui 
ait  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (5ra'  — 2/1)% 
du  moins  tant  qu’on  n’a  égard  qu’aux  termes  dépen- 
dais des  troisièmes  puissances  des  excentricités  et 
des  inclinaisons;  il  n’en  saurait  donc  résulter  dans  les 
expressions  des  longitudes  Vraies  de  m et  de  m'  que 
des  inégalités  insensibles.  En  réunissant  par  consé- 
quent les  diverses  inégalités  des  moyens  mouvemens 
de  m et  de  ni ' qui  résultent  des  combinaisons  énu- 
mérées n°  5y  , et  celles  des  longitudes  des  époques 
que  nous  venons  de  déterminer,  et  en  désignant 
par  , cPç',,  cPê , et  JV  ces  sommes , pour  déterminer 
les  inégalités  correspondantes  du  mouvement  en  lon- 
gitude de  m et  de  m'y  on  aura 

<JV  -j—  <?€  J = Sç'  -J—  (pé'* 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen- 
sibles des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendantes  du  carré  des  forces  perturba- 
trices. 

« « 

• » r 

65.  Nous  n’avons  considéré  jusqu’ici  parmi  les 
termes  de  cet  ordre  que  ceux  qui  sont  relatifs  à lar- 
gument  de  la  grande  inégalité;  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne , dépendantes  de  la  seconde  puissance  de  la 
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force  perturbatrice , et  relatives  à un  argument  quel- 
conque de  la  manière  suivante. 

Soit  H cos  (irit'  — int  + A)  un  terme  du  dévelop- 
pement de  R,  et  soit  K sin {i'nt'  — int  -|-  B)  1 inéga- 
lité qui  en  résulte  dans  le  mouvement  de  m.  L’ex- 
pression de  K,  d’après  ce  que  nous  avons  dit  n°  28  , 
aura  pour  diviseur  l’une  des  trois  quantités  (i  n — in)  , 
(iV — in)  ou  (iV  — in)zhn.  Maintenant,  si  l’on  veut 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  de  la 
force  perturbatrice,  il  faudra,  à la  place  de  n t et  de 
nt , substituer  fnd't  et  f ndt , et  faire  croître  dans  H 
et  A les  élémens  de  l’orbite  elliptique  de  leurs  varia- 
tions. Mais  on  a fn'dt  = n’t  + et  fndt  = nt  -f-  Ç ; 
il  faudra  donc  dans  le  terme  Hcos(*V«  — int A) 
augmenter  les  longitudes  n't  et  nt  de  £ et  de  Ç , et  en 
n’ayant  égard  dans  les  valeurs  de  ces  quantités  qu’aux 
termes  relatifs  à la  grande  inégalité  : il  en  résultera 
dans  R un  terme  du  second  ordre  de  la  forme 
AH  cos  [ïn’t  —int  =fc(5 ntt  — ant)  -f-A  + C],  et  l’iné- 
galité correspondante  de  m aura  pour  diviseur 
[iV  — in  ri=  (5 n1  — an)  ]*,  i'n’  — in  ± (5ri  — an) , 

i’n’ in  ± (5 n — an)d=n.  Si  i'n'—  in  ou  ïri—inzhn 

ne  sont  pas  de  très  petites  quantités  de  l’ordre  5«' — 
on  peut,  dans  ces  diviseurs,  négliger  5n'  — an  de- 
vant i'n'  — in  et  i'n'  — in  riz  n ; en  sorte  que  l’iné- 
galité correspondante  à 

AH  cos  [i'n'  — int  ± {ont  — a nt)  -f-  A-f-  C] 

sera 

AK  sin  [i'n't  — int  =fc  {Sn't  — ant)  B + C] , 

f ' - , p( 


tyili^eid  bj 
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quantité  qui  est  l’expression  de  la  variation  de 
Ksin  (in!  — int  -f-  B)  lorsqu’on  augmente  n't ' et  nt 
de  leurs  grandes  inégalités.  Ainsi  donc,  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne,  qui  ne  dépendent 
pas  de  l’argument  5n't  — int , ou  dans  lesquels  le 
coefficient  de  t ne  diffère  pas  de  la  quantité  5n' — in 
du  coefficient  n pour  Jupiter,  ou  du  coefficient  n'  pour 
Saturne,  on  aura  égard  aux  termes  du  second  ordre , 
en  augmentant  n't  et  nt  de  leurs  grandes  inégalités 
‘dépendantes  de  l’angle  5n't  — int. 

Quant  aux  inégalités  résultantes  des  variations  re- 
latives à l’angle  5nrt  — int  des  autres  élémens  de 
l’orbite  elliptique,  comme  ces  variations  sont  tou- 
jours très  peu  considérables  par  rapport  à celles  du 
moyen  mouvement,  on  pourra  les  regarder  comme 
tout-à-fait  insensibles. 

66.  Lorsqu’on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
du  mouvement  d’une  planète  , dépendantes  d’un 
même  argument,  on  en  fera  la  somme , et  on  les 
réunira  ensuite  en  un  seul  terme , comme  on  l’a  dit 
n°  3o.  Soit 

K sin  (i'n't  — int  -h  *V  — U + A) 

l’inégalité  qu’on  obtiendra  de  cette  manière;  K et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites,  leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  l’influence  sur 
les  valeurs  de  ces  quantités.  Si  l’on  juge  l’inégalité 
assez  considérable  pour  y avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  méthode  du  n°  29.  On  calculera  la  même 
inégalité  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
ans  de  la  première , soient  A'  et  B'  ce  que  deviennent 
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alors  A et  B ; on  aura 

dK  , K'  — K dk  A'  — A 

• dt  200  ’ dt  200 

On  aura  donc  pour  un  temps  t quelconque  compté 
en  années  juliennes , à partir  de  l’époque  qu’on  a 
choisie , , 

(K  + t sin  Çi'n't  — int  -f-  i V — ié  -f-  A -f-  £ — ^ ; 


et,  sous  cette  forme,  cette  valeur  pourra  s’étendre  à 
plusieurs  siècles,  sans  erreur  sensible.  * 

La  détermination  des  deux  grandes  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne  exige  qu’on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendaus  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui 
a pour  diviseur  {5ri — an)*,  et  qui  est,  par  cette  rai- 
son, très  considérable.  En  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  a , n*  41  > 

p~ (5 n'Z)dt  ;5n^^]co,(5n't-an<~f5,,~3,)-  ) 


iVzzz 


6m' n*  a 


Les  valeurs  de  P,  P'  et  de  leurs  différences  se  rap- 
portent à un  instant  quelconque.  Si , pour  fixer  les 
idées , on  prend  pour  époque  l’année  1 800  ; que  pour 
abréger  on  fasse 


Q = P — ’ 

Q'  = P'  + 


2dP' 3</»P 

(5n  — 2 n)dt  (5 n1  — an)‘rf(J  ’ 

idP 3d‘V 

(5  n'  — 2 ri)dt  \f)ri  — 2«)adt*  1 


P,  P'  et  leurs  différences  se  rapportant  ici  à lepoque 
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de  1 800 , on  aura  pour  un  temps  quelconque  t f en 
négligeant  les  puissances  de  t supérieures  à la  se- 
conde , 


6m'n*a 

(5  n'  — 'tn)3 


(Q'+<^+5  ^^)sin  (Sn’t  -wt-h  5i'— 

~ÇQ  + ‘7h+îi  7i?)C0‘ (5"'1  - Mt  + w~ 

¥ ' V I * * .*  ' ‘ » 


Les  valeurs  de  Q,  Q'  et  de  leurs  différences . s’obt 
tiendront  sans  peine  lorsque  celles  des  quantités  P et 
P'  et  de  leurs  différences  seront  connues  ; on  pourra, 
dans  ces  valeurs,  n’avoir  égard  qu’aux  premières  et 
secondes  différences  de  P et  de  P',  et  ces  quantités  se 
détermineront  comme  on  l’a  vu  n°  29. 

Si  l’on  veut  réduire  à un  seul  terme  l’inégalité  pré- 
cédente, on  la  calculera  pour  les  trois  époques  de 
1800,  23oo  et  2800,  éloignées  de  5oo  ans  l’une  de 
l’autre.  Soit  L sin  (5n't  — znt  + 5s'  — * 26  -+-  £)  cette 
inégalité  réduite  à un  seul  terme  pour  1800,  et  soient 
L',  £',  L",  ff r/,  ce  que  deviennent  L et  £ aux  époques 
de  23oo  et  de  28001  c’est-à-dire  lorsqu  on  fait,  res*- 
pectivement  tc=z  5oo  et  £==1000  dans  la  valeur  de 
«ÎV,  on  aura  pour  un  temps  quelconque  t , compté 
de<  1800, 


i.L 

dt 


L\.  . ( c . , dC  , t*  d*C\ 

— J.sm  ( 5 n t — tnt- f-5«  — tt-bC -j-l  -, — r-  îi 

* J \ * dt  t dt*)' 


les  différences  de  L et  £ se  rapportant  à l’époque 
de  1800,  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
n°  29.  On  aura  ainsi 


dl 

— 4L' 

— 3L  — L" 

d'h 

L" — al/  4-  h 

dt 

IOOO 

dt ' 

a5oooo 

dZ 

4~ 

— 3C  — C" 

d>: 

r—  + c 

dt 

ÏOOO  y 

' • 

7F 

a5oooo  1 ’ 
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on  donnera  de  même  à la  grande  inégalité  de  m' la 

forme 


(A  -f-  B/  C t*)  sin  (5 n't  — 2 nt  -f-  5«'  — 2*) 

+ (A'+  B ’t  -f-  C <*)cos  [5rit  — ont  -f-  5 1'  — ot) , 

et  l’on  réduira  ensuite  en  un  seul  terme  cette  inéga- 
lité par  les  mêmes  procédés. 

Lorsque  toutes  les  inégalités  du  mouvement  d’une 
planète  seront  ainsi  ramenées  à la  même  forme  , il 
sera  facile  de  les  réduire  eù  tables  qui  s’étendront  à 
plusieurs  siècles  avant  et  après  l’époque  qu’on  aura 
choisie.  D’ailleurs,  comme  nous  l’avons  dit,  il  ne  sera 
nécessaire  d’avoir  égard  aux  variations  dépendantes 
de  la  première  puissance  du  temps  dans  l’expression 
des  coefficiens,  que  pour  celles  de  ceâ  inégalités  qui 
seraient  considérables,  et  l’on  n’aura  égard  au  carré 
du  temps  que  dans  le  calcul  des  parties  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  ayant 
(5n'  • — on)*  pour  diviseurs  et  relatives  à la  troisième 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 


v 
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Des  perturbations  dans  les  mouvemens  des  planètes 
et  des  comètes  , dues  à la  résistance  d’an  milieu 
très  rare. 

■ 

67.  La  résistance  qu’un  corps  en  mouvement  peut 
éprouver  par  la  réaction  du  fluide  qu’il  traverse , 
dépend  en  général  de  la  densité  du  fluide  et  de  la 
vitesse  dont  le  mobile  est  animé. 

On  suppose  ordinairement  la  résistance  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse;  et  l’accord  de  cette 
hypothèse  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes 
observés  à la  surface  de  la  Terre  semble  indiquer  que 
c’est  en  effet  la  loi  de  la  nature.  Quant  à la  loi  de 
densité  du  fluide  éthéré  qui  entoure  le  Soleil , elle  est 
absolument  inconnue,  puisque  l’existence  même  de 
ce  fluide  est  encore  très  problématique.  Cependant 
on  doit  supposer,  en  général,  que  cette  densité  di- 
minue à mesure  qu’on  s’éloigne  du  Soleil,  et  qu’elle 
devient  nulle  à des  distances  infinies.  On  pourra  donc 
regarder  la  densité  du  milieu  comme  une  fonction 
inconnue  de  la  distance  au  centre  du  Soleil,  et  faire 
ensuite  sur  la  forme  de  çett<e' fonction  différentes  hy- 
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pothèses , parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  s’ac- 
corde le  mieux  avec  l’observation.  v - - 

Soit  donc  ds  l’élément  de  la  courbe  décrite  par  la 

(ds  \* 

-jA  l’expression  de 


la  résistance  du  fluide  quelle  traverse,  p , qui  repré- 
sente la  loi  de  la  densité  du  milieu , étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 


du  Soleil,  en  sorte  qu’on  a généralement  p = K <p 

en  nommant  r le  rayon  vecteur  de  la  planète  et  A:  un 
coefficient  constant.  Cette  résistance  s’exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
en  multipliant  donc  son  expression  par  les  cosinus 

^ & ique  forme  l’élément  ds  avec  les  axes  coor- 
ds*  ds  ds  * ■ , . - . 

donnés , on  aura  pour  les  trois  composantes  respec- 
tivement parallèles  à ces  axes 

dz 

di' 


ds 

-PdT 


dx 

T* 


ds  djr  ds 

p dî  T*  p di 


Pour  déterminer1  le9  perturbations  que  ces  forces 
introduisent  dans  le  mouvement  de  la  planète,  on 
regardera  son  orbite  comme  une  ellipse  variable , 
dont  on  déterminera  les  élémens  par  la  méthode 
ordinaire.  Nous  pourrions  déduire  les  variations  de 
ces  clémens  , des  formules  que  nous  avons  données 
n*3i,  livre  III,  et  qui  s’appliquent  immédiatement 
an  cas  où  la  résistance  de  l'éther  est  la  force  per- 
turbatrice qui  agit  sur  Ta  planète  ; mais  nous  pro- 
fiterons de  cette  occasion  pour  montrer  comment , 
par  la  simple  combinaison  des  formules  du  mouve- 
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ment  elliptique , on  peut  obtenir  très  aisément  les 
expressions  des  élémens  de  l’orbite  troublée  sous 
telle  forme  qu’il  conviendra  de  leur  donner. 

68.  Si  l’on  désigne  comme  précédemment  par  R la  , 
fonction  perturbatrice,  et  qu’on  néglige  la  masse  de 
la  planète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce 
qui  donne  jkssi,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé  donneront  d’abord  les  qnatrd 
intégrales  suivantes  : 


xdy  ydx  r/  dR.  df{ 


de 


Jl 

zdx  — xdz 

ydz—zdy  _ 
dt 


K't-Æ)'*- 


(•) 


Dans  le  cas  de  l’orbite  elliptique,  R est  nul,  et  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  se. ré- 
duisent à des  constantes , on  a donc 


(bc1-\-djr',-\rdz*  2 1 _i_ 

j " ■ — O . 
r a 


xdj — ydx 
dt  ; 


de 

zdx — xdz 


dt 


— c'  —y» 

— c,  di  —c. 


(=) 


„ *.  Les  trois  quantités  ~ôdt , '-c' dt  ,\  d'dt , représen- 
tent les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  rrt,  pen- 
dant l’instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection , 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  l’aire  décrite 
sur  le  plan  même  de  l’orbite  ; cette  aire  est  égale 
d’ailleurs  à j VW1 — e*)  dt , n*  20,  livre  II,  en  sorte 
Tome  III.  18 
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qu’on  aura  . 

• a(  1 — e*) 


c*  _j_  c'*  + c"\ 


Si  l’on  prend  pour  plan  de  projection  le  plan  de 
l’orbite  primitive  de  la  planète , c'  et  c"  seront  de 
l’ordre  des  forces  perturbatrices  ; en  négligeant  donc 

le  carré  de  ces  forces,  on  aura \'a(\ — e*)  = c. 
Quant  aux  quantités  c'  et  c",  elles  déterminent  la 
position  du  plan  de  l’orbite  ; et  en  nommant  <p  son 
inclinaison  sur  le  plan  fixe  , et  0 la  longitude  de  son 
nœud , on  a,  n*  3o,  livre  III. 

c<—  v/<i(  1 — é*jsïn ip cos 0 , c'=— \/a(i— e*)sin<p  sin0. 

En  faisant  donc,  comme  daus  le  n*  4,  livre  II, 
sin  <p  sin  0 = p,  sia  ç>  cosQ  = q , on  aura 


P~ 


y/  <3(1-** c1) 


9 = 


V a{  i— e‘) 


Cela  posé , si  l’on  différentie , conformément  à la 
théorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (a), 
en  faisant  varier  à la  fois  les  constantes  et  les  varia- 
bles quelles  renferment , et  qu’on  compare  ensuite 
ces  différentielles  à celles  des  équations  (1),  on  aura, 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  a,  e,p,  q que 
nous  avons  substituées  aux  constantes  a,c , c' , c",  les 
équations  suivantes  : 


I 
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T'CZrTîr1'"  "0US  'li°"S  d'jà  1»"— v 

On  déterminera  donc  immédiatement  ainsi  fe 
quatre  pnneipanx  élémens  de  l'orbite  troublée-  les 
deux  autre,  peuvent  s'en  déduire  avec  la  même 

.^E„  effet,  par  les  rormu, es  du  mouvement  ellip- 


nt- 


■ K LOS  U ) f 


■ CO 


e — e sin  u , 


,a,*g  ; (u  — <■■>)  —\/~  tang  i u. 

Ces  équations  , ainsi  que  leurs  différences  pre- 
mières, doivent  egalement  convenir  à l’ellipse  inva- 
nable  et  a l orbite  troublée , ce  qui  exige  que  leurs 
différentielles,  prises  relativement  aux  constantes 
qu  elles  renferment  et  aux  quantités  qui  varient  avec 
elles , soient  milles  d’elles-mêmes.  On  aura  ainsi 
n°  3i  , livre  III , * 


fia(i  — ecostt)  — ade  cos  u + aedu  sïn  u o , 

dî  — da  + desinu— du(  1 — ecos  «)  = o, 
da  \/i  e*(i — ecos  u)  -f-  désinw  4-  du{  1 — e*)s=  o. 

18.. 
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Ces  trois  équations  suffisent  pour  déterminer  de  et 
dco , en  fonction  de  de  et  de  da.  Si  Ton  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur  de  du  tirée  de  la  pre- 
mière , on  aura  les  deux  suivantes  : 

ae  \A  — e'dasimi ade(e-\-cosu) — da( i — e*)=o,> 

(de — dj))aes\nu-\-ade(e--cosu)-\-da(i — ecosw)*=o;  ( ^ 

ou  bien  en  ajoutant  ces  deux  équations  : 
dé  — dco  ( i — . V7 1 — c*  ) = 


-\  d.a(  i — ea) — da[  i — ecosw)* 

ffesini/ 


Cette  dernière  équation  peut  prendre,  comme  on 
sait,  une  forme  très  simple.  En  effet,  on  a . 


d.a( i — e%)  — 2 \/a(i  — e%).d ,\/a( i — e%)  , 


et  en  substituant  pour  da  et  d . \/ a(i  — e%)  leurs 
valeurs , en  observant  qu’on  a 


\/n=a,n , d'R^dx+^dj,  et  *“£+/£=££  , 


JR 


JR 


JR  , JR  JR 


dx 


dy 


dx  J dy 


dr 


et  faisant  attention  aux  valeurs  de  doc  et  ^ données  , 
n°  di,  livre  III,  on  aura  , 

t . . V . • 

dé  = da)  Ç i — y'  , — ^ — zandt  Ç r , (5) 

équation  à laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus, 
n°  cité.  ,r 

En  substituant  dans  la  première  des  équations  (4) 
pour  da  et  de  leurs  valeurs , on  aura  la  valeur  de  dau, 
et  l’équation  précédente  donnera  celle  de  dé  quand  la 
valeur  de  dco  sera  déterminée.:  „ 
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'On  aura  donc. ainsi  des  différentielles  de  tous  les 
élémens  de  l’orbite  exprimées  au  moyen  des  diffé- 
rences partielles  de  da  fonction  perturbatrice  rela- 
tives aux  coordonnées  de  la  planète  troublée.  On  peut 
donner  à ces  formules  différentes  formes,  selon  les 
cas  où  Fou  se  propose  de  les  employer.  Si  au  lieu  des 
coordonnées  rectangulaires  on  veut  faire  usage  des 
coordonnées  polaires/*,  v,s,  on*  observera  qu’en 
regardant  R comme  fonction  de  ces  quantités,  on  a 

d‘R—d:^dr  + ~ dv  +~ds.  . 

dr  dv 

\ 

Nous  avops  supposé  dans  ce  qui  précède 


d'R 


dx 


aæ  -j- 


dy 


en  négligeant  les  quantités  qui  sont  de  l’ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  on  a d ailleurs. 


x — r co${v — co) , jr  = rsin(p  — cû),  z = rs . 

En  comparant  donc  tes  deux  expressions  de  d'R  après 
avoir  substitué  pour  dx,  d.y,  et  dz  leurs  valeurs,  on  ' 
trouvera  , aux  quantités  près  que  nous  négligeons  , 

dK  , dK  dK 

x Tx  +Ï & = 

rfR  «ffi  rfR  ' ' 

• x dy  dx  do* 

. • ' ' dK  _i_  dK 

• dz  r ds  * ' ' * ' 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) , (4) 
et  (5)  , et  en  exprimant  les  sinus  et  cosinus  de  l’ano- 
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malie  excentrique  u en  fonction  du  âinus  et  du  cosinus 
de  l’anomalie  vraie  v — rey  on  aura  les  variations  de 
tous  les  élémens  de  l’orbite  exprimés  par  des  for- 
mules qui  ne  contiendront  que  les  différences  par- 
tielles de  la  fonction  R relatives  aux  coordonnées 
polaires  de  m multipliées  par  des  fonctions  de  ces 
coordonnées. 

Enfin , si  l’on  observe  que  l’on  a,  n°  4 > 


r 


dh 

dv 

dK 


dK  , 

r:  — zrj7  -r 


dr 
sin  (v- 


ndt 
dK 

U ' da 


' d R 

dm 


\ t/R 

*>  = 


d R 
dq 


cos  (y  — Cû) 


dK 

ds 


dK 

dp’ 


en  substitua  ut  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes , les  variations  de  tous  les  élémens  se  trou- 
veront exprimées  par  des  formules  qui  ne  contien- 
dront que  les  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  élémens  de  l’orbite  ellip- 
tique # multipliées  par  des  fonctions  de  ces  élémens 
indépendantes  du  temps , conformément  au  théorème 
démpntré  généralement  dans  le  n°  1 7 , du  livre  IL 


Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d’ex- 
primer les  variations  des  élémens  de  l’orbite  ellip- 
tique dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires, 

6g.  Revenons  maintenant  à la  question  qui  nous  oc- 
cupe ici , et  déterminous  par  les  formules  précédentes 
les  altérations  de  l’orbite  de  m dues  à la  résistance 
du  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traverser* 


Nous  avons  représenté  par  c~  f 


</R  d R . r 
dyf  di  9 eS 
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qui  sollicitent  m dans  le  sens  de  ses  coordonnées 
rectangulaires , on  aura  donc  dans  ce  cas,  n°  67  , 


rfR  dsdx 


dK 


dt a * dy  ? dl ’ ’ dz  r dC 

On  voit  que  z étant  de  l’ordre  des  forces  perturba- 
trices  est  une  quantité  de  l’ordre  du  carré  de  ces 

forces  , on  peut  donc  supposer  « = o,  ce  qui  donne 

p = constant,  q — constant  ; c’est-à-dire  que  l’ac- 
tion du  milieu  résistant  n’influe  pas  sur  la  position 
de  l’orbite  de  m,  ce  qui  devait  nafurellement  résulter 
en  effet  de  la  supposition  que  nous  avons  faite , que 
la  résistance  du  milieu  était  une  force  qui  s’exercait 
tangentiellement  à chacun  des  élémens  de  la  courbe 
décrite  par  le  mobile. 

En  observant  que  l’on  a 

dx * -f-  dy • -|-  dz*  = ds * , 
xdy — ydx  z=s  r*dv  — dt  \/a(i — «*). 

Les  valeurs  précédentes  donneront 


dsdy  */R 


— P 


dsdz 


de 


</R  </R  ds  f . r'dsdv 

■ *-&-r7ï=-Pj?0'dx-*'/Jr)c=-t-3r‘ 


itR  an,  an  ua  , » , . iujik 

rdr=xr*+?i}^—ï77-  (xdx-^r4r)=-p  sr 

» 

Ed  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) 
et  (4),  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a 


dK 


d R 


ds 


rdsdr 
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r%di>  = 'a%ndt  V i— e*  ? 

* 2 i I + e cos  u 

dt M df  ..  r « <z(i — ecosu)  * 

* * * - ' l 

3 ' . ' ' 

et  a*  n=  i , on  trouvera  sans  peine 

K l 'V  • ■ 

, i /I  -+•  ecos  K\ 

, oa  = — ’ zacas  l ) , • 

r • \i  — e cos  u J 7 

. • . , de  = — ajccfo  P^1  ~ e )-  c-°-s— ~1  . 

r L i — e cos  « J 

• , * , /t/ i-^ea  siniA 

ea<w  •=  — acoi'  ( ) , 

. / . • . \ 1 — eco $u  / 7 * . 

..  cU  *—  tfor  ( i — y/ 1 — e%)=ipds  e sin  u * 

Oh  peut,  dans  ees  formules,  substituer  à la  place 
de  ds  sa  valeur  en  u , en  sorte  qu’elles  se  trouveront 
toutès  exprimées  en  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique. En  effet,  on  a 

* * t * 

ndt  5=  du  ( f — e cos  u) , 

• « • 9 • •»  |*  < 

I 

d’où  , en  observant  que  — — = ==;  a , on  conclura 

-•  n y a * 

dsz=zadu  \/i  —e%  cos*  u • ‘ 

On  aura  donc  ainsi  . 


* , > /(H-ecosw)-1 

da  = •—  2a*pdu\/  - — — : — - • * 

•*.  , r V i — e cos  m 

* ’ . , , A 4-  e cos  u 

ae  = — — e*)  paa  cos  ai/— , " 

' /r  Vi  — ecos  u 7 

. 1 

sdco  = — aa  \/î  ~ e'pdusinu  %/ 


e cosw 


e cos  u 


edé  =:  icipdu  ( i — V1  — e*  — £3  cos 


-f-  e co  sm 


ecos  u' 
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En  nommant  Ç = /> ndt  le  moyen  mouvement  dans 
l’orbite  elliptique,  on  a dans  l’orbite  troublée  , n*  43, 
livre  II * ’ • .... 

d(=:—  Zandt  Jd'K. 

: . 1 * . 

On  aura  donc , par  ce  qui  précède , 

dÇ=Sadu(l  -ecosu)f  (7) 

70.  Ces  formules  donneront  les  variations  des  élé— 
mens  de  l’orbite  elliptique  dues  à la  résistance  du  mi- 
lieu que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pour  les  in- 
tégrer, il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  milieu , ou  la  valeur  de  p.  On  observera  d’abord 
que  la  fonction  p doit  être  supposée  une  très  petite 
quantité , puisque  les  perturbations  caüsées  par  la 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu 
considérables,  ce  qui  permet  de  négliger  son  qprré  et 
de  regarder  a et  e comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes  ; on  pourrait  d’ail- 
leurs , par  des  approximations  successives,  tenir 
compte  ensuite  des  termes  négligés. 

La  valeur  de  p , comme  nous  l’avons  dit , sera 
eu  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  r 
de  la  planète  au  centre  du  Soleil;  et  en  y*  substi- 
tuant pour' r sa  valeur  a(t — ecobu),  elle  de- 
viendra fonction  de  cos  u.  Supposons  qu’après  avoir 

multiplié  pàr  \J cette  fonction,  on  la  ré- 
duise en  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de 
l'angle  « et  de  ses  multiples,  et  représentons  cette 
série  par  • . > • 
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• \ 

A -f-  e B cos  u -J-  <?*  Ccos  211  4-  etc., 

A,  B,  C étant  des  fonctions  qui  ne  renferment  que 
des  puissances  paires  de  e , et  devant  être  regardées 
d’ailleurs  comme  des  quantités  positives , lorsqu’on 
suppose  que  la  densité  décroît  en  raison  inverse  de 
la  distance  au  Soleil.  Si  l’on  substitue  cette  valeur 
dans  les  formules  (6),  et  qu’ensuite  ou  intègre  , on 
en  déduira  très  .aisément  les  valeurs  de  chacun  des 
élémens  elliptiques  de  l’orbite  exprimées  en  séries 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l’excentricité. 

Si  l’orbite  s’écarte  peu  de  la  forme  circulaire,  en 
sorte  que  e soit  une  très  petite  fraction , en  négli- 
geant les  termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances 
supérieures  de  l’excentricité,  on  aura 

*Sa  = — aa*[Àn  -f-  e(A  -f-  B)siou] , 

Se  — — aa[Asinu sin  «)]  , 

C —l  an[Au‘  — 2<?Bcos«  ), 
eSa>  — 2a(  Acos  u -+•  \ eB  cos  a«) , 

Se.  — — a (Acos  u -+*  ~ eB  cos  211). 

On  voit  par  .ces  formules  que  la  longitude  du  pé- 
rihélie , ainsi  que  celle  de  l’époque  , ne  sont  assu- 
jetties qu  a des  variations  dont  la  période  n’excède 
pas  la  durée  d’une  révolution  de  la  planète;  il  en  se- 
rait de  même  relativement  à l’inclinaison  de  l’orbite 
et  à la  longitude  du  nœud,  en  ayant  même  égard 
au  carré  de  la  force  perturbatrice  ; si  l'on  ne  con- 
sidère donc  que  les  inégalités  qu’un  long  inter- 
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valle  peut  rendre  sensible,  on  aura  ’• 

Sa  = — 2aaAw,  Se  = — aeBw  , £ = \anPiu\9 

eS&  — o,  ^=0,  Sp  = o9Sq  = oi 

\ * » 
r 

d'où  I on  doit  conclure  que  la  résistance  du  milieu 
n’altérera  à la  longue  ni  la  position  du  plan  de  l’or- 
bite , ni  celle  de,  son  périhélie  ; mais  comme  A et  B 
sont , par  hypothèse  , des  quantités  positives  , elle 
fera  décroître  indéfiniment , et  par  degrés  insensi- 
bles, le 'grand  axe  et  l’excentricité.  L’orbite  se  rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  forme  circulaire , et  il 
en  résulter*  une  inégalité  séculaire  dans  l’expression 
dé  la  longitude  moyenne  , et  par  conséquent  dans  la 
durée  de  la  révolution  de  la  planète.  En  effet,  fndt -f-* 
dtantda  longitude  moyenne  de  laplhnète  dans  le  vide, 
la  variation  du  moyen  mouvement  fndt  introduira 

• / 3 

dans  cette  expression  l’inégalité  - anAwa.  Ainsi  donc  , 

en  vertu  de  la  résistance  du  milieu,  le  mouvement 
angulaire  de  la  planète  s’accélère  de  plus  en  plus , 
et  par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  à 
chaque  révolution. 

Si  l’oti  considère  les  variations  totales  du  grand  axe 
et  de  l’excentricité  pendant  une  révolution  entière 
de  la  planète,  onaura  cTa=  — Se= — 2ÆéB;r; 

ainsi,  par  l’effet  de  la  résistance  du  milieu,  J’or- 
bite  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  forme  circu- 
laire , tandis  que  la  distance  moyenne  de  la  planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement , elle  doit  finir 
par  atteindre  la  surface  de  cet  astre. 

Au  j'este,  si  les  espaces  célestes  sont  remplis  par 
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un  fluide  très  rare,  aucune  observation  n’a  indiqué 
jusqu’ici  que  ce  fluide  exerçât  la  plus  Jégère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ; mais  il  serait  pos- 
sible qu’il  eût  une  action  sensible  sur  les  comètes, 
à cause  du  peu  de  densité  de  la  matière  qui  les  com- 
pose , comme  nous  l’avons  dit  n°  40 , livre  III. 

71.  Considérons  donc  maintenant  le  cas  des  orbites 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes.  Si  l’on 
n’a  égard  qu’aux,  inégalités  séculaires  que  la  résis- 
tance du  milieu  peut  introduire, dans  le  mouvement 
dè  la  comète ,,  on  pourra  ne  s’occuper  que  des  va- 
riation§  du  grand  axe,  de  l’excentricité  du  moyen 
mouvement , puisque  celles  du  périhélie  et  de  la  lon- 
gitude de  l’époque  ne  renferment  aucune  inégalité 
de  cette  espèce.  Reprenons  les  deux  premières  for- 
mules (4)  et  la  formule  (7)  , que  nous  écrirons  ainsi  : 


cf a = — 2a%  Ce  duf~  — V 1 - — eacos*  u "7, 

J ' L.^/ 1 — e'ÿosa u . x „ —J. 

* 2<a(i — e°)  r J t ~^€  cos  u J — : ; — rr-Ti 

de — edui  — — vi — e cos*«  L 

e • L.|/  i-e*co ¥u  , -* 

E2(i  -j-ecosw)  . r-  •*  “i 

’JT=^U~  S 1 ~e‘COS‘“J- 


Supposons  qu’en  développant  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  cosinus  de  l’angle  u et  de  ses  mul- 
tiples la  fonction 

.*  , • * 1 . v ^ 

p (i  -f-  e cos  u ) 

• * • 1.  „ k ». ; f * 

l/ 1 — e*  cosa  u 9 

• . . * » * * 


1 W 


dans  laquelle  on  substituera  pour  p sa  valeur  en.fonc 
tion  de  u , on  ait  . . , . - - * 1 • 
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A -f-  A'cos  u A "cos  2M  + etc. , 
et  supposons  que  la  fonction 

1 t?'-  p \/ 1 — e*cos*u\‘ 

développée  de  la  même  manière , donne  la  série 
suivante  : 

) • t.  » 1 * « ^ » * j ' 

B -f-  B'  cos  u + B"  cos  2 u + etc; 

9 V.  • • , 

« 

en  négligeant  les  quantités  périodiques , on  aura  . 

' , * 4 

Sa  = — 2/2a( 2A  — B)z* , „ , 


Se  — — 


2 a(  i — e’  ) 


(A  — B)  « , l (8) 


C = f afcÀ  — 

« " * * « 

et  pour  déterminer  les  coefïïciens  A et  B,  on  aura  , 

n°  18, 

“ \ 1 f>du(  1 -f  ecosu ) » ‘ ' 

• irj  Q |/ 1 


t*  COS'  U 


. » • ' _ 1 1 r*7T  ' . ‘ ‘ ' > * • 

, .B  = — J pau  y ï — e*  cos*  u. 

/ \ \ -,  • \\ï 

Ces  deux  intégrales  définies  peuvent , à l’aide  de 
transformations  très  simples,  se  ramener  à ltf  forme 
d’intégrales  elliptiques  dans  un  cas  très  étendu  , celui 
où  Ton  suppose  la  loi  de  la  résistance  exprimée  par 
une  série  composée  d’un  nombre  quelconque  de 
termes  , et  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  des- 
cendantes du  rayon  vecteur  r multipliées  par  des 
coefficiens  constans. 

Prenons  d’abord  pour  exemple  le-cas  le  plus  simple , 
celui  où  Ton  suppose  que  la  densité  du  milieu  est  la 
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même  clans  tous  les  points  de  l’orbite.  On  a généra- 
lement, n°  67,  p=K <p  , r étant  le  rayon  vecteur  de 


la  comète,  et  une  fonction  de  r qui  devient  égale 

à l’unité  quand  r=  1 , enfin  K une  constante  qui 
dépend  de  la  densité  du  fluide  à l’unité  de  distance , 
et  de  la  masse  de  l’astre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons,  on  a donc  p =£=  K,  et , en  obser- 
vant que  l’intégrale  f ■ cos  ggi  entre  les 

J V 1 — e*  cosa  u 

limites  « = oetn  = 7r,  on  aura 


Ces  intégrales  doivent  s’étendre,  comme  les  pré- 
cédentes, depuis  n = O' jusqu  a u='X;  mais  il  est 
clair  qu’on  obtiendra  également  leurs  valeurs  en  in- 
tégrant entre  les  limites  u±=o  et  = eten  ayant 
soin  de  doubler  les  résultats.  Les  expressions  de  A 
et  B représentent  alors  des  fonctions  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce;  et,  d’après  la  nota- 
tion adoptée  , on  aura  , n*  22  , 

v ( » * 

_ A = f F(«) , 

B = - EM.  ' 

ST 

\ • 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (8) , 
et  en  les  étendant. à une  révolution  entière  de  la 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  287 

comète,  ce  qui  suppose  m==  27r,  en  observant  de 

1 » d . S' £‘‘ 

plus  qu  on  a — = - , on  trouvera 

L * n du 

<fa=s  — &i*K  [2  F (e)  — E(e)] , J 
«T*  = - [F(è)- E(e)] , f (g) 

cTu  = i2*mK[2F(e)  — E(e)].  j 

Considérons  en  second  lieu  le  cas  qui  Semble  in- 
diqué comme  celui  de  la  nature  par  l’analogie  qu’il 
présente  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes  sem- 
blables qui  se  passent  à la  surface  de  la  Terre,  celui 
où  la  densité  du  milieu  diminue  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  de  l’astre  au  noyau  que  ce 

milieu  recouvre.  On  aura  alors  p ==  — en  désignant 

par,  K un  coefficient  constant,  ou  hier*  en  mettant 

pour  r sa  valeur,  on  aura 

* 

* K R(i  4-  ecos  u )* 

*'  û5(  1 — eco?u)a  a'(i— *escosaw)3 

v * J ' t • . 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
A et  B , que  pour  abréger  Qn  fasse  \/ï  — -e*cos*«=A, 
ce  qui  donne  e*  cos*  u = 1 — A%  et  qu’on  observe 
qu’on  peut  omettre  sous  le  signe  intégral  les  mul- 
tiples impairs  de  cos  u , On  trouvera 


1 

t , 


Digitized  by  Google 


3 88  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Or,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  ona  (*), 

/x  = FW; 

rdu  aE(g)  _ . » p/  n 

J A5  3(i  — e')  \i  — e%J  3(r  — e’)  '•'* 

on  aura  donc 

A = £ [-  **59 '4tea  je?  Wk  sfS?  *»j. 


)14P1 


*9tr»  niix- 


s 

et  en  substituant  ces  yaleurs  dans  les  formules  (8), 
on  trouvera 

Q— *.)}•  <■-» 

Jn=+-5{FW[,_3^]-3»7)(,-;i.)}) 

Ces  deux  exemples  suffiront  pour  montrer  com- 
ment, en  étendant  la  même  analyse  au  cas  plus  général 
où  la  loi  de  la  résistance  est  exprimée  par  une  for- 
mule de  la  forme 


A , B . C 
P = A+  -+.?' 


+ -p,  4-  etc. , 


"T 


on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  l’orbite  de  m au  calcul  des  fonctions  ellip- 
tiques. 


(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  I”,  page  a56. 
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*]2.  Nous  avons  dit  que  jusqua  présent  les  observa- 
tions n avaient  indiqué  dans  le  mouvement  des  pla- 
nètes ou  des  satellites  aucune  inégalité  dépendante  de 
la  résistance  du  milieu  qu’elles  pourraient  avoir  à tra- 
verser; les  formules  du  n°  70  peuvent  donc  être  regar- 
dées comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu’ici  sans  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n’en  est  pas  de  même  relativement 
aux  comètes  : la  matière  éthére'e,  s’il  en  existe  une 
autour  du  Soleil,  pourrait  avoir,  comme  nous  l’avons 
vu,  une  influence  sensible  sur  leurs  mouvemens,  à rai- 
son de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
led  vers  leur  périhélie.  En  effet,  on  a remarqué  dans 
les  retours  au  périhélie  dé  la  comète  à courte  pé- 
riode de  1S19,  ce^e  des  comètes  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment,  quelques  inéga- 
lités que  le  calcul  de  ses  perturbations  n’a  pas  suffi 
pour  expliquer,  et  que  l’on  a cru  devoir  attribuer  à 
l’effet  de  la  résistance  d’un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  soyons  loin  d’admettre , du  moins  quant  à pré- 
sent , cette  explication  autrement  que  comme  une 
hypothèse  plausible,  nous  allons,  pour  montrer  l’u- 
sage des  formules  précédentes,  en  faire  l’applicatiou 
au  mouvement  de  cette  comète. 

Selon  M.  Encke,  les  élémens  de  l’orbite,  eu  i832, 

étaient  ; 


••  • «4.  1 • • „ -•  N- 

r • 

Tome  III. 
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Passage çupérihélie.  mai  i832,  Zi, 99093  (temps  moy.  à Paris.) 


Demi-grand  axe. 


2 . 22224° 


Ravvort  de  V excentricité  au  demi -grand  axe.  0.845433 

Lieu  du  périhélie • •' l5T21' 

Longitude  du  nœud  ascendant.-. 334.32.  5,2 

Inclinaison • ,3-fa- 12,3 

Mouvement  moyen  par  jour. io7'  >°959°' 


D’après  ces  données,  en  faisant  b = y/i — e*,  on 
aura  b = 0,5340807  ; et  si  l’on  nomme  G l’angle  qui 
aurait  pour  sinus  l’excentricité  e de  1 orbite,  en. sorte 
qu’on  ait  e = sin  9 , b = cos  G , on  trouvera 

G =p  $7*  43'  6", 3. , v ■ 


Cette  valeur  de  6,  par  les  tables  calculées  par  Le- 
gendre ( Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  II), 

donnera 

« »*  • ' 

log  F (e)  = 0,32 17456,  F (e)  = 2,09771,  . 

log  E (e)  = 0,090897 1 , E (e)  = 1 ,23299  ; . 

de  là  on  tire  ...  ' 

- . ; F (e)  — E (e)  = 0,86472  , ' ' \ 

-<  2F(e)  — E(e)  = 2,96243.  1 

t * 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  formules  (9)  don- 
neront, pour  le  cas  d’un  milieu  résistant,  de  densité 
constante , 

' Sa  = — ii7,o36o8K,  ) 

Se  — — 5,i8668K,  > (11) 

S n = o,4io25K.  / 

Considérons  maintenant  le  ças  qui  parait  plus  vrai- 
semblable, celui  où  l’on  suppose  que  la  densité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  l'astre  an 


/ 


> 


I 
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Soleil.  Au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  F(e)  et 
de.E(e),  on  trouvera  sans  peine  » 


8FW^  „ a s 


8E(e) 


3à= 


==11,52530,  ^Î}=8o,8i66o; 


d’où  l’on  conclura 

(— i)rw-(-J) 


8E(e) 
' 3i~ 

8E(e) 

"3F* 


=51,77198, 

p 

= ^,22^2. 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (10),  on 
trouvera  pour  les  variations  du  grand  axe,  de  l’ex- 
centricité et  du  mouvement  moyen  résultant  de  l’ac- 
tion de  l’éther,  après  une  révolution  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  : 


S'a  = — 4*4>iy58oK, 

Se  = — ù7,46556K, 

Sn  = i,45i74K. 

En  ajoutant  les  variations  précédentes  aux  altéra- 
tions que  subissent  les  mêmes  élémens  par  l’attraction 
des  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  i832  à 1 835,  et  qu’on  déterminera 
par  les  formules  du  n°  32,  livre  II,  on  aura  les  va- 
riations totales  de  ces  élémens  ; mais  pour  déterminer 
numériquement  les  valeurs  de  Sa,  Se  et  Sn,  il  fau- 
drait connaître  encore  la  valeur  du  Coefficient  K qui 
dépend , comme  on  Ta  vu  n°  67 , de  ïa  densité  et  de  Ja 
forme  de  l’astre  en  mouvement,  c’est-à-dire  de  la 
naturè  même  de  la  comète,  qui  nous  est  absolument 
inconnue.  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  hypo** 

19.. 
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thèse,  comparer  les^formules  précédentes  aux  obser- 
vations, en  n’employant  que  leurs  rapports  entre 
elles,  ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  indéter- 
miné K.  Ainsi,  par  les  formules  (i  1),  on  aura  pour  le 
rapport  de  la  variation  du  grand  axe  et  de  l’excentri- 
cité à celle  du  moyen  mouvement , 


fri 


= 285,29640,  ' 


1 2,64345 ; 


et  par  les  formules  (12),  on  trouvera 

• ' *9 

^ = — 285,29640, 

^ = — «8,91906. 

On  voit  que,  dans  les  deux  cas,  le  rapport  de  la 
variation  du  demi-grand  axe  a celle  du  moyen  mou- 
vement est  identique;  ce  qui  résulte,  en  effet,  des 
formules  (9)  et  (10)  ; tandis  que  les  variations  de  l’ex- 
centricité et  du  moyen  mouvement  sont  dans  des 
rapports  très  différens  ; le  premier  est  moindre  que 
les  deux  tiers  du  second.  Il  suit  de  là  que  si  l’on  pou- 
vait déterminer  avec  exactitude  la  partie  de  la  varia- 
tion de  l’excentricité  et  du  moyen  mouvement,  indé- 
pendante de  l’action  des  planètes,  en  comparant  leur 
rapport  aux  deux  précédens,  on  aurait  un  moyen  de 
reconnaître  quelle  est  l’hypothèse’la  plus  probable  pour 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ; mais  les  observa- 
tions ne  sont  pas  assez  précises , les  approximations 
du  calcul  des  perturbations  assez  exactes , • et  les 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  29T 

quantités  qu’ii  faut  déterminer  sont  trop  petites,  pour 

qu’on  puisse  espérer  d’y  parvenir  de  cette  manière. 

M.  Encke,  qui  s’cst  particulièrement  occupé  de 
cette  comète , a essayé  de  déterminer  directement , 
par  la  comparaison  du  calcul  et  des  observations,  la 
valeur  du  coefficient  K.  Il  a suivi  pour  cela  la  mé- 
thode employée  généralement  par  les  astronomes, 
pour  la  correction  des  élémens  qui  entrent  dans  la 
construction  des  tables  du  mouvement  des  planètes. 
Il  a choisi  un  certain  nombre  de  lieux  observés  vers 
les  passages  au  périhélie  de  1819,  1822  et  1825  ; et 
comme  les  perturbations  causées  par  faction  de  Ju- 
piter ont  été  très  considérables  pendant  la  période  de 
1819  à 1822,  et  que  1 valeur  qu’on  assigne  à la 

’ d’in-  . 

fluence  sur  leur  détermination , pour  tenir  compté  de 
cette  circonstance,  il  a supposé  aux  élémens  de  l’or- 
bite des  corrections  dépendantes- à la  fois  d’un  chan- 
gement dans  la  masse  de  Jupiter  et  de  l’hypothèse 
d’un  milieu  résistant , et  il  a déterminé  ensuite  avec 
ces  élémens  les  mêmes  lieux  de  la  comète  par  le  cal- 
cul. La  différence  des  ascensions  droites  et  des  décli- 
naisons ainsi  déterminées,  aux  mêmes  quantités  don- 
nées par  l’observation  , lui  a fait  connaître  l’erreur  de 
ses  suppositions.  Il  a formé  ainsi  autant  d équations 
qu’il  y avait  d’observations,  et  il  les  a combinées  en- 
suite par  la  méthode  quron  doit  à Legendre,  de  ma- 
nière à déterminer  les  valeurs  des  inconnues,  c’est-à- 
dire  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  et  le  coeffi- 
cient K,  qui  rendent  minimum  la  somme  des  carrés 
des  erreurs. 


masse  de  cette  planète  a dû  avoir  beaucoup 
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M.  Encke , à l’aide  de  la  valeur  de  K aiosi  obtenue, 
a calculé  des  épbémérides  de  la  comète  pour  1828  ; 
mais  ces  ephémérides,  distribuées  d’avance  aux*  as- 
tronomes , représentèrent  fort  imparfaitement  les 
observations  de  Cette  époque.  Lorsque  la  comète  fut 
de  retour  à son  périhélie,  M.  Encke  choisit  cinq 
nouvelles  observations  faites  vers  ce  passage,  qu’il  joi- 
gnit a celles  qu’il  avait  déjà  employées,  et  en  opérant 
sur  leur  ensemble  comme  précédemment,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  de 
Jupiter  et  pour  le  coefïicient  K;  mais  ces  deux  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent , avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qu’il  était 
impossible  de  les  attribuer  à,  quelques  quantités  négli- 
gées dans  le  calcul , ou  à de  simples  imperfections 
dans  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 

s’en  tenir  aux  résultats  des  derniers  calculs,  fondés 

* $ 

sur  l’ensemble  de  toutes  les  observations  qu’on  avait 
considérées,  et  qui  devaient,  par  conséquent,  don- 
ner plus  de  certitude  que  les  premiers,  appuyés 
seulement  sur  une  partie  d’entre  elles.  M.  Encke  a 
cru  devoir  en  agir  autrement;  il  a cherché  quelle 
serait  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  du  coef- 
ficent  K , et  il  a trouvé  qu’il  suffisait  pour  cela  de 


• f % 1 • 

supposer  la  masse  de  Jupiter  égale  à ^ au  lieu 

r ® 

• <•  t 

• »,  • < • • 

de  la  supposer  de  ~g^  comme  elle  résulte  des  élon- 


gations des  satellites  observées  par  Halley.  Ce  résul- 
tat est  d’atitant  plus  remarquable,  que  cette  valeur 
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de  la  masse  de  Jupiter  s’accorde  presque  entièrement 
avec  celle  que  Gauss  a déduite  des  observations  de 
Paljas , Nicolaï  de  celles  de  Junoq,  et  enfin  Encke  et 
Heiligenstein  de  celles  de  Vesta  et  Cérès.  Les  deux 
séries  d’observations  choisies  par  M.  Encke  condui- 
sent alors  à la  mêpie  valeur  du  coefficient  ; en 

sorte  qu’en  adoptant  la  valeur  — ^ de  la  masse  de 

Jupiter,  qui  est  en  effet  celle  qui  semble  s’accorder 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbations  des  petites 
planètes,  on  aura 

• . . . K = - . • • • • - 

.890,852 

» ... 

Il  faut  encore  observer  qu’il  résulte  des  deux  équa- 
tions de  condition  données  par  M.  Encke , qu’il  se- 
rait impossible  de*  rejeter  absolument  l’hypothèse 
d’un  milieu  résistant^  sans  être  obligé  d’attribuer  à 
la  masse  de  Jupiter  une  valeur  qui;  ne  s’accorderait 
plus  avec  les  autres  phénomènes  célestes,  ou  de  sup- 
poser aux  observations  des  erreurs  qui  dépasseraient 
les  limites  qu’on  peut  raisonnablement  leur  at- 
tribuer. . . . . 

« 

M.  Encke  a fait  voir  ensuite  qu’en  calculant  dans 
l’hypothèse  d’un  milieu  résistant , avec  la  valeur 
précédente , les  élémens  de  l’orbite  aux  trois  époques 
de  1786,  de  *795  vet.de  i8o5,  antérieures  à celle  de 
1819,  où  le  retour  périodique  de  la  comète  fut  enfin 
reconnu,  on  obtient  des  résultats  assez  concordans 
avec  ces  observations,  pour  qu’on  puisse  attribuer  les 
différences  soit  aux  erreurs  dont  elles  sont . suscepti- 
bles, soit  aux  inexactitudes  des  calculs,  qui,  de  1786 
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à 1819,  comprennent  un  intervalle  de  dix  révolu- 
tions. Si  l’on  se  refusait,  au  contraire,  à admettre 
l’existence  d’un  milieu  résistant , on-  ne  parviendrait 
à représenté!'  les  anciennes  observations  qu’avec  des 
diOéüences  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  ai’ 
ep  plus  ou  en  moins,  et  qui  pourraient  s’élever, 
dans  le  cas  le  plus  favorable,  jusqu’à  169',  résultat 
inadmissible,  quelle  que  soit  l’incorrection  que  l’on 
suppose  à ces  observations.  11  semblerait  donc,  d’a- 
près ces  considérations,  développées  avec  détail  dans 
le  mémoire  de  M.  Encke,  qu’on  ne  saurait  plus  dou- 
ter que  l’action  d’un  milieu  résistant , nu  de  quelque 
autre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
n’influe  6ur  la  marche  de  la  comète  à courte  période 
de  1819. 

Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  .qu’en  ad- 
mettant même  l’existence  d’un  milieu  éthéré,  il  res- 
terait encore  à décider  si  l’hypothèse  d’une  résistance 
réciproque  au  carré  de  la  distante  au  Soleil,  que 
M.  Encke  a adoptée  dans  ses  calculs,  est  véritable- 
ment la  loi  de  la  nature,  car  tout  aiitre  hypothèse 
donnerait  des  résultats  très  différens.  Quant  à la  cir- 
constance qui  a fait  rencontrer  à M.  Encke,  pour 
la  correction  de  la  massé  de  Jupiter,  une  valeur  con- 
cordante avec  la  valeur  de  cette  masse,. déduite  des 
perturbations  des  petites  planètes,  elle  nous  semble 
simplement  Tefl’et  d’un  heureux  hasard,  puisque, 
de  l’aveu  même  de  cet  astronome , les  observations 
de  1819  et  1822  étaient  peu  propres  à déterminer 
des  quantités  aussi  petites  que  la  correction  de  la 
masse  de  Jupiter,  et  le  coefficient  K,  à cause  des 
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perturbations  considérables  que  la  comète  a subit* 
durant  cette  période.  Enfin , nous  pensons  que  c’est 
au  temps  et  à l’étude  approfondie  qu’on  fera  des 
perturbations  de  cette  comète,  lors  de  ses  retours 
successifs,  qu’il  faut  laisser  à décider  un  point  aussi 
important.  . 1 • , . • 

Quoi  qu’il  en  soit,  d’après  la  valeur  du  coefficient 
K donnée  plus  haut,  on  aura 

Sa  = — 0,46492  , 

Se  = — ,0,030830, 

Sn  = 336r,,i3o8o. 

Cès  valeurs,  jointes  à celles  qui  proviennent  de  l’ac- 
tion des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvement  de  la  comète  de  i85a 
à i835,  et  permettront  de  déterminer,  à l’avance, 
son  orbite  pour  l’époque  de  son  prochain  retour. 

7 3 . Les  formules  précédentes  s’appliqueraien  t encore, 
avec  une  légère  modification , au  cas  où  la  force  per- 
turbatrice serait  l’action  de  la  lumière  sur  les  planètes 
et  les  comètes , soit  qu’on  la  regarde  comme  dueaux 
vibrations  d’un  fluide  .élastique,  soit  que  dan^  le  sys- 
tème de  l’émission  on  la  considère  comme  une  éma- 
nation du  Soleil.  En  effet,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt,  la  lumière  d’une  égale  densité,  sa  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Cela  posé , si  l’on  transporte  en  sens  inverse  à la 
lumière  la  vitesse  qui  anime  la  planète  dans  son 
orbite,  on  pourra  imaginer  ensuite  que  cet  astre 
est  en  repos , et  l’action  réciproque  du  fluide 
lumineux  et  de  la  planète  n’en  sera  pas  altérée. 
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L’action  de  la  lumière  sera  alors  celle  d’un  fluide 
élastique  doué  d’une  vitesse  variable  qui  choque  un 
corps  en  repos  : elle  communiquera  au  centre  de 
gravité  de  la  planète  une  force  accélératricë  qu’on 
pourra  regarder  comme  la  résultante  de  deux  autres 
forces,  l’une  d’impulsion,  qui  s’exerce  suivant  le  rayon 
vecteur  de  la  planète , et  qui  est  proportionnelle  à 
la  vitesse  de  la  lumière;  la  seconde, de  résistance,  qui 
agit  en  sens  inverse  de  la  direction  du  mouvement 
de  la  planète  et  qui  est  proportionnelle  à sa  vitesse 
dans  son  orbite.  Si  l’on  nomme  donc  ou  la  vitesse 
de  la  lumière,  ces  deux  forces  seront  entre  elles 

dans  le  rapport  de  cù  a ^ , elles  sont  d’ailleurs  pro- 


portionnelles à la  densité  de  la  lumière  que  nous 
supposerons  réciproque  au  carré  de  la  distance  au 
Soleil,  les  deux  forces  dont  il  s’agit  pourront  donc 

être  représentées  par  ^ La  prgmière  de  ces 


forces  agit  en  sens  contraire  de  la  force  attractive  du 
Soleil;  elle  se  confond  avec  elle  en  la  diminuant  lé- 
gèrement. La  seconde  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
vement de  la  planète,  et  son  effet  est  celui  d’une 
résistance  proportionnelle  à la  vitesse  de  la  planète 
et  à la  densité  dé  la  lumière.  Si  l’on  fâit  dpnc 


h ds 

R ra  dt 


h ds2  dt 
r a dt 2 ds' 


En  supposant  p = ^ et  en  comparant  cette  valeur 
à celle  de  R,  n°  69 , on  voit  qu’il  suffira  de  multiplier 
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par  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  pour  les 
appliquer  au  cas  actuel. 

Les  deux  premières  formules  (a)  donneront  ainsi 


da  = 
de  = 


J \i  — eco si// • 

_ 3fdt  p'-agfi  ■ 

* L 1 — c COS  U _J 


Les  deux  autres  formules  ne  donneraient  lieu  qu  a 
des  variations  périodiques  que  nous  négligeons. 

En  substituant  donc  pour  dt  sa  valeur 
‘ s 

dt  ==  a*  (u-^—e  sin  u) , 

on  aura 


Soit 


da  = — za'nh 

de  — — 2ank 

\. 


du(  1 -t-ecos  u ) 

(i — ecosu)*  * 
du(i — eJ)cos«  ’ - 
(1  — e cos  «)’ 


(1  — ecosM)—,=  ïA+eBcos«+e*Ccosa«-l-etc., 

en  négligeant  les  quantités  périodiques , les  formules 
précédentes  deviennent  r 

da  = — a'nh  (A  -f-  'e*B )dut 
de  = — aneh  (i  — e*)  B du. 

D’ailleurs , d’après  la  loi  du  développement  de 
(1  — e cos  u)~ * on  a 

1 

A = B — a(i  — e*)"*; 

en  substituant  ces  valeurs  et  en  intégrant  on  aura 
donc 
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7.{/ûh(l  -f-  e*)u 


Sa  = 


Se  — 


(i  — e*)* 
iheu 

V â(i  - sy 


a et  e dans  ces  formules  pouvant  être  regardés 
comme  des  constantes,  et  étant  les  élémens  de  l’or- 
bite à l’instant  où  l’on  a us=o. 


Quant  à l’inégalité  correspondante  du  mouvement 
moyen , on  peut  la  déterminer  au  moyen  de  la  for- 
mule (7),  ou  la  déduire  de  l’expression  précédente 

de  Sa;  en  effet  ona^=  — Par  conséquent 
dÇ—Sndt  = — en  substituant  donc  pour 


Sa  sa  valeur  et  en  observant,  qu’on  peut  faire  w=nt 
quand  on  néglige  les  quantités  périodiques,  en  in- 
tégrant on  aura 

3A(i-J-  e’)n't* 


SC  = 


— 3* 

2 a(ï  — e*)“ 


On  voit  par  ces  formules  que  l’impulsion  de  la  lu- 
mière produit  absolument  le  même  effet  sur  le  mou- 
vement de  la  planète  que  la  résistance  d’un  milieu 
très  rare  quelles  auraient  à traverser.  __  . 

L’inégalité  précédente  doit  être  plus  sensible  sur  le 
mouvement  des  comètes  que  sur  celui  des  planètes, 
à cause  de  l’extrême  petitesse  que  peut  avoir  alors 

le  diviseur  (1  — e*)».  Relativement  aux  planètes  on 
peut  négliger  le  carré  de  ^excentricité,  et  cette  iné- 


galité devient  ainsi 


3 

% v/  a 


Pour  déterminer  le  coeffb 
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cient  h qui  entre  dans  cette  expression , nous  suppo- 
serons, conformément  aux  lois  de  la  résistance  des 
fluides,  l’impulsion  de  la  lumière  proportionnelle  à 
sa  densité , à la  surface  sur  laquelle  elle  tombe  , et 
au  carré  de  la  vitesse  du  fluide  lumineux.  En  effet, 
soit  ds  l’espace  que  la  lumière  parcourt  dans  l’ins- 
tant dt  en  vertu  de  sa  vitesse  u>  : la  masse  de  lumière 
qui  tombe  dans  le  même  instant  sur  le  grand  cercle 
de  la  terre  perpendiculaire  à la  direction  des  rayons 
lumineux  sera  fds  multiplié  par  la  surface  de  ce 
grand  cercle  ; et  comme  cette  masse  est  animée  de  . 
la  vitesse  a>,  et  que  l’action  que  le  fluide  exerce  est 
égale  à sa  masse  multipliée  par  sa  vitesse,  l’impul- 
sion de  la  lumière  solaire  sur  la  planète  sera  7rl\‘ poids, 
en  nommant  R le  demi-diamètre  de  la  planète;  on 
a d’ailleurs  ds  = adt , cette  impulsion  sera  donc 
égale  à 

7rR%pct%dt. 

Cette  quantité  divisée  par  dt  est  la  force  mçtricc 
que  l’action  de  la  lumière  communique  à la  planète; 
en  la  divisant  donc  par  P dt , P étant  la  masse  de  la 
planète,  on  aura  la  force  qui  en  résulte  sur  son 
centre  de  gravité;  cette  force,  par  le  numéro  7 3,  est 

égale  à on  aura  donc 

a t.  * !> 

»aa 

— p • 

due  à l’impulsion  de  la 

7.y  a 

lumière  solaire  devient  par  la  substitution  Se  cette 
valeur,  en  observant  que  a3n * = 1 , 


L’inégalité  séculaire 


\ 
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S^rR^ant’ 

• V 3“ * 

74.  Dans  le  système  de  1 émission,  la  masse  du  Soleil 
doit  diminuer  sans  cesse  par  la  perte  des  rayons  lu- 
mineux qui  en  émanent  : il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  séculaire  dans  le  mouvement  des  planètes 
et  des  comètes , que  l’on  peut  aisément  déterminer 
de  la  manière  suivante.  Soit  1 la  masse  du  Soleil  à 
l’instant  que  l’on  choisit  pour  époque , et  soit  1 — qt, 
cette  masse  après  le  temps  t , q étant  un  très  petit 
coefficient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nue sans  cesse,  sa  force  attractive  est  toujours  diri- 
gée vers  son  centre,  d’après  le  principe  d^s  aires;  la 
quantité  S/a/j.(i — <?*)•.,  ou  V-  exprime  la  somme  des 
masses  du  Soleil  et  de  la  planète , doit  par  conséquent 
demeurer  invariable  ; en  nommant  donc  at  et  ft, 
ce  que  deviennent  a et  fi  à l’origine  du  temps  t, 
et  négligeant  le  carré  de  l’excentricité  , on  aura 
V/rtft  = y/ a, f*,-  Si  l’on  néglige  la  masse  de  la  pla- 
nète devant  celle  du  Soleil , par  ce  qui  précède  on  a 
u,  ==i,  /u=i — qt,  on  aura  donc.au  bout  du  temps  *. 


et  en  vertu  de ‘l’équation  a3n*  = fjb , on  en  conclura 
n ==  n,(  1 — qt)*.  , 

En  négligeant  donc  le  carré  de  q,  on  aura 

«f  a — a /qt , cf/ï  = — 2 qnt. 

'•  » * 

L’équation  = fSndt  donnera  donc  pour  l’iné- 
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galité  séculaire  due  à la  diminution  de  la  niasse 
solaire  , 

S'Z  — — qntP. 

Pour  déterminer  le  coefficient  q qui  entre  dans 
cette  expression,  observons  que  ca  étant  la  vitesse  de 
la  lumière  et  p sa  densité  au  point  de  l’espace  qu’oc- 
cupe la  terre,  la  perte  de  lumière  du  Soleil  dans 
l’instant  dt  sera  apdt,  mültiplié  par  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc  ^'Ka'apdt, 
et  comme  nous  avons  représenté  par  qdt  la  diminu- 
tion de  la  masse  solaire  pendant  le  même  instant, 
on  aura 

q — fy7ra%a>p. 

L’inégalité  séculaire  due  à la  diminution  de  la  masse 
du  Soleil , sera  donc 

— 4 rKa%n(opt*. 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  à celle  que 
produit  l’impulsion  de  la  lumière,  et  elle  est  infini- 
ment plus  grande.  En  effet,  en  comparant  ces  deux 
équations  on  voit  quelles  sont  entre  elles  dans  le  rap- 

* 3f-V 

5D a ^ V / • 

port  de  — 4a‘  à ou  de  — 1 à . Cette  der- 

nière quantité  est  nécessairement  une  très  petite  frac- 
tion. Pour  la  Terre,  par  exemple,  ^ étant  la  paral- 
laxe solaire,  si  l’on  suppose  cette  parallaxe  de  8", 58; 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  à on  trouve  qüe 

le  rapport  précédent  est  celui  de  — î à o.oooa3i24. 
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en  sorte  que  l’inégalité  séculaire  de  la  Terre  due  à * 


l’impulsion  de  la  lumière  est  moindre  que  de  celle 

qui  résulte  de  la  diminution  de  la  masse  solaire. 

En  réunissant  ces  deux  équations  on  aura 

* i • . 

■ <P£  s=  — /pra'fv  (1  — | t\  ■ 


Cette  formule  donnera  l’inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  Faction  de  la  lumière  sur  le  mouve- 
ment de  la  Terre  dans  le  système  de  l’émission. 

L’impulsion  de  la  lumière  solaire  est  absolument 
insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre,  et  l’on 
démontre  aisément  qu’elle  n’influe  pas  d’un  quart 
de  seconde  sur  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à Féquation  due  à la  diminutionale  la  masse  solaire, 
Laplace.conclut  de  son  expression  que  depuis  deux 
mille  ans  la  masse  du  Soleil  n’a  pas  éprouvé  un 
deux-millionième  d’altération,  soit  en  plus,  soit  en 
moins.  En  effet  , — qnt%  étant  l’équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à cette  cause,  si  l’on  désigne  par  l l’é- 
quation séculaire  de  la  Terre,  l étant  un  arc  exprimé 
en  degrés,  on  aura 


qt  est  la  diminution  de  la  masse  du  Soleil , nt  le 
nombre  de  degrés  parcourus  par  la  J'erre  dans  le 
temps  t.  Si  l’on  suppose  que  t représente  un  nombre 
d’années  sidérales,  on  aura  n 36o°  ; en  ‘ faisant 

donc  t — 2000,  on  aura  ; , ? U .,.>*■  • / 

l 

qt  ; — , . •/  » V 

• •.  * 720000 


< 
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Da’près  les  observations,,  l ne  dépasse  pas  à o°y3§, 

ainsi  qt  est  au-dessous  de — ; 

, 7 - , . 2000000  , . . 

* i »«  < * (T  1*  » . ( 

75.  Si  l’on  regarde  la  gravitation  comme  résultant  de 
l'effet  de  l’impulsiou  d’un  fluide  vers  le  centre  d’at- 
traction , il  résdltera  de  la  transmission  successive  de 
la  force  attractive  une  inégalité  séculaire  dans  le  mou- 
vement des  planètes  et  des  comètes  que  l’on  pourra 
encore  déterminer  par  l’analyse  précédente,  relative 
à l’impulsion  de  la  lumière  solaire.  En  effet,  d’après 
le  n°  73,  la  force  qui  s’exerce  suivant  le  rayon  vecteur 

de  la  planète  ou  de  la  comète  -sera- o>  représen- 


tant ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique;  en  nommant 
donc  g la  gravité,  ce  qui  donne  g=  ^ , l’équation  sé- 


. . Zhn't*  , . , 

ciliaire — deviendra 


* r J 


2 ^ a 


3 gnl\ 
* *”  ' '*  ’ 

2 a 


.1  t « 

*.  f:*.;;  *«  j 


Observons  que  dans  le  cercle,  la  force  centrifuge 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  parle  rayon. 
La  vitesse  moyenne  de  la  planète  étant  an,  si  l’on 
néglige  l’excentricité . de  l’orbite,  la  force  centrifuge 
sera  an'  ; mais  dans  ce  cas , la  force  centrifuge  est 
égale  et  contraire  à U'  force  qui  sollicite  la  planète 
vers  le  centre  d’attraction,  ôn  a donc  g = an',  et 


l’équation  séculaire  précédente  devient  ~ , a>  étant, 


comme  on  l’a  dit,  la  vitesse,  du  fluide  au  moyen  du- 
quel se  transmet  la  gravitation.  - ,w 
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Si  l’on  suppose  que  l’équation  précédente  se  Ap- 
porte à la  Terre,  qu’on  applique  le  même  résultat  à 
la  Lune,  en  nommant  O.,  sa  distance  moyenne  à la 
Terre,  et  n,t. son  moyèn  mouvement  sidéral , t ex- 
primant un  nombre  d’années  juliennes  r son  équation 
séculaire  due  à la  transmission  de  la  gravitation , 

' » . 1 , . • 4 • . . r * • . ' i j'i‘‘  *-»  * 


sera 


— an*?- 

z»  \ an*  / 


*,  -s  ■ '!****•>•• 

La  fraction  J est  égale  à très  J>eu  près  à et  le 


rapport  d ^ est  environ  on  a donc  à très  peu 

Près  „3  , '• 

5 575"  • • r • 


an* 


L’équation  séculaire  de  la  Terre , due  à la  trans- 
mission successive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à un  sixième  environ  de  celle  de  la  Lune  due  a la 
même  cause , et  comme  celle-ci  ne  parait  point  sen- 
sible, on  peut  regarder  la  première  comme  tout-à- 
fait  inappréciable.  . ' * • ■ ;V. 

En  comparant  les  deux  équations  séculaires  de  la  . 
Lune,  l’une  due  à l’impulsion  de  la  lumière  solaire, 
l’autre  à la  transmission  du  fluide  gravîtique , on 
trouve  qu’il  faut  supposer  au  fluide  gravitique  une 
vitesse  aü  moins  cent  millions  ^d*  fois  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière;  on  peut  donc  supposer, 
comme  on  le  fait  ordinairement,  cette  vitesse  infinie. 

> Quant  à la  nature  même  du  pouvoir  attractif  de  la 
matière,  une  question;. importante  s’est  agitée  dans 
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ces  dernière  temps  parmi  les  astronomes  , à savoir, 
si  le ^ pouvoir  attractif  de  là  matière  était  identique 
pour  loifs  les  corps  rapportés  à l’unité  de  distance 
et  à l’unité  de  masse  , ou  si  la  force  de. la  gfivitation 
variait  comme  les  affinités  chimiques,,  suivant  la 
nature  des  différons  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres.  On  avait  cru  nécessaire  d’admettre  cette 
dernière  supposition  pour  expliquer  la  différence 
qui  existe  entçe  les  valeurs  de  la  masse  de  Jupiter 
déduite  des  inégalités  du  mpuveinent  de  Saturne, 
et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
et  des  élongations  de  ses  satellites  d’après  les  nou- 
velles observations.  Mais  nous  verrons  qu’dû  .peut 
rendre  raisqn  de  cette  différénce  sans  être  obligé 
d’admettre  une  hypothèse  aussi  contraire  au  prin- 
cipe fondamental  de  la  loi  de  la  gravitation  telle 
qu’on  l’a  délinie  jusqu’ici , hypothèse  démentie  d’ail- 
leurs par  les  phénomènes  que  la  pesanteur  terrestre 
développe  continuellement  sous  nos  yeux  , par  ceux 
qui  résultent  des  inégalités  du  mouvement  de  la 
Lune,  et  par  ceux  enfin  qui  se  rapportent  aux  os- 
cillations de  la  mer  ou  de  l’atmo9phère.  Tohs  ces 
phénomènes , en  effet , concourent  à nous  montrer 
que  le  pouvoir  attractif  du  Soleil , de  la  Terre  et 
de  la  Lune,  est  le  même  sur  l’air,  l’eau  et  tons  les 
corps  solides;  on  est  donc  en  droit  d’étendre  par  in- 
duction la  même  loi  à toutes  les  planètes,  quelle  que 
soit  la  nature  des  substances  qui  lés  composent, 
jusqu’à  ce  que  des  observations  irréfragables  aient 
prouvé  qu’elle  ne  leur  est  pas  applicable.  ■ 
trilir.'O  irh  blqmo1»  tosfoïv  novsr  m>>T  . nelq  ,«r>  r. 
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CHAPITRE  VI. 


) *\*  • ' • • * ■ • . • . . 

■-  ■ "V  • v 

Perturbations  des  mouvemens  des  planètes  dues  a la 

non-sphéricité  du  Soleil.  . ° 

\ ' • ..  • * • : ’* 

s • 

" ' ' \ * u i ‘ ' ’ 

76.‘Dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  avons  regardé  les  corps  célestes  coétois  pW" 
faitement  sphériques;  mais  ils  s’écartent. tous  plus  ou 
moins  de  cette  ligure,  en  vertu  de  leur  mouvement 
de  rotation,  qui  a dû  influer  sur.. la  disposition 
de  leurs  molécules  supposées  originairement  fluides. 
H en  résulte  dans  les  mouvemens  des  planètes  autour 
du  Soleil  et  dans  lès  mouvemens  des  satellites  autour 
de  leurs  planètes  respectives  des  inégalités  dépen- 
dantes de  l’ellipticité  du  Soleil  et  de  la  non-sphéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières- inégalités , les  a titres,  trouveront 
leur  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites.  (!*■  ' '•  "V  , '•  ' ‘ 

Si  l’on  nomme  A l’ellipticité  d’un  sphéroïde  dont 
la  masse  est  M et  qui  diffère  peu  de  la  sphère,  q le 
rapport  de  la  force,  centrifuge  à la  pesanteur  à sou 
équateur,  0 la  déclinaison  de  la  planète  m.  relative 
à ce  plan , et  r son  rayon  vecteur  compté  du  centre 
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de  gravité  du  sphéroïde,  on  aura,  n*  36,  livre  !V,?V/r 

V="  + "(jî- A)(coS‘8-i) 

En  nommant  V la  fonction  dont  les  différences 
partielles  prisés  avec  un  signe  contraire,  ônt  la  pro- 
priété de  représenter  les  attractions  qu’exerce  le  sphé^ 
roïde  M sur  la  planète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
mier ternie  de  l’expression  précédente  est  célui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  elliptique  et  au  cas  où 
l’on  regarde  la  masse  du  Soleil  comme  réunie  à son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M=i,  ét  en  obser- 
vant que  l’expression  précédente  de  Y suppose  que 
l’on  prend  pour  unité le  rayon  moyen  du  sphéroïde, 
on  voit  que  l’ellipticité  du  Soleil  ajoutera  à l’expres- 
sion de  la  fonction  perturbatrice  R,  la  quantité 

(*■-;  ?)Ü-cos‘0)t’ 

; * < . 

h étant  l’ellipticité  du  Soleil , D son  demi-diamètre, 
q le  rapport  de  la  force  centrifuge  à la  pesanteur  à 
l’équateur  solaire , et  0 la  déclinaison  de  la  planète 
relative  à cet  éqüateur,  en  sorte  que  si  l’on  nomme  y 
l’inclinaison  du  plan  de  l’orbite  sur  l’équateur  solaire, 
et  4 la  longitude  de  leur  commune  intersection  , 
qu’on  désigne  par  v la  longitude  de  la  planète  comptée 
sur  le  plan  de  son  orbite,  on  aura 

cos  0 = sin  sin  (v — 4-)î 
et  par  conséquent 
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, « • r f 

* * ’ "4  «r  • * j / - <*  » y 

R = (h  — \ ÿ)^— sin>[i  — 2Cos2(v  — 4)]}  yr- 

Nous  supposerons  très  petite  l’inclinaison  du  plan 
de  l’orbit0  de  la  planète  à l equateur  solaire  , ce  qui 
permettra  de  négliger  les  quantités  de  l’ordre  y%:i  JSn 
faisant  de  «plus  pour  abréger  . <v  ; ; - • ^ 


; 


9 « . - . 


on  àur^ 


R — 1 k 


*{ 


• , • , 4 ' ' , 4 *V  ■ i ,<  . ) ■ J,  f ' ,*F  f , • • 

A:  désignant  un  coefficient  constant  dépendant  de  l’a- 
platissement du  Çoleil.  . ^ f‘r-  t . U4  . 

Les  formules  de  la  variation  des  élémens  ellip-r 
tiques,  en  négligeant  l’excentrjçi^é  de  l’qrbite , 
donnent  * j , , • < • * » > j;j.  * - « •* 

aa=^2a%d!K  , — ^andtfd'W , dez=>  2 

* 

de  = - ai«* (â) >,'^  = ' ... , • 

En  différentiant  l’expression  de  R , on  trouve 
V 4R • dR _ . , «DR <»<*• i.i 

Ifa  rrfr  r1’  - de-  ■ dr  de  , . r*  de  * 

</r  k dr,^. 

I # % 

dr  d»~7“  . r4  A» 

..  r t y 4 > J • - * ' 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique  on  a * 
r = û[i  + ïe* — -ecos(ni  + è — , 


f* 


* t 


. i 4 


d’où  l’on  tire 


r • * 
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^=«|>  — cos(n*  + e — «)]  , 

^ = — aesin(nt-f-  e — a ) , 

et  par  conséquent  V 

«tu  ; 

*iR  k*  >*  ' *'  ’ v * ^ » : 

-r-=—  — .[e — co«(nt-+-»— »)][i+4eço*(/it+» — •)]=  — ;[e-f-co*(n4-H— «)]  - 
«c  d3  ( t a3 

' • • • r ' ■ ' ' • ’ * : ' ■ 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes , et  qu’on-les  intègre  ensuite,  en  nommant  g 
la  constante  arbitraire  jointe  à l’intégrale  f ri'R , on 
aura , aux  quantités  près  que  nous  négligeons , 

J'a=2agt,  Ç = — 3 agnt , cfs  = ~ nt  , 
h kk. 

J*e  =— cos(n£-H — a>),  Ja>=  ^n<-+- — esin(n*-f-é — co). 

L’influence  de  la  figure  du  Soleil  introduit  donc 
dans  les  expressions  de  là  longitude  de  l’époque  et  du 
périhélie  des  termes  croissant  connue  le  temps  , 
tandis  que  l’excentricité  n’est  sujette  qu’à  des  varia- 
tions-périodiques. 

77.  Les  variations  précédentes  produisent  des  iné- 
galités correspondantes  dans  l’expression  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  vraie  de  m.  On  a dans 
l’orbite  elliptique 

v=znt  -j-<;-l7,3fisin(ni  -j-  e — co), 

t > 

En  différentiaut  cette  expression  par  rapport  à la  ca- 
ractéristique eT , on  trouve, 

! * . • * * . • , - • - *v  % 

/.e^=;(-+-£f'ë-f-jefesin(ne--f-é — <*•) — aee L»eos(nt-H a>). 

K 
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Si  l’ou  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  cette 

• < •,  / x * 

expression  et  qu’on  néglige  tous  les  termes  pério- 
diques, on  aura  , , 

A • , V --  • M a , V ' * / 

S •* 

JV  = — ^3ag  — 2 nt  — e cos {nt  -+•  €*—  «). 

y ^ 

Si  Ton  veut  donc  que  le  moyen  mouvement  soit 
représenté  par  nt  dans  l’orbite  troublé  comme  dans 
l’orbite  elliptique,  conformément  à ce  que  nous  avons 
dit  n°  gv,  livre  II,  le  [premier  terme  de  cette  valeur 
doit  être  égal  à zéro,  ce  qui  donne  pour  déterminer 


» / 

4 „ 


7.k 


\t 


'»  y • .î 


la  constante  g,  3 ag  — — :=  o y et  par  conséquent 


On  aura  donc  ainsi 


, 2 h < 

& ~ 3 


S a = ^ 

3 a 


' En  différentiarit  de  même  par  rapport  k ef  la 
valeur  de  r , ôn  a 


* 


t r 

1 I 


* y • . ( 1 1 ■ i ii 

— = — r^CCOS  (7l£  + ê G?)  — ei>œS&T\{nt^iyr+Cù.) 


r t 


En  substituant  pour  Sa,  Se,  et Soù  , leurs  va- 
leurs * et  négligeant  les  teçmes  simplement  pério- 
diques, on  aura  , 

— = 5 — resin  — a>). 

a 3 aÀ  , ar  v ' 

. . • .v 

^8.  On  voit  donc  que  l’ellipticité  du  Soleil  introduit 
des  variations  séculaires  dans  l’expression  de  la  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur  ; et  ces  inégalités  ayant 
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pour  diviseur  le  carré  du  demi-grand  axe  de  l'orbite 
de  m , elles  seront  d’autant  plus  sensibles  que  la  pla- 
nète sera  plus  rapprochée  du  Soleil.  Par  conséquent, 
si  les  variations  précédentes  pouvaient  acquérir  une 
valeur  appréciable,  c’est  principalement  dans  le 
mouvement  de  Mercure  que  leur  influence  se  ferait 
sentir.  Supposons  donc  que  jVÏ  représente  la  masse 
de  cette  planète,  et  désignons  par  S celle  du  Soleil 
que  nous  regarderous  comme  un  sphéroïde  homo- 
gène, on  a dans  ce  cas  k — ~q;  la  valeur  du  coeffi- 
cient A devient  ainsi 

; À-  =?=  | çD*  ,1  •• 

q étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à la  pesan- 
teur à l’équateur  solaire  , et  D le  demi-diamètre  de 
cet  équateur.  Or,  si  l’on  nomme  m la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  Soleil',  la  force  centrifuge  sous 
l’équateur  sera  to*D,  - n"  16,  livre  I,  et  la  pesan- 

teur  . D’ailleurs  , en  nommant  a'  le  demi-grand 

axe  de  l’orbe  solaire , et  n't  son  mouvement  dans  l’é- 
cliptique , on  a , à très  peu  près,  S = a'3ri‘;  on  aura 

donc  . 

‘ ' m’D*  1 


f m • 

La  durée  de  la  rotation  du  Soleil , suivant  les  ob- 
servations, est  de  35^,417  ; la  durée  de  la  révolution 
sydérale  de  la  Terre  est  de  365h56,  les  moyens  mou- 
# vemens  mt  et  rit  sont  réciproques  à ces  deux  nom- 
bres. On  a donc 

m __  365,256 
ri  25,4»7  " 

» 
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Le  demi-diamètre  du  Soleil,  observé  dans  sa  moyenne 
distance  à la  Terre  > est  de  i6'i',6>  ce  qui  donne 

y D ' 

y.=*n(  »6V,6>  , 

’ « ' - *\  ^ "*  * - *•  r 

Au  moyen  de  ces. valeurs  on  trouve 

logÿ  = 5,5ao694o, 

et  le  mouvement  du  périhélie  , qui  est  égal  à — t de- 
vient ainsi  égal  à 

^ <7 sin‘  ( 16'  1 ",6) . ( .ni. 

On  a d’ailleurs 

. a ==  0,38709812,  ■ ; / 

a(  ssa  1 ,00000000  , 

n = 53a34i6',79. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  précé- 
dente , on  trouve  pour  le  mouvement  du  périhélie 
produit  par  l’ellipticité  du  Soleil  o",o  1 2 1 o5 1 . . . . Cette 
valeur  ne  s’élèverait  guère  qu’à  une  seconde  en  cent 
ans , l’inégalité  correspondante  de  l’époque  serait 
double  de  celle-ci  ; ces  variations  sont  donc  à très  peu 
près  insensibles , et  .elles  deviendraient  plus  petites 
encore  si  le  Soleil  au  lieu  d’être  homogène  est  composé, 
comme  tout  porte  à le  croire , de  couches  dont  la  • 
densité  croit  de  la  surface  au  ceutre.  On  pourra  donc 
négliger  l’effet  de  l’elliptiçité  du  Sbleil  sur  le  mouve- 
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ment  en  longitude  de  Mercure,*  et  à plus  forte  raison 
sur  célurdes  planètes  plus  éloignées  du  Soleil.' 

79.  Considérons  maintenant  l’influence  de  la  figure  du 
Soleil  sur  la  position  de  l'orbite.  'Pour  la  déterminer , 
en  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  l'équateur  solaire , 
et  en  changeant  (p  en  y , «t  a en  dans  les  ^fior- 
mules»  (5) .et  (6)  du  n°  43  ? livre  II , on  aura* 

. ' » » ' /)  ' J ’ l Jt  l . t *V  ' ‘ . * ,1  'Vf  * 1 ' ’ 

- ««# (nSÿ)’ : d>=-andt(s£dù-  •■■■ 


Ci 


La  valeur  de  R,  en  y conservant  les  termes dç 
l’ordre  >%  devient . - . 

R “ l sin*>[i— 2Cos2(c*  ^-4)}}  » 


d’où  l’on  tire 


dR 


sin  ydy 

■’  dR  ' 

Sinycfy 


^[l  — 2COS2(p— 4)], 


.s  n 


* 2n  # • 

= -^5.  sin  y sin  4 )&  ‘ 


-Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes , et  qu’on  intègre  en  observant  que  nous 
négligerons  ici  les  excentricités  > ce  qui  permet  dé 

faire  rzsza  ej.  •+•€,  onsaura  • . f • • . > 

< . 

» ♦ • • . ’*  i».'-  » * *•  ’*  • »)■-..  * . i -v  ‘ . « * 

cT0  = — -t  \nt — sin  a(nt  + t — 4)3* 

Sy  = ~i  sin^cos2(wf  + t — 4)3* 

• ^ 

On  voit  par  ces  équations  qu’en  vertu  de  l’ellipti- 
cité du  Soleil , le  nœud  de  l’orbite  de  la  planète  sur 
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l’équateur , solaire  est  sujet  à un  mouvement  rétro- 
grade qui  est  égal  au  mouvement  direct  du  périhélie, 
du  moins  tant  qu’on  néglige  les  quantités  de  Tordre 
. L’inclinaison  au5  contraire  , comme  l’excentrieité, 
n’e$t  soumise  qu  a des  inégalités  périodiques.  Il  suit  de 
là  que  I ellipticité  du  Soleil  n ajoute  rien  aux  équa- 
tions^) et  (p)  des  nos  65  et  69  du  livre  II , et  qu’elle 
n’altère  point,  par  conséquent,  la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde , ni  l’invariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n°  79  du  même 
livre.  * * ' - , *•  1 i 

La  valeur  de  gTÔ  introduit  dans  l’expression  de  la 
latitude  s de  m rapportée  à l’équateur  solaire  la  varia- 
tion séculaire  ' ‘ *'  j v 

1 

= — sin  y cos  ( nt  -f-  e — 4 ).  • 

»•  * 

Mais  cette  variation,  comme  celle  du  nœud  de 
l’orbite , est  insensible , d’après  ce  qu’on  a vu  pour 
Mercure  , et  à plus  forte  raison  pour  les  autres  pla-  . 
nètes. 

II  est  clair  que  les  formules  précédentes  s’appli- 
queraient également  à la  Lune , et  donneraient  les 
inégalités  de  son  mouvement  dues  à la  non  sphé- 
ricité de  la  Terre  ; ces  formules  feront  connaître, 
en  général,  l’influence  de  la  figure  des  planètes  sur 
les  moUvemeris  de  leurs  satellites. 
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CHAPITRE  Y II. 


. \ » 


De  1 action  des  étoiles  sur  le  système  plaiiétaire. 


'A 


r 6a.  On  peut  considère*  les  étoiles  comme  des  astres 
séparés  de  nous  par  des  espaces  immenses  et  qui  sont 
absolument  immobiles  » dans  le  ciel,  ou  animés  du 
moins  de  mouvemens  d’une  extrême  lenteur.  Déter- 
minons l’influence  que  de  pareils  corps  doiyent 
exercer  sur  notre  système  planétaire. 

.Soit/n'  la  masse  d’une  étoile;  en  désignant  comme 
à l’ordinaire  par  R la  fonction  perturbatrice  qui  ré*; 
suite  de  son  action,  on  a,  n°  i , ;t 


•*  r 


> * ,v  ‘:  * 


jc'9  jr\  z\  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
de  m'  rapportées  au  cèpfre  du  Soleil,  r'sa  distance  à 
ce  centre,  et  x , jr,  z , r,  désignant  des  quantités 
analogues  relativement  à m.  \ f - ; ..  i,  ^ ,,, 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  J’orbite  de,  la  pla^ 
nète  à une  époque;  déterminée  ; en  nommant  v sa 
longitude,  et  s sa  latitude^  au-dessus  du  plan  fixe  > et 
négligeant  les  quantités  de  l’ordre  du  carré  de  s 9 on 
aura  , ! * • • ■*.  *•  * - -#r  * *: 


r i 
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x — rCosv,  y = rsinv,  z = rs. 

Soient  a la  latitude  de  l’étoile,  et  € sa  longitude, 
on  aura 

. 1 ' , - ' • , ‘ ; ■ 

x'  = r'  cos  Q cos  a,  y =x  r'  sin£cosa,  z = r'sina. 
La  substitution  de  ces  valeurs,  donne  , 


I 

yy.+ri  —à  r/froi  a co»(  v — C,i-+-.«i  i*a] 


rr/[co5acos(i'-f,4-jsiD<t]  i 

■■V  .>  Vf  U ■ ~V 


La  distance  des  étoiles  au  Soleil  étant  très  grande, 
relativement  à celle  des  planètes  , si  l’on  développe 
cette  expression  par  rapport  aux  puissances  descen- 
dantes de  r!f  et  qu’on  néglige  celles  qui  seraient  au- 
dessous  de  r'3,  on  trouvera  ; r.-  iu  auiorq 

r'  ' ■ 1 ‘ ° ‘ 1 l'OIiiti- 

R — — 7-7-  {a  — 3 ço»*  «[1 +cos  a'v  — CJ]  — &j  sin  la.  cps  (f — C)},  («*) 

r 4r»  ».  ■*«  ■ 'Us  ft'i',1,/ 


s étant  dne  quantité  taès  |>étité  qui  dépétid  dé  Tattion 
des  planètes,  sut  m,  ëf  qiri  est  de  lordre  des  forcés 
perturbatrices,  on  peül  la  négliger  lorsqu’on  ne  cdri- 
sidère  que  les  variations  des  élémens  de  Fbrbite 
de  m qui  ne  contiennent  pas  - les  différences  de  tt 
relatives  à cette  quantité  ; on  aura  ainsi 

••UlV  “ i ■ I O ;[  •;  •;  1 . , t 


R =s=  — ypr-  [2  — 3 cos*ct — -5  cosru  cos  2 (v — ff)J. y 

r7,  ainsi  que  a et  £,  dépendant  des  déplacemens  de 
l’étoile,  et  fie  variant  par  conséquent  qu’avec  une 
extrême  dewteur,  on  pourra  les  regarder  comme  des 
quantités  donnantes , pendant  un  grand  (KrtoWre  dé 

siècles.'’’  O nf-  MÎ-.f/l  ‘>b  » >| 


Par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  ona 
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r-=  i + ^ e* — ecos(n<-f-€ — u>) — ^e'cosa  (ret-f-e — a), 

v =n£  -J-  « -j-  ae  sin  (n£+  e — «)+  7 e*  sina(n£-f-e — a), 

: ■;  - 

en  négligeant  les  cnbes  des  excentricités,  et  dans  la 
valeur  de  v,  les  termes  dépendans  du  carré  de  s. 

De  là  il  est  facile  de  conclure 


— = » -+-^e*-aecos(ni-f-6 — tv) — -e‘cosa(n£-{-e — a) 

cosa(i>-C)=(i-4c*)c6s2(n£'4-£-£)-2ecas(ni-t-É-f-û>-  2<?) 

3 

+^e*cosa(û» — 6)+etc.  . 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’expression  de  R, 
en  ne  retenant  que  les  termes  indépendans  du  temps, 
on  trouvera 

•^1  ' * 1 % 1 •*  1 k , i ' | - 

R~“3  — 3co#!«)  — -^c»  C06*  icnt%(m  - ©Jj. 

' ■ , ; # . • * r 

d’où  en  différentiant  et  en  nommant,  pour  abré- 
ger, R,,  le  second  terme  de  la  valeur  précédente,  on 
tirera 

JR 
da 

JR  _ 

de  4 r' 

Par  les  formules  de  la  variation  des  élémens  ellip- 
tiques, en  négligeant  les  carrés  de  l’excentricité  de 
l’orbite,  on  a,  n°  42»  livre  II, 

. * = _ i aeSR  - amk  (£), 

v dw  = undt  , 


- ' 1 t • * t . ~ *\  r 

.iTi  JR  i5m'a‘et  . , 

a — = — ^R,,  = yr~  eos^asm a(û>  — £), 

3m  a,°  [2  < — 3 cos*a — 5 cos*a  cosa(« — £)] . 
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Lorsqu’on  ne  considère,  comme  nous  le  faisons, 
que  les  Variations  séculaires,  6n  peut  supprimer  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  de,  parce  que  l’inté- 
grale f d! R ne  produit  que  des  inégalités  périodiques 
et  un  terme  constant.  D’après  les  formules  précé- 
dentes, on  aura  donc,  en  intégrant 


i5m'asnt 


ecos*a  siua  (a> 


— 1 3 fTt  (2  Tlt  p-  <7  m . / , fi I 

a>  = — [a  — • 3 co6*a  — 5 ços*acos2(ai  — b)J. 

L’excentricité  de  l’orbite  pourra  donc  croître  pro- 
gressivement en  vertu  de  l’action  des  étoiles,  et  le 
périhélie  aura  un  mouvement  séculaire  rétrograde  ; 
mais  comme  le  diviseur  r'*  qui  entre  dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à cause  de  la  dis- 
tance des  étoiles,  il  faudrait  supposer  à m , qui  re- 
présente leur  masse,  une  valeur  excessivement  grande 
pour  que  ces  variations  pussent  devenir  sensibles. 

8 1 . Considérons  maintenant  les  variations  séculaires 
du  moyen  mouvement  et  de  l'époque.  En  observant 

i • ' > JO  \ Il 

que  la  partie  constante  de  la  fonction  ~ étant  déjà 

multipliée  par  e,  la  fonction  e ^ serait  de  l’ordre  du 

carré  des.  excentrici^s , quantités  que  nous!  négli- 
geons, on  aura  pour  les  déterminer  . , , > , ,, 

d(  = — Nantit  f R , dt  — — icdndt 

. K,  ,•  j * 

En  nommant  donc,  comme  précédemment,  g la 
constante  ajoutée  à l’intégrale  fdK,  et  en  substituaut 


Digilized  by  Guogle 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3a, 

pour  a ^ sa  valeur,  ces  formules  donneront  en  in- 
tégrant 

Ç = — 3 angt,  Se  ==  — 4 antRr 

On  aura  donc  pour  l’expression  de  la  longitude 
moyenne 

/ ndt  -f-  Se  ni  ( 1 — 3 ag  — 4^/)- 

Pour  que  le  moyen  mouvement  soit  représenté 
par  nt  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement troublé , il  faut  qu’on  ait  3 ag  — — 4 æR;  , ou 
bien , en  remettant  pour  R,  sa  valeur  et  négligeant 
le  carré  des  excentricités, 

_ m'a1  , U 

3 ag  — -pg-  (2  — 3 cos*  a)  . 

La  variation  du  grand  axe  est  donnée  par  l’équa- 
tion Sa  = za'/d'K  — 2a*g;  on  aura  donc 

- • % r*  , 

« 2 m'a*  , „ . 

Sa  = — 3cos*a),  < 

ma'nt  . - . 

K — pr-  (2  — 3 cos* a).. 


Les  valeurs  précédentes  de  r et  de  o , en  les  diffé- 
rentiant  par  rapport  à la  caractéristique  S,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
que  la  variation  de  la  longitude  moyenne  est  nulle 
par  ce  qui  précède , puisque  nous  ne  nous  occupons 
ici  que  des  variations  séculaires , donnent 


S - = — Secos(nt-\-e — ct> ) — eSco sÀn(nt-\- e—cû) , 

cfv  =2efesin  (n£-f-é  — a») — -leSc*  cos  — a). 

Tome  III.  21 
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En  substituant  donc  pour  Je,  et  fa,  leurs  valeurs, 
on  aura 

J'ü  _ Zm'ayi  , — 5 cos.  a)  e sjn  (nt  g — fi)) 
a 4r'3 

cos*  ot  0 sin  (nt  — {-  € — a>  — 26  + 2«), 

4r's 

JV  = ^pr~  (2  — 5 C°S*  *)  e cos  (n«  + e — a>) 

. f ■ - cos*  * e cos  (ni  + e — « — 26  -f-  2a). 

4r 

Ces  valeurs  s’accordent  avec  celles  que  Laplace  a 
obtenues  d’une  autre  manière.  ( Connaissance  des 
Tems,  pour  182g.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l’expres- 
sion de  <Tr  un  terme  constant,  mais  il  faut  observer 
que  la  partie  cfe  cos  (ni+e — &>)~heS' u>  sin  (ni+e— -a) 
produit  aussi  un  terme  semblable;  lorsque  l’on 
conserve  dans  les  valeurs  de  J'e  et  de  eS'co  les  ter- 
mes dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  l’anomalie 
nt-\-  e a,  on  trouve  aisément  que  ce  terme  se 

réduit  à — (2  — 3 cos* a).  On  aura  ainsi  pour 

la  partie  constante  de  <f  r,  due  à 1 action  des  étoiles , 

ir  mfa3  , „ , x . 

— ==  gpT  (2 3 cos  a). 

1 * 

« « • 

82.  Considérons  maintenant  les  perturbations  qui 

résultent  de  la  même  cause  dans  la  position  du  plan 

de  l’orbite.  En  nommant  <p  l’inclinaison  de  ce  plan 

mobile  sur  celui  de  son  orbite  primitive,  et  fl  la 

longitude  de  son  nœud  ascendant , on  a 
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/A\  <m  — andl  /A\ 
*n*W'  ab  — iïw{jïJ- 

L’expression  (ro)  de  R donne,  en  diffe'rentiant, 

^ ___  ^R  ds  JR  dK  ds 

dq  ds  dç*  ~Ft>  ds  dî  > 

J étant  le  sinus  de  la  latitude  de  m au-dessus  du  plan 
fixe,  on  a ’ v r 

s = sin  ^ sin  (p  — fy; 

d’où  l’on  tire 

% = cos  <p  sin  (t*  _ g),  * = - sin  p cos  (y  — 0). 

On  a d’ailleurs 

; , . •* 

dK  6m' a%  . ' 

KF  ~ "JF7*  Sln  2a  cos  (y  — £); 
on  aura  donc 
JR  6m' a?  . . 

dj—  sm  2asin(p  — 0)  cos(p— . ■' 

JR  6m' a*  « 

dï l^nr  «n  <P  sip  2*  cos  (y—  0)  cos  (p— £ ).  ' 

. ' * ■ ' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précé- 
dentes, et  en  intégrant  ensuite,  en  négligeant  les 
excentricités,  ce  qui  permet  de  supposer  p— ■ ~nt-\-  ç 
on  aura  > - . • . ■ ^ . 

1 . 3m1  a}  T I _i 

• ■^7T*lna*|  C05(®  — 0 + - sin  (int  -f.  i,  _ g _ q f 

. ..  3 m'a3  r • _ 

siD<prfc=--pr  «n  ^nt  sin  (9  -,C)+ i co»(v,t  + a,  _ g _ C) j. 

L’inclinaison  de  l’orbite  est  donc  sujette  à une  varia- 

21.. 
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tion  séculaire , et  le  nœud  à un  mouvement  rétro- 
grade sur  le  plan  fixe  ; c’est  l’effet  le  plus  sensible 
de  l’action  des.  étoiles  sur  le,. système  planétaire  , 
puisqu’on  voit  en  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  les  variations  oculaires 
résultant  de  cette  cause,  qui  soient  indépendantes  de 

l’excentricité  de  l’orbite..- 

En  différentiant , par  rapport  à f , l’expression  de 
la  latitude , et  négligeant  les  termes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  inclinaisons,  on  a 

J' s = JNpsin  (ni -H  — 0)  — sin  <p<T0  cos  (nt  + e — ô;. 

En  n’ayant  donc  égard  qu’aux  variations  séculaires, 
en  vertu  des  valeurs  de  cT<p  et  sin  <pd  0 , on  aura ..  - 


3 m'a*nt 


siu  2ût  sin  (nt  -f- 


Cette  variation  séculaire  du  mouvement  en  lati- 
tude , surpasse,  comme  on  voit,  celles  dù  mouve— 
ment  en  longityde  et  du  rayon  vecteur;  elle  sera 
d’autant  plus  sensiblë,  que  la  moyenne  distance  de 
la  planète  au  Soleil  sera  plus  considérable,  mais  son 
diviseur  est  lui -même  si  grand,  qu’il  est  évident 
qv’elle  ne  saurait  devenir  appréciable  qu’après  un 

grand  nombre  de  siècles.. 

Supposons par  exemple,  /que  m soit  la  Terre, 
d’après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la 
distance  des  étoiles,  r'  ne  peut  être  au-dessous  de 
joooooa,  en  faisant  donc  a — i et  /ï  = 129^97  7 35,  la 

quantité  sera  moi[ulre  tIne  «''.00000000097, 

ainsi  le  terme  précédent  dé  la  valeur  de  fs  n’excé- 
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t désignant  un  nombre  d’années  juliennes,  en  sorte 
qu’il  faudrait  supposer  aux  étoiles  ,une  masse  cent 
fois  plus  grande  que  celle  du  Soleil,  pour  que  cç 
terme  pût  s’élever  à i o7  dans  un  million  d’années.. 

Il  en  serait  de  même,  à plus  forte  raison»,  relative- 

* • *.••*'* 

ment  au  rayon  vecteur  et  à la  longitude.  On#  peut 
donc  regarder,  quant  à présent,  l’influence  des  étoiles 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument 
insensible. 

» <*■ 

Concluons  donc  que  l’action  des  étoiles  sur  le  sys- 
tème solaire  introduit,  à la  vérité,  des  variations  sé- 
culaires dans  lps  excentricités  et  les  inclinaisons  des  or- 
bites des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis- 
font pas  aux  équations  de  condition  (e)èt(p),  n°®  65 
et  69,  livre  II,  il  s’ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétairé  n’existe  plus  relativement  à cette  cause  per- 
turbatrice. Mais  à raison  de  l’extrême  éloignement  des 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables  , . et  dans  tous  les  cas  ils  ne 
pourront  se  manifester  que  dans  des  temps  trèséloignés. 

Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  re- 
marquer encore  une  fois  combien  la  méthode  de  la  va- 
riation des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em- 
ployée dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure , pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  considérées,  à l’intégration 
directe  des  équations  du  mouvement  troublé.  Non- 
seulement  cette  méthode  donne,  de  la  manière  la 
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plus  simple , toutes  les  inégalités  du  mouvement  de 
la  planète  en  longitude  et  en  latitude  , mais  elle  a 
seule  l’avantage  d’indiquer  clairement  l’influence  de 
la  force  perturbatrice  sur  chacun  des  élémens  de  son 
orbite , et  d’offrir  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
ment des  effets  aux  causes,  au  milieu  de  toutes  les 
influences  diverses  qui  compliquent  les  mouvemens 
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CHAPITRE  VIII. 

♦ • 


Inégalités  du  mouvement  des  planètes  produites  par 
V action  des  satellites  et  des  comètes. 

. * - # ' • « , . * * r 

^ ' . 

• * 

' 83 . Les  masses  des  satellites  sont  en  général  si  petites 

relativement  à celles  des  planètes  qu’ils  accompa- 
gnent , que  les  perturbations  qu’ils  causent  dans  leurs 
mouvemens  ne  peuvent  être  que  très  peu  considéra- 
bles, elles  paraissent  même  tout>à-fait  insensibles 
excepté  pour  la  Terre  troublée  par  la  Lune.  Il  serait 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per- 
turbations, mais  leur  détermination  peutédevenir 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité. 

Eu  effet,  nous  avons  Vu,  n°  n,  livre  II * que  la 
planète  M décrivait  à très  peu  près  le  même  orbite 
que  si  sa  masse  et  celle  de  ses  satellites  étaient  réuni» 
.au  centre  commun  de  gravité  du  système.  Eu  sorte 
que  si  dans  les  formules  des  chapitres  précédées  ou 
augmente  la  masse  de  la  planète  que  nous,  désigne- 
rons par  M , des  masses  de  ses  satellites , l’orbite  qui 
eu  résultera  sera  celle  du  centre  de  gravité  du  sys- 
tème , et  pourra  aussi  être  regardée  comme  l’ellipse 
même  de  la  planète  résultant  de  la  première  appro- 
ximation. 


*• 
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Cela  posé , soient  X , Y,  Z , les  coordonnées  de  M 
rapportées  à Ce  centre  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées , et  au  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X et  des  Y;  soit  de  plus  V l’angle  que  forme  avec  une 
ligne  fixe,  d’où  l’on  compte  les  longitudes,  1 axe 
des  X.  Nommons  m,  m',  m",  etc.,  les  masses  des  satel- 
lites, r,  /,  r',  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  v,  v' , <J , etc., 
leurs  longitudes  sur  le  plan  de  l’orbite  de  M , et 
s,  s ',  s",  etc.,  leurs  latitudes  au-dessus  de  ce  plan. . 
Les  coordonnées  de  m , m! , etc. , relatives  au  centre 
commun  de  gravité , seront  X -f-  r cos  (t>  — V)  , 
Y + rsin(v  — V),  Z-j-rs,  X-j-r'cos(c/ — V),  etc. 
Par  les  propriétés  de  ce  centre , on  aura  donc 

(M-f-2m)X-f-ttîr  cos  (y-V)-j-m'r'  cos  (t>'-V)-f-etc.=o, 
(M-j-2w)Y-J-m/-  si»  (*'-V)+mV  sin  (w'-V)-f-etc.=o, 
(M-{-2m)Z-f-  mrs  -f-  mVi'  -f-  etc.  = o. 

' « i * »'  4-, 

La  caractéristique  2 devant  s’étendre  à tous  les 
satellites.  * , • 

On  aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,-Y,  Z, 
de  la  planète  relatives  au  centre  commun  de  gravité 
au  moyen  des  valeurs  de  r,  v,  s,  r',  </,  s!,  etc.,  sup- 
posées connués.  Or,  ces  quantités  dépendent  des  po- 
sitions des  satellites  entre  eux  et  par  rapport  au 
Soleil.  La  simple  configuration  des  satellites  d’une 
planète  suffira  donc  pour  déterminer  à chaque  ins- 
tant ses  perturbations  dans  l’orbite  quelle  décrirait 
sans  l’action  de  ses  satellites.  Les  inégalités.que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  toutes  périodi- 
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ques,  et  l’ou  voit  en  outre  qüe  les  masses  des  sa-  I 

tellites  étant  en  général  très  petites,  relativement  à 
celles  des  planètes  principales,  ces  inégalités  seront 
très  peu  considérables.  Elles  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu’il  en  est  de  même  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84-  L’action  des  planètes  cause  dans  le  mouvement 
des  comètes  des  perturbations  très  sensibles;  elle  peut 
même  changer  entièrement  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes, comme  cela  parait  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  cOmète  de  1770,  lorsqu’elle  s’est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter.  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à celles  des  planètes , il  résulterait  de 
leur  réaction  des  perturbations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  là 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a le  plus  appro- 
ché de  la  Terre,  aurait  altéré  la  durée  de  l’année  si- 
dérale, et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu’elle  a traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n’a  eu  lieu  ; et  comme 
l’observation  n’a  indiqué  jusqu’ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satéllites  aucune  inégalité 
provenant  de  parëille  cause , on  doit  supposer  que 
les  masses  des  comètes  sont  tellement  petites,  que 
leur  influence  sur  le  système  planétaire  est  tout-à- 
fàit  insensible.  Leur  choc  même,  si  dans  l’immensité 
des’  siècles  quelqu’une  d’entre  elles  venait  à rencon- 
trer sur  sa  route  une  planète  ou  un  satellite,  ne  cau- 
serait très  probablement  dans  la  marche  de  ces  astres 
que  de  faibles  altérations..  • ' -, 
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CHAPITRE  IX. 


Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

$5:  Nous  avons  nommé  plan  invariable  du  système 
du  monde,  un  plan  qui  a la  propriété  de  rester  tou- 
jours parallèle  à lui-même,  quels  que  soient  les 
changeméns  qu’éprouvent  les  excentricités  et  les  po- 
sitions des  orbites  planétaires  par  l’effet  des  varia- 
tions séculaires.  Nous  avons  démontré,  n°  79 , livre  II, 
l’invariabilité  de  ce  plan,  en. ayant  même  égard  au 
carré  de  la  force  perturbatrice , et  l’on  a pu  voir, 
n°  55 , qu’en  effet  ce  résultat  se  vérifie  relativement 
aux  inégalités  séculaires  des  élémens.des  orbites  de 
Jupiter  et  de  Saturne , dépendantes  des  termes  qui 
produisent  les  deux  grandes  inégalités  de  ces  pla- 
nètes. Nous  ajouterons  encore  quelques  mots  aux 
considérations  que  nous  avons  présentées  sur  ce  su- 
jet dans  différens  endroits  de  cet  ouvrage. 

Considérons  généralement  un  système  de  corps 
m,  m',  etc. , réagissant  les  uns  sur  les  autres  d’une 
manière  quelconque,  et  qui  ne  sont  soumis  à l’action 
d’aucune  force  étrangère.  En  nommant  dm  l’un  des 
élémens  de  ni,  et  x,  y,  z,  ses  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires rapportées  aü  centre  de  gravité1  du  sys- 
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tèroe,  par  la  propriété  de  la  conservation  des  aires , 
on  aura,  n°  a3,  livre  Ier,'. 

ï..s(J±^-î?),to  „ r,  V (,) 

• . • • • ■ e 
m * . • , 

Les  intégrales  S devant  s’étendre  à la  masse  entière 
de  m,  et  la  caractéristique  2 comprenant  toutes  les 
intégrales  semblables  relatives  à m! jra",  etc. 

* • 

Les  trois  constantes  I,  lf , l'y  déterminent  la  position 
d’un  plan  que  nous  appellerons  plan  maximum  des 
aires  pour  le  distinguer  de  celui  que  nous  avons 
nommé  plus  spécialement  plan  invariable . En  effet, 
soit  $ l’inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  xy,  et  El 
la  longitude  de  son  nœud , on  aura , n°  23 , livre  Ier, 


• • 


p ' t *•  < 

. tang  <D  sin  n = -j  , tang  $ cos  FI  = j . 

* • /.  • * 
; v il  1 1 ; * • » * t . i • 

Cela  posé , soit  x,  y,  z,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  m,  et  Ç,  »,  les  coordonnées  de  l’élé- 
ment dm  relatives  à ce  centre , on  aura 

• • m # " . ^ 

X = X + Ç , Y =.J  + H ? • Z ='z  -f-,  %.  , 

i i « * * *4  • • • » • ^ 

I - ♦ • » 1 * • * C ^ • 

/ ; * 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i), 

et  observant  que  par  la  nature  du  centre  de  gravité 
les  trois  intégrales  S. Çdm,  S.vid/n,  S.çdm,  ainsi  que 
leurs  différences  relatives  au  temps  t sont  nulles 
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d’elles-  mêmes  , on  trouvera 


2 . m ^)-f  2 . Sdm  Ç^=^)  = 

2 . m . Mm  (^=rh  = 

2 . m . Sdm  (?±lJ±)  = 


(2) 


Ces  valeurs  se  composent , comme  on  voit , de  deux 
parties.  Tune  relative  aux  aires  résultantes  du  mou- 
vement de  translation  des  corps  In,  mu9  etc.,  sup- 
posés concentrés  dans  leur  centre  de  gravité  tes- 
pecpfs,  là  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation,  autour  de  ces  centres  re- 
gardés «comme  des  points  fixes. 

Si  Ton  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m , 
m'y  etc-,  à l’un  d’entre  eux  M , pris  pour  centre  des 
mouvemens , les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les 
premiers  membres  des  équations  (A),  n°  77,  livre  II; 
et  l’on  doit  remarquer  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu’introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R dépetadans  de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n’est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariable, 
n°78,  livre  II,  Oft  a négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  planètes,  cette  omission  à 
été  volontaire,  et  l’on  va  voir  qu’en  effet  .elle  est  par- 
faitement justifiée.  ^ . * . 

86.  On  peut  donner  aux  équations  ( 2)  une  autre 
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forme.  En  effet,  si  l’on  désigne  par  A,  B,  C,  les  trois 
momens  d’inertie  du  corps  m par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à son  centre  de  gra- 
vité, par  p,q,r,  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotation  suivant  ces  mêmes  axes , et  par  a,  b,  cy  les 
cosinus  des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  Taxe  des  coordonnées  xy  on  aura 

S.  dm  ) = A u!'p  4-  B b’q  + C c"r, 

• # 
l'intégrale  S devant  être  étendue  à la  masse  entière 
du  corps  m . On  aurait  des  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des  lés 
équations  (2)  deviendront  ainsi 

2 . m + 2 • (A d'p-\-  Rbnq  -f-  Cfcr/r)  = l , 

2 . m (*-dz~z.dT^  -I-  2 . (A  a'p  -f-  B b'q  + C c'r)  ==  V, 

•’  * / 

2 . m 4-  2 . (A  ap  + B bq  + Ccr)  = l". 

i f 

Le  signe  2 devant  être  étendu  à tous  les  corps 
agissons  du  système. 

i » 

Remarquons  maintenant  que  si  les  corps  m>  m etc., 
étaient  parfaitement  sphériques,  ou  si  aucune  force 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de, rotation , 
la  quantité  A aup  + Bb'q  + C c"r,  serait  constante  par 
elle-même,  n°  55,  livre  Ier,  quelle  que  fût  la  nature  dp 
ces  corps  ; 9on  introduction  dans  les  équations  pré- 
cédentes ne  ferait  donc  que  changer ,1a  valeur  de  la 
constante  /,  il  en  serait  de  même, relativement  aux 
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quantités  analogues  qui  entrent  dans  les  deux  der- 
nières équations  (S).  Soit  donc  c , c', c",.  ce  que 
devienhent  alors  les  trois  constantes  /,  Vrl \ il  est 
clair  que  le  plan  qui  en  résultera  et  qui  est  celui  que 
nous  avefas  nommé  plan  invariable  dans  la  théorie 
du  système  du  monde,  sera  tout  aussi  immuable 
que  le  plan  maximum  des  aires;  mais  il  aura  sur 
lui  l’avantage  que  sa  position  sera  facile  à détermi- 
ner, parce  qu’elle  ne  dépendra  qüe  des  données 
fournies  par  l’observation , tandis  que  celle  du  plan 
maximum  des  aires  exigerait  qu’on  eût  déterminé 
d’abord  les  momens  d’inertie  A,  B,  C,  etc.,  de  toutes 
les  planètes  qui  nous  seront  probablement  toujours 
inconnues. 

Ce  n’est  donc  qu’à  raison  de  la  différence  qui  existe 
entre  la  figure  des  corps  célestes  et  celle  de  la  sphère , 
et  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  qui  résul- 
tent, dans,  les  seconds  termes  des  équations  (3),  de 
ce  que  les  forces  qui  les  animent  ne  passent  pas  exac- 
tement par  leur  centre  de  gravité , que  le  plan  que 
nous  avons  déterminé  dans  le  n°  78  du  livre  II, 
pourrait  ne  pas  demeurer  toujours  pàrallèle  à lui- 
même  dans  les  différens  siècles.  Mais,  d’abord,  en 
étendant  à tous  les  corps  célestes  ce  que  nous  kvons 
démontré  relativement  à la  Terre/  n°  20  / livre  fV, 
leurs  pôles  de  rotation  étant  fixes  à leur  surface,  et 
leur  vitesse  de  rotation  pouvant  être  regardée  comme 
constante  quand  on  néglige  les  quantités  périodiques , 
si  l’on  suppose , comirie  dans  le  na  14,  que  le  mou- 
vement de  rotation  de  m s’effectue  autour  de  son 
troisième  axe  principal,  on  aura  p = o,  7=0 
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et  r = a , en  désignant  par  «u  la  vitesse  an- 
gulaire de  rotation.  Soit  donc  À l’angle  que  forme 
l’axe  de  rotation  avec  l’axe  des  z,  on  aura  simple- 
ment 

2 . m di  -{-  2 . C ai  cos  A = Z.  (4) 

En  nommant  jtt  et  v les  angles  que  forme  respective- 
ment le  même  axe  avec  les  axes  des  j--  et  des  x,  les 
deux  dernières  équations  ( 5 ) prendraient  une 
forme  semblable  ; et  l’on  voit  par  conséquent  que 
si  les  seconds  termes  de  ces  équations  sont  affec- 
tés de  quelques  variations  séculaires-,  elles  ne  peu- 
vent provenir  que  de  la  variation  des  angles  A,  (x 
et  y.  . * 

Or,  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  du  Soleil.  Si 
les  angles  A,  p,  v étaient  sujets  à quelque  inégalité 
séculaire  sensible , comme  le  moment  d’inertie  C est 
très  grand  à raison  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
leil, il  en  pourrait  résulter  dans  Cm  cos  à des  inéga- 
lités susceptibles  de  devenir  considérables.  Mais  il  y a 
lieu  de  croire  que  ce  cas  n’arrive  pas  dans  la  nature. 
En  effet,  les  déplacemens  de  l’équateur  solaire  ré- 
sultant de  l’action  des  planètes,  sont  d’abord  exces- 
sivement petits  comparés  à ceux  des  équateurs  pla- 
nétaires résultant  de  l’action  réciproque  du  Soleil 
sur  ces  corps.  Les  variations  des  angles  A , jx , v se- 
raient donc  déjà  très  peu  considérables  par  cette  seule 
raison,  quelles  que  fussent  d’ailleurs  la  figure  et  la  cons- 
titution du  Soleil  ; mais  comme  ces  variations  sont , 
en  outre  de  l’ordre,  l’aplatissement  du  Soleil,  quantité 
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nécessairement  très  petite,,  puisque  nous  avons  vu 
qu’il  n’en  résultait  dans  lès  mouvemens,  des  pla- 
nètes aucune  inégalité  appréciable , on  doit  les 
regarder  comme  tout-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (3) 
comme  constans  et  le  plan  invariable  comme  inal- 
térable en  tant  qu’on  n’a  égard  qu  a l’action  du  So- 
leil. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à ce  résultat  dans  le 
n°  79 , après  avoir  démontré  que  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  de$  orbites  planétaires  n’étaient  af- 
fectées d’aucune  inégalité  à longue  période  dépen- 
dant de  l’ellipticité  du  sphéroïde  solaire. 

Supposons  maintenant  que  le  terme  Cœ  cos  À se 
rapporte  à une  planète.  Il  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  équa- 
teurs planétaires  changeant  sensiblement  avec  le 
temps , la  valeur  de  cos  A sera  affectée  d’inégalités 
séculaires  qu’on  ne  pourra  pas  négliger,  mais  comme 
le  facteur  Ceo  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité,  il  n’en  pourra  résulter  encore  dans  l’é- 
quation (4)  que  des  quantités  insensibles.  • 

Prenons  pour  exemple  la  Terre , que  nous  regar- 
derons comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo- 
lution. Soit  D le  demi-diamètre  de  l’équateur,  on 
aura  C = -|  mD  , et  cette  valeur  sera  ptus  grande 
qu’elle  ne  devrait  l’être  réellement,  parce  que  les  cou- 
ches terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à la 
surface,  n®  ^6,  livre  V;  le  second  membre  de  l’é- 
quation (4)  contiendra  donc  le  terme  j7wD*<wcosà, 
co  étant  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  * la 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  337 

Terre,  et  A l’obliquité  de  l’écliptique  en  supposant 
qu’on  prend  ce  plan  pour  celui  des  xy.  Or,  si  l’on 
nomme  a la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  So- 
leil et  n sa  vitesse  moyenne  dans  son  mouvement 
annuel,  le  terme  relatif  à la  Terre  dans  le  premier 
membre  de  la  même  équation  sera  ma%n . La  durée 

de  la  révolution  sidérale  de  la  Terre  est  de  365,256 

* 

d’où  Ton  tire  : 

-=365,256;, 

n 

le  rapport  de  a à D est  de  2,3984 environ,. on  aura 
donc  ainsi  : 

\ mDa  ot  ' _ 

- — - — = 0,000000  >.5 . 

maAn 

On  voit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  n’introduit  dans  l’équation  ( 4 ) que  des 
quantités  insensibles  relativement  à celles  qui  résul- 
tent du  mouvement  de  translation;  les  variations  de 
ces  quantités,  qui  doivent  seules  nous  occuper  ici  , 
seront  donc,  à plus  forte  raison,  tout-à-fait  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la  valeur  de  la 
constante  l (*).  11  en  serait  de  même  de  toutes  les 

(*)  Si* Ton  ne  considéré,  pour  un  moment,  que  la  Terre, 
et  qu’on  fasse  abstraction  des  autres  planètes,  le  plan  inva- 
riable deviendra  le  plan  même  de  l’écliptique;  et  si  l’on  sup- 
pose que  l’obliquité  varie  de  5°,  il  est  aisé  de  voir  que  la  va- 
riation correspondante  de  la  quantité  Ca>  cos  x ne  produirait 
pas  dans  l’équation  (4)  un  terme  qui  fût  la  cçnt-inillionième 
partie  de  la  constante  /.  Il  s’ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qui  produisent  des  déplacemens  très  sensibles  dans  l’équateur 
terrestre,  sont  absolument  impuissantes  à produire  la  moindre 
altération  dans  la  position  de  l’écliptique. 

Tome  III, 
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planètes  à raison  de  la  petitesse  de  leurs  dimensions 
comparées  à celles  des  orbites  quelles  décrivent  au- 
tour du  Soleil.  Il  suit  de  là  que  dans  la  détermina- 
tion du  plan  invariable,  on  peut  se  dispenser  d’a- 
voir égard  à l^ellipticité  du  Soleil  et  des  planètes,  et 
que  ce  plan  est  immuable  comme  il  le  serait  si  tous 
les  corps  célestes  formaient  des  points  massifs  placés 
à leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Quant  aux  satellites,  leurs  masses  étant  très  pe- 
tites relativement  à celles  des  planètes  principales  , 
les  termes  qui  résulteraient  dans  les  équations  (5) 
de  la  considération  de  leurs  mouveraens  dans  leurs 
orbites,  peuvent  è tous  égards  être  regardés  comme 
insensibles. 

L’action  des  étoiles  sur  le  système  solaire  pour- 
rait donc  seule  altérer  à la  longue  la  stabilité  du  plan 
invariable;  mais  comme  on  l’a  vu,  si  cette  influence 
devait  produire  des  effets  appréciables,  ce  n’est  qu’a- 
près  un  grand  nombre  de  siècles  qu’ils  pourraient 
se  manifester. 

Concluons  donc  enfin  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable , telle  que  nous  l’avons  présentée  d’après 
Laplace,  dans  le  n*  79  du  livre  II,  ne  laisse  rien  à,dé- 
sirer  sous  le  rapport  de  l'exactitude  ; la  rigueur  des 
formules  et  des  raisonnemeqs  sur  lesquels  elle  est 
fondée,  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d’entrer  dans  les  développemens  précédens,  pour 
réduire  à leur  valeur  les  objections  que  l’on  avait 
cru  pouVoir  élever  contre  cette  théorie,  sans  les  ap- 
puyer d’aucune  discussion  sérieuse.  Lorsqu’on  ap- 
plique l’analyse  aux  phénomènes  célestes,  sans  faire 
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entrer  en  considération  les  dispositions  particulières 
à notre  système  planétaire,  qui  modifient  ces  phé- 
nomènes à l’infini,  on  construit  des  utopies  géomé- 
triques presque  toujours  sans  application  au  monde 
réel;  et  lorsqu’on  prétend  se  passer  du  secours  du 
calcul,  ce  puissant  auxiliaire  de  l’esprit  humain,  on 
tombe  le  plus  souvent  dans  d’inévitables  erreurs. 
C’est  ici  le  cas  de  répéter  ce  que  nous  disions  dans 
l’introduction  de  cet  ouvrage  ries  mëthodès synthéti- 
ques sont  insuffisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
veloppemens  les  phénomènes  qui  résultent  de  la  loi 
de  la  gravitation  ; Newton  lui-même  s’y  trompa  , et 
la  plus  profonde  analyse  est  le  seul  guide  infaillible 
dans  la  savante  théorie  du  mécanisme  des  cieux.>»  d*> 
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CHAPITRE  X. 

• . * 

» * V . 


' Masses  et  élémens  des  orbites  des  planètes. 

• # 

♦ r « 

Nous  allons  réunir  dans  ce  chapitre  les  valeurs  des 
différentes  quantités  qui  entrent  dans  les  formules 
précédentes  , et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes  principales,  Mercure,  Vé- 

, nus  ; la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l’observation  , ce  sont 
les  seules  données  que  la  Mécanique  céleste  em- 
prunte à l’observation. 

* ' 

Masses  des  planètes,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 

unité . 


87.  Nous  avons  deux  moyens  de  déterminer  les 
masses  des  planètes,  soit  par  l’observation  des 
élongations  de  leurs  satellites  pour  celles  qui  sont 
accompagnées  de  satellites,  comme  on  l’a  vu  n°  28, 
livre  H,  soit  en  comparant  les  inégalités  quelles 
produisent  dans  leurs  mouvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur  actiou  mutuelle  , déduites  de  Tobser- 
vation,  à ces  mêmes  inégalités  calculées  par  les  for- 


Digitized  b/  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  34 1 

mules  de  la  théorie.  . Les  inégalités  séculaires  seraient 
celles  qui  présenteraient  pour  cet  objet  les  données 
les  plus  exactes  , mais  elles  ne  sont  pas  encore  assez 
bien  connues  en  ce  moment,  pour  qu’on  puisse  les 
employer  à cet  usage  ; on  y supplée  en  recourant 
aux  inégalités  périodiques  et  en  faisant  concourir  à 
leur  détermination  un  grand  nombre  d’observations 
que  l’on  combine  entre  elles  de  manière  à en  tirer  les 
résultats  les  plus  probables.  C’est  par  la  réunion  de 
ces  moyens  qu’on  a déterminé  les  valeurs  suivantes , 
qui  nous  semblent  les  plus  exactes  qu’on  ait  obtenues 
jusqu’ici  des  masses  planétaires. 


Mercure. . . 
Vénus  . . . . 

La  Terre. . 

/ 

Mars  ..... 
Jupiter . . . . 
Saturne . . . 
Uranus. . . . 


m 


m = 
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ir 


rri 
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rri ■ 
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1909706' 

1 

40 1 839 9 

1 

356354  ’ 

I 

2680337  * 

I 

1053,924 

1 

~~ 

35x2 y 

1 

n* 

79*8* 


La  plus  importante  de  ces  liasses  par  sa  grandeur, 
et  par  conséquent  par  son  influence  sur  les  perturba- 
tions des  planètes  et  des  comètes,  est  celle  de  Jupi- 
ter. La  valeur  précédente  diffère  de  celle  que  nou$ 
avons  trouvée  dans  le  n°  28,  et  que  l’on  a déterminée 
au  moyen  des  élongations  du  quatrième  satellite  de 
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cette  planète.  Depuis  quelques  années  , le  calcul  des 
perturbatibns  des  planètes  secondaires  Pallas,  Junon, 
Vestaet  Ce'rès,  semblaient  indiquer  que  cette  masse 
avait  besoin  de  correction  , et  faisaient  désirer  de 
nouvelles  observations  des  élongations  des  satellites 
de  Jupiter,  d’où  dépend  la  détermination  exacte  de 
leur  distance  moyenne  au  centre  de  la  planète.  En 
effet,  celleâ  dont  on  avait  fait  usage  jusqu’ici  sont 
dues  à Pound,  astronome  contemporain  de  Newton, 
et  encore  ne  les  connaît-on  que  par  leurs  résultats 
rapportés  dans  la"  troisième  partie  du  livre  des  Prin- 
cipes. Aujourd’hui  que  nous  possédons  des  instru- 
mcns  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes,  il 
devenait  nécessaire  de  reprendre  ce  travail.  M.  Airy, 
dont  nous  avons  déjà  eu  l’occasion  de  parler,  l’a  en- 
trepris ; il  a fait  à l’Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série  d’observations,  et  par  leur  comparai- 
son aux  tables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
Laplace,  il  adéterrhiné  la  distance  moyenne  du  qua- 
trième'satellite  au  centre  de  Jupiter,  qu’il  a trouvée 
égale  à 0,01257977.  On  aura  donc  en  prenant  pour 
unité  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  , et 
conservant  les  notations  du  n°  25  du  second  livre  : 


a = i, 

log  a'  = 8.0996728, 
log  T ==  2.5625977,  , 
log  T'  = 1.2224306.* 


Ces  valeurs  substituées  dans  l’équation  (m)  du 
mêrpe  numéro  donnent  10^q  ^ pour  la  masse  de 
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Jupiter,  ou  plus  exactement  pdur  la  somme  des 
masses  de  la  planète  et  de  son  quatrième  satellite  , 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  pour  unité.  Cette  va- 
leur s’accorde  d’une  manière  satisfaisante  avec  celle 
qui  résulte  des  perturbations  des  petites  planètes. 
En  effet,  Nicolaï  , par  le  calcul  des  inégalités  pro- 
duites par  l’action  de  Jupiter  sur  Junon  pendant  un 
temps  donné,  a-  conclu  que  la  masse  de  Jupiter  était 

de  — Encke  a déduit  des  perturbations  de 

1053,924  r 

Vesta  la  valeur  pour  cette  même  quan- 

1050,117  r 1 

tité , et  Gauss  a trouvé  la  même  valeur,  ou  une 
valeur  à très  peu  près  la  même  par  le  calcul  des 
perturbations  de  Pallas.  Enfin,  comme  on  l’a  vu 
a®  73,  Eucke  a déduit  des  équations  de  condition 
qui  lui  ont  servi  à déterminer  le  coefficient  constant 
qui  exprime  la  résistance  de  l'éther  à l’unité  de  dis- 
tance, sur  la  comète  périodique  de  1819,  une  masse 

exprimée  par  la  fraction  ".Tout  concourt  donc 

r ■ . * 

à démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
de  Pound  , et  qui  a été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  jNewton  , a besoin  de  corrections,  et  il  ne 
s’agit  plus  que  de  choisir  entre  les  valeurs  précéden- 
tes. Quoique  la  méthode  fondée  sur  l’observation 
des  élongations  des  satellites  soit  la  plus  directe  et 
selon  nous  la  plus  exacte  que  l’on  puisse  employer 
pour  détermiuer  la  masse  de  Jupiter  , cependant 
comme  les  observations  de  M.  Airy  peuvent  n’êlre 
point  exemptes  de  quelques  légères  erreurs,  et  qu’il 
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annonce  l’intention  de  les  renouveler  dans  des  cir- 
constances plus  favorables  à ce  genre  de  recherches, 
dans  les  années  i834,  i835  et  i836,  nous  avons  cru 
devoir,  en  attendant,  admettre  la  masse  déduite 
des  perturbations  de  Junon,  parce  que  c’est  celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  adop- 
tée, et  que,  d’ailleurs,  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  elle  et  les  autres  valeurs  que  nous  avons  rap- 
portées, fait  que  si  elle  avait  besoin  de  corrections 
les  résultats  suivans  n’en  seraient  que  faiblement 
affectés. 

Les  masses  de  Saturne  et  d’Uranus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui  ont  servi  à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
de  les  déterminer  doit  être  préférée  ici  à celle  qui 
serait  fondée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites de  ces  deux  planètes,  parce  que , vu  leur 
extrême  difficulté , les  observations  de  ces  élonga- 
tions sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  celles 
des  satellites  de  Jupiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter, 

déterminée  de  la  même  manière,  serait  de  — - — =, 
, 7 1070, 57 

valeur  qui  diffère  peu  de  celle  que  l’on  déduit  des 

observations  de  Pound  , n?  28,  livre  II,  mais  qui 

ne  peuvent  nullement  concorder  avec  les  résultats 

des  perturbations  des  petites  planètes,  ou  avec  la 

valeur  qui  résulte  des  nouvelles  observations  de 

M.  Airj.  Il  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 

Saturne  et  d'Uranus  , données  par  M.  Bouvard,  ont 

également  besoin  de  corrections,  et  nous  savons  que 
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cet  astronome  s’occupe  en  ce  moment  pour  cet  objet 
d’une  nouvelle  révision  des  équations  fondamentales 
de  ses  tables. 

La  masse  de  la  Terre  a été  déterminée  par  la  for- 
mule ( n ) du  n°  28,  livre  II,  dans  laquelle  on  a 
supposé 

/ = 6364551"% 

g — 9m,  81645, 

log  sin  P =f  log  sin  8r/,6o  = 5,5i()3564* 

Ces  valeurs , qui  paraissent  plus  exactes  que  celles 
qui  sont  rapportées  dans  le  numéro  cité  , ont 
donné  : 

1 

m 356353,6’ 

r ’ . 

Quant  aux  masses  de  Mercure  et  de  Mars  , lorsque 
leur  action  sur  les  autres  planètes  n’était  pas  encore 
suffisamment  connue , on  les  avait  déduites  d’une 
hypothèse  empirique  sur  la  loi  de  leur  densité.  On 
avait  observé,  en  comparant  les  masses  de  la  Terre  , 
Jupiter  et  Saturne  à leur  volume , que  les  densités 
de  ces  trois  planètes  sont  à très  peu  près  en  raison 
inverse  de  leurs  moyennes  distances  au  Soleil  ; et , 
en  étendant  par  hypothèse  cette  loi  aux  trois  planètes 
Mercure,  Mars  et  Jupiter,  il  avait  été  facile  d’en  con- 
clure leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  diamè- 
tres, qui  sont  donnés  en  effet  par  l’observation.  Mais 
l’arbitraire  de  cette  hypothèse,  qui  s’écarte  beaucoup, 
comme  on  sait , de  l’exactitude  relativement  à Vénus 
et  à Urantis,  joint  à la  difficulté  que  présente  l’ob- 
servation des  diamètres  planétaires , laissait  beau- 
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coup  d’incertituder  dans  cette  détermination,  et  il 
était  à désirer  qu’on  fixât  les  masses  de  ces  deux  pla- 
nètes par  des  moyens  plüs  directs.  C’est  ce  qu’a  fait 
Delambre  relativement  à Mars  , dont  il  a déterminé 
la  masse  par  les  effets  qu’elle  produit  dans  le  mou- 
vement de  la  Terre.  La  comparaison  d’un  très  grand 
nombre  d’observations  du  Soleil , faites  par  Bradley 
et  Maskeline  , aux  formules  des  perturbations  four- 


nies par  la  théorie , lui  a donné  pour  la  va- 

leur de  cette  masse.  Mais  Bessel,  après  avoir  discuté 
de  nouveau  les  observations  employées  par  Delambre, 


2680337  * 

et  c’est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  à la 
masse  de  Mercure , on  a conservé  celle  qui  résulte  de 
l’hypothèse,  précédente  sur  la  loi  de  densité  des  pla- 
nètes , tout  en  reconnaissant  son  incertitude;  mais 
on  doit  observer  que  la  petitesse  de  cette  masse  fait 
que  son  incorrection  ne  peut  avoir  aucune  influence 
sensible  sur  la  détermination  des  inégalités  planétaires. 
En  nommant  a eta'  les  distances  moyennes  respectives 
de  Mercure  et  Jupiter  au  Soleil , D et  IÉ  leurs  diamè- 
tres ,metm'  leurs  masses,  on  aura , selon  l’hypothèse 

a'J)3 

précédente,  pour  la  masse  de  Mercure  ni  = — m’ . 

En  supposant,  d’après  les  observations,  les  diamètres 
moyens  de  Mercure  et  Jupiter  vus  à la  moyenne  dis- 
tance de  la  Terre  au  Soleil  respectivement  de  2i",(>o 
et  62(i,"o4,  en  substituant  ensuite  à la  place  de  a et  a 
les  valeurs  que  nous  donnerons  plus  bas,  onlrouve. 


a jugé  que  cette  quantité  devait  être  réduite  à 
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d’après  la  masse  adoptée  précédemment  pour  Jupi- 
ter, la  valeur  de  m que  nous  avons  rapportée. 

Ainsi  donc  les  valeurs  des  masses  planétaires  que 
nous  avons  adoptées , celles  de  la  Terre  et  Mercure 
exceptées  , résultent  de  la  comparaison  des  observa- 
tions aux  formules  analytiques  des  perturbations,  et 
elles  sont  toutes  déterminées  par  conséquent  d’une 
manière  uniforme  et  symétrique.  Les  masses  de  Ju- 
piter et  de  Saturne , dont  l’effet  est  si  considérable 
sur  les  inégalités  des  planètes,  laissent  encore  quel- 
que incertitude  ; de  nouvelles  observations  dés  élon- 
gations de  leurs  satellites  permettront  bientôt , sans 
doute  , de  déterminer  ces  masses  avec  plus  d’exacti- 
tude qu’on  ne  l’a  fait  jusqu’ici , et  l’accord  des  va- 
leurs données  par  des  méthodes  si  différentes  en  sera 
la  plus  sûre  vérification.  >. 

88.  Nous  avons  donné  dans  le  chapitre  Y du  livre  11 
les  formules  qui  servent  à déduire  des  observa- 
tions les  élémens  des  orbites  planétaires.  On  peut 
et»  général  regarder  les  élémens  ainsi  obtenus  comme 
une  approximation  qu’on  rendra  de  plus  en  plus 
exacte  à mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nombre  d’observations,  et  développera  les  diverses 
inégalités  dont  les  môuvemens  planétaires  sont  affec- 
tés. Le  meilleur  moyen  d’y  parvenir  est  de  comparer, 
ainsi  que  nous  l’avons  dit  pour  la  correction  des 
masses  , nu  très  grand  nombre  d’observations  choi- 
sies à cet . effet  aux  longitudes  et  aux  latitudes 
déduites  des  tables  planétaires  calculées  avec -le*  élé- 
mens de  l’orbite  relatifs  à la  première  approxima- 
tion. En  donnant  ensuite  à ces  élémens  une  correc- 
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tion  indéterminée , qu'on  supposera  assez  petite  pour 
qu’on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  à la 
première,  on  égalera  les  variations  qui  en  résulte- 
ront dans  l’expression  de  la  longitude  et  de  la  lati  - 
tude  aux  différences  que  l’on  a trouvées  entre  les 
lieux  observés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcul.  On 
formera  ainsi  autant  d’équations  qu’il  y a d’observa- 
tions employées  ; en  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés  , on  obtiendra  les  va- 
leurs des  indéterminées  qu’elles  renferment , qui  sa- 
tisfont le  mieux  à l’ensemble  des  observations.  A 
l’aide  de  ces  données  , ou  corrigera  les  premiers  élé- 
mens  des  orbites  , et  l’on  parviendra  ainsi  aux  résul- 
tats les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet , 
dans  l’état  actuel  de  l’Astronomie,  le  concours  de  la 
théorie  et  de  l’observation.  C’est  de  cette  manière 

qu’on  a trouvé  les  valeurs  suivantes  : 

* * • 

Moyens  mouvemens  sidéraux  des  planètes  pour 
une  année  julienne  de  365  jours  \ > ou  valeurs 
de  n , if,  etc , 


Mercure 

. . n = 5523416", 79 

Vénus 

► . . n f = 2,106641 ,52 

La  Terre 

...  n"  = 1395977,35 

Mars * . 

. . . nm  = 68go5 1,12 

Jupiter^ 

...  n"  = j 109256,  29 

Saturne.. . . 

, 43996,73 

Uranus 

■m  n"  — 15434,54 

-f rvtik&t'tïtr-  ü 

i t ■ ' .'('•'‘.'•r  | • 

lorsqu’on  emploiera 

les  valeurs  précédentes  pour 
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n,  n' , etc.,  le  temps  t désignera  l’intervalle  écoulé 
depuis  l’instant  que  l’on  a choisi  pour  époque  expri- 
mée en  années  juliennes  et  en  parties  de  cette  année. 

De  là  , en  prenant  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil  pour  unité , et  en  observant  que  les 
temps  des  révolutions  des  planètes  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  moyens  mouvemens,  dans  le  même 
espace  de  temps,  on  a conclu  par  la  troisième  loi  de 
Képler,  n°  2 , livre  II , les  distances  moyennes 
suivantes  des  planètes  au  Soleil. 

Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil , ou  demi- 
grands  axes  de  leurs  orbites. 


Mercure ...... 

Vénus 

La  Terre 

a"  = 1,00000000 

Mars 

a'n  = 1,52369352 

Jupiter. ...... 

1 a"  = 5,201 16636 

Saturne  

= 9,53787090 

Uranus 

Longitude  des  époques  en  1800  , ou  valeurs  de 
e,  e' , etc. 


Mercure..!...  e = 1 io°  i5'  17 w, 9 

Vénus ' é = i45.56.52,  1 

La  Terre «"  = 100. 25.3a,  6 

Mars  .........  êm  = a3a .49-5o  , 5- 

Jupiter.......  é”  = 81. 5a. io,3 

Saturne  . eT  = ia3.o5.29,4 

Uranus- tfi  = 173.30.16,6 
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> * . • • . * î*  , »* 

Rapports  des  excentricités  aux  moyennes  distances  ^ 
ou  valeurs  de  e , e',  etc.,  pour  1800. 


Mercure  . . . . . 

e 

— 

o,2o55 149 

t 

Vénus. ...... 

e* 

S± 

o,oo6855i 

La  Terre  . . . . 

. e" 

— 

0, oi685559’j 

* 

Mars : . 

e"‘ 

~ 

0,0933061 

Jupiter  ’.  . . . . 

e" 

— 

0,0461621 

Saturne 

é r 

o,o56i5o5 

»'  ; 

Uranus 

eT1 

— 

0,0466108  " 

• 

Longitudes  des  périhélies 

1 

en  t 

800,  ou  valeurs 

etc. 

Mercure  .... 

60 

; — - 

74°  21'  41"  * 

. ) 
Ifr 

Vén  i ..... 

60' 

= 

128.45.  6 

• 1 

■ La  Terre. . . . 

ù)f 

= 

99.29.55^ 

• f 

Mais 

ù>"‘ 

= 

332 .23 .40 

♦ / 

? Jupiter. . i7 . 

Ù>iy 

— 

• 1 1-  .•  7 . 36  ' 

Saturne. ... . 

V 

=* 

89.  -8.20  •* 

Uranus.  . .'.  . 

6ùyi 

= 

167^30.34  ^ 

1 1 

Inclinaisons  des  otbites  à l’écliptique  en  1 8uo  y ou 

valeurs  de  <p  , <p',  etc . 

Mercutëè:.  **.  j <p  •=  7°oo/  9f/  *.• 
Vénus . i * . 4 j • <p'  — 5.2,5.29, 

La  Terre.  4><., . r (p"  - = 0.00*00'  ... 
Mara.f  ,**;*•.*  <p"'  = i.5o..  6, 

Jupiter c.  4 <*.. . r,  <p,?s  =1.18.53.  ; i, 
Saturne^ %k£i  *r_jpT v ~ 2 *. 29 3$  • «>  £ 
Urâuus *r  ,*:M-  cr <PTI*  =.  . ,4A* 3$ : :.'î » I 
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Longitudes  des  nœuds  ascendans  sur  L’écliptique  dç 
iSoo  j ou  valeurs  de  a ,0! , etc . 

• ..  % * * 

^ Mercure a ,=  ^05rj’^'  . , . 

Vénus et'  .=  74.52.39 

La  Terre. . * „ ctu  = 0.00.00 

» * « 

Mars....*..  a,n  = 48-00.26 

Jupiter .. . cl"  = 98. 25. 45 

Saturne aT  = m.56.  7. 

t üranus aTI  = 72.59.21 

% 

* k » 

Toutes  les  longitudes  qui  précèdent  sont  comptées 
à partir  de  l’équinoxe  moyen  du  printemps  de  1800, 
en  prenant  pour  époque  le  minuit  qui  sépare  le  3i 
décembre  1799  du  iBr  janvier  1800.  On  doit  se  rap- 
peler encore  que  conformément  à ce  qui  a été  dit 
n°  24 j livre  II,  la  longitude  du  périhélie  est  égale  à 
la  distance  du  périhélie  au  nœud,  augmentée  de  la 
longitude  du  nœud  à l’instant  que  l’on  a choisi  pour 
époque. 

L’action  mutuelle  des  planètes  fait  varier  insensi- 
blement les  élémens  de.  leurs  orbites  et  altère  à la 
longue,  par  conséquent,  les  valeurs  précédentes; 

nous  déterminerons  plus  loin  ces  altérations*  , . ; 

*> 

D’après  la  théorie  des  variations  séculaires,  les 
moyens  mouvemens  n , n' , etc.,  ainsi  que  les  demi- 
grands  axes  ay  a',  etc.,  qui  s’en  déduisent,  devraient 
être  invariables^  et  l’on  devrait,  par  Conséquent; 
retrouver  dans  tous  les  siècles  les  mêmes  valeurs  pour 
ces  quantités.  Mais  nous  remarquerons  que  lorsqu’on 
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déduit  des  observations  les  longitudes  moyennes 
nt  + éi  rit  + etc.,  les  termes  ni , rit9  etc. , qui 
croissent  avec  le  temps,  contiennent,  outre  la  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen , une  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au  temps  que 
renferme  l’expression  de  la  longitude  des  époques 
c,  é y etc.  Or,  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
variable,  et  nous  en  donnerons  plus  loin  l’expression. 
Il  résulte  delà  que  les  valeurs  de  n,  ri,  etc.,  qui  pré- 
cèdent, ainsi  que  celles  de  a , a',  etc.,  données  direc- 
tement par  les  observations,  et  sans  qu’on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques, ne  sont  pas  rigoureusement  constantes , et  sont 
sujettes  à quelques  légères  variations  dépendantes  de 
Faction  mutuelle  des  planètes.  Au  reste , les  valeurs 
que  nous  avons  rapportées  sont  celles  que  Laplace 
avait  adoptées,  et  nous  les  avons  conservées  à cause 
des  nombreuses  quanti  tés  déj  à déterminées  par  M.  Bou- 
vard /auxquelles  elles  servént  de  base  dans  la  théo- 
rie des  perturbations  planétaires , et  dont  il  eût  fallu 
sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valeurs 
ont  subi  depuis  quelques  altérations,'  tant  par  les 
raisons  que  nous  venons  d’exposer,  que  parce  que  les 
nouvelles  tables  astronomiques  ont  permis  de  les 
déterminer  avec  plus  de  précision.  On  trouvera  à la 
fin  de  ce  volume  ces  nouvelles  valeurs  ; les  différen- 
ces quelles  offrent  avec  celles  qui  précèdent  ne  sont 
pas  de  nature  à altérer  d’une  manière  sensible  les 
résultats  qui  en  sont  déduits.  . • u 

A l’aide  des  valeurs  précédentes  de  a , a! , etc. , et 
des  formules  données  dans  le  chapitre  11,  on  a cal- 
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89. 


Mercure  et  Vénus  (*). 


«■si  -p  = 0.53516076, 
log«  = g.  73848431  ; 

d’où  l’on  a conclu 

log  b_\  = o. 33i63355, 

— T 


ensuite 

, ,»i iL.tp  ft 

mê  v 

O 

togi^  = 0.3368948, 

f « 

(*> 

log&i^  = 9.7811613, 

* 

io#r 

= 9-3gi97>3, 

a • 

= 9.0444085, 

a 

(0 

b,  = 8.7167169, 

a 

r 

V 

= 8.4003371, 

• 

<6) 

*1  = 8.0904909, 

' a 

,<7) 

bx  tes  7.7817091, 

= 7.4666749, 

V 

t . ,* 

a 

<fl) 

b±  s=  7.10578^6; 
a 

(°) 

dbV 

a 

.. ,(■> 

db , 

a • 

V* 

log 


= g.6io6g35,  log  « = g. 893309a, 


*î? 


db? 


a.  = 9-7578569,  « ~dt~  ~ 


(*)  La  plus  grande  partie  de  ces  quantités  avait  été  calculée 
par  M.  Bouvard  , et  rapportée  dans  le  tome  III  de  la  Méca- 
nique céleste.  Je  leur  ai  joint  celles  qui  étaient  nécessaires  à 
la  détermination  de  nouvelles  inégalités  reconnues  dans  lé  mou- 
vement des  planètes.  On  ne  rapporte  ici  que  les  valeurs  loga- 
rithmiques , parce  que  l’on  en  fait  beaucoup  plus  usage  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires  que  des  valeurs  en  nombres. 

Le  signe  — derrière  un  logarithme  indique  que  le  nombre 
auqjuel  il  se  rapporte  est  négatif. 

Tome  III.  a3 
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1ok  *-?â 

= g. 3556636, 

db(P 

* 

-TT 

= 8.8978883, 

(8) 

dbi 

« 

a 

* rf* 

= 8.43371 4B  j 

«r 

‘“B*’  <U* 

= 9-897*9*5, 

d'b^ 

• 

-=T 

= 9.9878m, 

* * 

= 9.9083360, 

‘ “ J 

=s  g. 636a375, 

<P^#> 

• 

lo*‘*  *. 

= o.a388655, 

V * . 

=.  0.3640337, 

*3  3? 

= 0.3913886, 

. <*.*?> 

• . 

A-  ‘ * 

«s, 

^s,  o.3aa8i36  ^ 

■ . * 

lo?*4  £î 

=5  0. 706583a, 

/ 

1111  <**4 

= 0.881 i38g, 

« 

« 

'°8«  * 

= g.i3o53a3. 

r 

• , i * 

* «fe 

= 8.66a745a, 

. ^ 

î » t i • » S «j 

d*b\‘} 

l0B  *• 

= 9.8418888, 

- *6?» 

* dA » 

= 9.9860339,  j;j 

■*»?* 

4- 

* <£*» 

% 

= 9.786957^ 

*&?> 

= g.463o638i 

u , 

l08«ï  c/«» 

= 0.3669638, 

d'b™ 

a * 

x dct* 

» 

= o,34934o4. 

• 

a? 

* J*8 

= 0.3790579, 

* 

f . , r 1 f'f 

1 

' X 

* . 1.  . 'j-  'î  i* 

» . » 

# « 

« * • ■.  •.*.  a 

i i . 1 *• 

>t^ 

l0S»‘  rf«4 

= 0.8396939,, 

#*î» 

et  4 2. 

^4 

= 0. 93653oa  j 

, '•  < 

Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


355 


00  («>  (*) 

log&3  =0.6^47104,  log&3  =3.035376,  log&3  =0.2901540, 

a a a 

<i)  (4)  (S) 

63  = 0.0764118,  63  — 9.85o442a,  £3  = 9.6167506, 

â a a 

,(«> 


*î  = 9.3780470; 
diî? 

log«-^-=o.8l56.32,  iog«  ^-==0.7.8^03,  log* —^-=0.578762», 


db? 


db? 


« =0.4175981; 


«?■ 


= * • 3495903,  iog«*  -j~  = 1.2839992. 
Mercure  et  la  Terre. 


* = — = 0.38709812, 


d’où  l’on  a conclu 


log  a = 9.58782211  ; 


.<»> 


log  A 1 = 0.31715472, 

ï 

<0 

log  A_j_  = 9.5794473a  —, 


et  par  suite 


(•)  <0  <>) 

log  A,  =0.3184766,  log  Ai  =9.6139897,  logAi^  =9.0798265, 

a a a 

(3)  (4)  (5) 

6^  8.5899496,  b±  — 8.1206397,  b±  = 7.663o4io, 

a â * 

(0)  0)  (8> 

= 7. 2119911,  5^  =6.7581546,  = 6. *479733  $ 


(o) 

<to« 


jaV’ 


log  * -^=9.2546937,  log«— -=9.6668706,  log« -—  = 9.4111261 

a3.. 
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db(P 


db™ 


<*) 

db\ 


log*  -^-=9.0885469,  log«  -^—=8.7394738,  loget~-~-=z  8.3762238, 


du 

<6) 

dbx 


dbV 


«-^-=8.0049615, 


-=7. 635a  1 38  ; 


l°g  =9-  3g893ai » log<t*-^-~=9.263a798,  =9. 5251035, 

d*5<3)  d’5^  d*b(P 

a*— ^-1~=9.44337o5,  a* -^~=9.a538a73,  = 9.oo3a85aj 


.(*) 

d3bi 


d>b<? 


d>bV 


log**— y-=o.49I0738»  logA®-^~=9.5o3aaaa,  logA 5 -~p=9 .5003908, 

d>44) 

9. 5772960; 

(o)  (')  (») 

log  &3  = o.458i5gi,  log&3  =0.1975730,  log  b±  = 9.8736804, 

ï a a 

(3%  (4)  (5) 

= 9.5240220,  5$  = 9.1868688,  = 8.7878712; 


(*) 

d$3 


-<•) 

d*3 


log  A —Jp  =0.2926042,  logA— = 0.0728837. 


Mercure  et  Mars. 


a 


et  = ==  0.254o53l2, 


a 


log  « = 9.40492470  ; 


on  a conclu  de  là 


ç«> 

l°g&_^.  = o.3o8oiooa, 

“ a 

(«> 

l°gi_  » = 9.40137750  — ; 


O) 


,<*> 


(4) 


et  ensuite 

log  b±  = 0.3082442,  logii^  =?  9- 4 >57443 , log  b±  = 8.6969275, 

! 

6.6812412  ; 


b±  % = 8.0230878,  5r  = 7.3675423, 


b? 

a 
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dbV 


dbV 


dbV 


*°8  * -^-=8.84»4o4i,  log«  —^—=9.4374786,  log«— tÎ-=9.oio2o82, 


Cs> 

dbl 


da 

dS? 


*— ^-=8.5og2o35,  « -—-=7-9821981; 


d'h? 


d*b\’} 


d‘b\" 


l0g*»-__|_=8.go4gaa8j  1°8*’-j-7- =8. 6272693,  log**-^- =9.0599375, 

«f 

*•-7-—- ==8,83iaa8i  : 

««•  1 

log  4?, 5 = 0.3669624,  logis'5  = 9.9364512,  logis*5  = 9.4347046. 

* * I 


Mercure  et  Jupiter. 


* = = 0.07442555, 

log  *=  8.87172138;  " 

d’où  l’on  a conclu 

<0) 

log  4 A = q.3oiG3i2, 

"*  » 

* (') 

log  b i_  = 8.8714^10  — . 

“ « 

a étant  une  très  petite  quantité,  les  valeurs  de 
b , , b,  , etc. , ne  pourraient  se  déduire  des  précé- 
dentes, avec  une  exactitude  suffisante,  à l’aide  des 
formules  ordinaires  ; elles  ont  été  calculées  par  le 
moyen  des  séries,  conformément  à ce  que  nous  avons 
dit  n°‘  18  et  21 , et  il  en  a été  de  même  dans  tous 
les  cas  semblables. 

(o)  (1)  (1) 

log  bi  =t  o. 3oi6328,  log  bL  = 8.8726282,  log  4j_  = 7 6199277, 


.0) 


U) 


6i_  =6.4800069,  4,  =6.7161703; 
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<°> 

db, 


db , 


.(■> 


db™ 


loga-^-^7.746'510,  log« -^£-=8.87443*7,  loget-^- = 7.gïTH78, 

.<*> 


db± 

et  =6-  8889^^4  j 

d>b™ 


d'b™ 


d'b™ 


l°g‘»*-^-=7-75l5640»  l°g.’-si-=6.9784.8», log«’-^-=  7.9184705 } 
log  ij*’  = o.3o64558,  log  b™  = 9-3533G47,  log  b™  — 8.3si8883. 


Mercure  et  Saturne. 

« = -^  = o.o4o58547, 
log  « = 8.60837067  ; 

d’où  l’on  a conclu 

<•>  _ BO 
log  b_  i ~ o. 3o !2ooo, 


log  b™i  = 8.6082811 


ensuite 


log  b\)  =0.3012087,  log  b™  = 8.6o8633o,  log  2m  =7.0920887, 


b™  = 5.6202402; 


dbV 


db™ 


db 


1» 


log  5594,  log «-^-=8.609,695,  loge»— ^-=7.3931235, 


db™ 

a —\m  -=s6 .0975555  j 
cia. 


d'b™ 


d’b ™ 


d'b™ 


log «*-^-=7.2184335,  log«»~j-i-=6.  179773a,  loge!*— ^-=7.3828194; 


d&% 


log  b™  = 0.3026406,  log 4^  = 9.0868340,  log  4 3 ) = 7.7929517. 
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Mercure  et  Uranus. 

» 

« 

* = = 0.02015895  , 

10g  CL  = 8.3048987  } 

• » * | » • * 

d’où  l’on  a conclu 


V*  ■ 


fo)  • 

log  b_\  = 0.3010743, 

“a 

log  = 8.3048766  — , 


ensuite 


(•>  <«)  m (*) 
log  b\_  = 0.3010695,  log  bL  =F8. 3o49857,  log  bL  sss  6.485ona; 

s T • • 


(1)  ■ 

dbV 


log  «t = 6.6101641,  log  a =:  8.3o5a95oj 

<°)  (') 

log  £3  = o.3oi4?8o,  log  b 3 = 8.7823514* 

a a 

Vénus  et  la  Terre . 


<t  = — — o.7a333a3o, 


log  «t  = 9.85933789  J 


d’où  l'on  a conclu 


c°> 

log  1 

« 

log  O , 
— à 


o.35633o3, 

s 

9.8275394—, 


ensuite 

(o)  v » (1)  (1) 

log  bt  =0.3777329,  log  bi  =9.9742413,  log  bL 


a 

<*> 


a 

b\  ' = 9.5096850,  b\  * = 9.3 i53736, 

i 

b? 

a 


b? 


a 


= 8.9562261, 


8.7860412, 

ï 


(8) 


9.722295 8, 
9.  i323iio, 
8.6204588, 
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(g)  («O)  (il) 

log  =8.459347»,  iog  b\  = 8.3o34i»i,  logé,  = 8. i5466i4, 

» ' . . . * » 

(**)  *<  (*  *)  * 
bi  = 8.0169498,  b\  = 7.8968017; 

' m * 


<°) 

db) 


db 


db Sa> 


Iog  «t =°.°75ï6a9,  Iog  * =0.21 58a53,  log*  -~-=o.vj5n6oo. 


M?  db? 

et  -~-=0 . 0995829 , 

(6)  <7> 

db\  ■ db\ 

*^-=9.7974307, 

»?  d*r 


* =0.0077835, 


db? 

*-^-=9.9061077, 


*-—-=9.6846536,  * -^-?-=g. 5677588, 


(*0 
db] 


*-—-=9.4469928,  ; *-^-=^9.3214962,  =9.  ,852095, 


dbT 


(1  S) 

db] 


* — — =9.0452482,  * — -%*  ■ =8 . 8784874  ; 

la*  a* 


v*- 
. \ 


\d<z 

*t? 


• « 


d>b? 


d-t? 


Iog  a*  =0.6060881$,  Iog**-^~ - =0.5955340,  log  **  =0.6510780, 


. 


**-2^=0.6783146,  ««-j-j-  =0-6780700,  =0.6548893, 


d*if 

*»  — 7-^- =0.6 1 3 1 433, 

<Z** 


d*b? 

* i_ 

det.* 

d-i<r) 


■56 10666,  **  =0.4991904, 


d*?° 


*’*^7^|-=o.43iii84>  ’=o.3586o43,  *»  - =0.2851098, 


(«*) 

rZ’5, 


. ,(*3) 

d*b  x 


*a  ; =0.2154436, 

a* * 

■*  <z*a  1 

=0.1 563565; 

d-iV 

\ 

c 

\ 

log*3-^  =1 .3304720,  Iog*3  </a, 

=1.3366017,  Iog*' 

d.i® 

d>b? 

l 

, *5-^r  =1*3765018, 

■ * </** 

=l.399685o,,.  *3 

d*l> 


<») 
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d*b? 


d>b? 


log«! 


dùta 

d>b? 


=1.4334792,  log*»— =1.4355955,  loge»*— =i.4o653i3, 


de t* 


**?■> 


. =*.3774766,  ..  **-^-=i.335oo68,  *>-^—=1.3786114, 


d*b\t%)  ' 


• =1.3035373,  *s  — -^-=1.0973706; 


dül » 


d*** 


l°g*4  ■ =3.3476455,  Iog*<-— *-■  =3.3559663,  log«4-~j-=3, 36 14438, 


d<b<r 


a *~da* — ==a*363o343,  a*— ^-~-=à.  3675333,  =3.38394 16; 


d5i(,9) 


log**-^-  =3.3411764,  log^-j-J-  =3.346l468,  log**— ^-=3.35o4344, 


« (fi) 

. dsb, 


d*b\'%) 


da5 

d't™ 


^-—-=}.3^o4,  =3-3069397,  **-sV-=3-,65,’58i 

(°)  <*)  fs) 

log  b*  =0.9996759,  log  b$  =0.9480163,  logis  =0.8684434, 


(») 

Z>3  = 0.7748044, 


a 


(«) 


o.45o36o6, 


4'*’ = 9-9645463, 

a 


,0)  (5)  ' 

ijs.  = 0.6734969,  = 0.5635368  , 

*•  s 

i_S  = 0.3339489,...'..  b\*  = 0.ô9i5573, 


(«O  (11) 

is  = 9*83i5i59,  £3  = 9. 6838349  ; 

a • 


(3) 

db* 


db s4> 


(S) 

«3 


log  a --—-.= 1.6 135: 16,  log  ec-~-  =i.566o8o4,  logrt-— - = i.5o3o497, 


da 

di? 


dtt 

<IO) 

db\ 


da 

00 
f/is 


*-^£—=1.1983763,  a~~ =1.1113803,  (X— ^—=  1 .0333309, 


rfif’ 


*——•=0.9373535;  . 
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d-bf  * 4,c>  «wj0 

loga*  ^ * =a.3oi8o5o,  loga*— -^^-=1.1390607,  loga»  — — a.  i( 

«P 

=a-o»ioii7i 

*<'*>  «Pi^ 

-±— =3.35g53i8, 

fit” 


S 

'-jf— =30910117; 

«p*J0>  ^4": 

s“3^_  =3-4354a4«»  logaï-^-=3.3994o95,loga>-~- 

*4° 


a » — 5^— =3.3 1 83338  ; 

OA* 


d*f  ,.  «*«4° 

l°g«4-^-î-  =4.6037539,  log»4-^— =4.58oa83i,ioga4_^_=4.55aooo7» 

«PiJ0 

*4-^— =4-5«586 10  ;] 

d*4#)  «Pij0  d55j° 

loga»  =5.8aaoa4a,  loga!-~-=5.8i373o4,  loga* -g— =5.7950759, 

d«4*> 

«,-jïr=5‘;86o9Mi 

logis  ^=i.3oioi37,  logi^  =1.3087995,  logis  =1.1179669, 

» » * 

J,C*)  ,,<*■> 

dbh 

loga— =a.5ao55a8,  loga -^-=  a. 370186a. 

Vénus  et  Mars. 


a = ^ = 0.4747  a3ao, 
log  a = 9.67644048  i 

d’où  l’on  a conclu 

log  b ^ ^ , = o.3a5i8o3, 

» 


log  b^J,  = 9.6636491 
ïi 


II  —, 
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ensuite 
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(o)  (*>  ' (») 

log  bi  = o.3a83n8,  log bi_  =9-7173577,  log  = 
aï* 


b(P  = 8.873178a,  4°  = 8.493ï373, 

a a 

( 6 ) (7) 

= 7.^6559^1,  bj_  = 7.4158072, 

A a 


»?  = 
a 


<°) 


<*4° 


rf44) 


=9*47698.7i»  log  a =9.8005472,  logA-^“  : 


<>) 


<*) 

db\ 


a— =9.38484ll,  «-^—=9.1220478,  a : 


l0gA4-^“==9-6938757,  logA»  -£-^-=9,6119576,  logA*-^- 


A»-^-=9.77259I7,  A»  ^-=9.6548717; 


Ja= 


d3^#> 


l°g*3  =9-9T32326,  logAî-^^— =9.9565147, 1°gA3’^r 


d>b(p 


a 3 -——-=0.0572876  ; 


logis*  = 0.5469831,  log  is*  = 0.3625732,  log ^3 * 

a .a  ■ 4 â 


4°  = 9.85895o3, 

a 

log  A ^ ■ = 0.6045910. 


4*  = 9.5822293î 

a 


Vénus  et  Jupiter . 


A = — = 0.l3907Il6, 

log  a = 9. 14323716  ; 


9.2735244, 

8.i25o582, 

‘ k 

a 

= 9.6229451, 
= 8.8455446; 

= 8.7993520, 

= 9.9419027, 
= o. i2253o3, 
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d’où  l’on  a conclu 


(o) 

. log  b t = o.3o3ia75, 

• » . *.  • 

* O log  = 9.  i^ii.836 — , 

ensuite 

• % # 

(°)  (*) 

logé*  = o.3o3i48i,  log  b±  = 9. 1464*33,  log 

a 1 s 

= 7,2293765,  = 6.3i44993, 

s a 

<°)  <0 

* db\  db\ 

t-gj-  =8.3960146,  log  =9.1537767,  lo 

«Y  . YAY 


,oe‘-5r 

«fil*  . «tti0 

a-— jr— =7.7088843,  ct-r-7^—  i=6.g3937ia  j 

ClOL  da 

*b?  d‘bf 

loga*-^7-=8.3i48553,  loga"-^-  =7.7995187, 
**» 

■ ‘•■•5^-=8-<»39749i 

(°)  * <*) 

logfcs  =0.3300913,  log  b$ 

» a 


Vénus  et  Saturne. 


« = — = 0.07583790, 
log  et  = 8.8798865  ; 


d’où  l’on  a conclu 


.<•> 


l°g  b_  ^ — 0.3016543, 


,(0 


log  i = 8.8795737  — , 


a . 


8.i65o365, 

5.4116197, 

a. 

= 8.4696673, 

a 

* % 

: 8.4838073, 

8.8753738, 


ensuite 
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(•) 

log  bj^  = o.3oi6563, 

M 

O 

en 

*1-  0 
1! 

bi*  = 6.4116197, 
& 

b?  = 

% 

dbf 

dbV 

lo8  * =7.7635875, 

,og-dT 

db? 

db? 


*-^-=6.9î46ai9j 

d>bf 


d**?* 


d**^ 


l°S*’-2~=7-7<%v53,  logtt‘-—î-  =6.9965873,  log^-^î 
l°gij  = o.3o66643,  logij5  = 9.3617050,  logi^ 

* a 

F énus  et  U r anus. 

»=z  — 0.03770634, 

log  « = 8.5764145; 

d’où  l’on  a conclu 

(•) 

log  b_  X = 0.3011843, 


.<■) 


ensuite 


log  b_L  = 8.5763374—, 


logi^  = o.3oii846,  log  4*  = 8.5766393,  log  if' > 

(»>  * 1 
b\  = 5.5a5ia34; 


(o) 

dbY 


db? 


log*~Âr=8,43,7458’  logfll“-zr=8  ^6 7744,  iog  «_ 

utL  dt 

(oj  /,« 

logé}  = o.3oo4oo3,  log  *3  = 9.0546947. 


7.635735o, 

= 7-9378074, 

= 7.9110461  ; 
8.338a77a. 


7-oa8ao5i, 
= 7.3394917; 
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La  Terre  et  Mars. 


0.  = -z,  = o.65C3oo3o. 
a 

Jog  * = 9.8171006; 


d’où  l’on  a conclu 


.(<) 


log  b _ 1 = 0.3467387, 


1 e 

■°8®_JL  = 9.7915101 — , 

” % 

et  par  suite 

<°)  ~ CO  (») 

log  bt_  js  o.36oo5oi,  = g. 9055600,  log&(  = 

» » s 

= 9.35i4ï>59,  =9.ii3853i,  b'P  = 

ï * » 

if  = 8.6683393,  if  r=  8.45454oo,  if  = 


9.6080808. 

8.8874485, 

8.3446483; 


<•> 

di, 


1 àb 


« 


dif 


log  a -^-=9.9063386,  loga— A_r=o.ogi3353,  log*— j—-. 


dif 


db? 


*-^3_  =9.9108710,  *-^-=9.7813353, 


da. 

dbp 

l~sr 


: 0.0315553, 
: g.64o7ti8. 


<6) 

di. 


-^-=9.4938378, 


d’if 


db' f 

« —A—  =9.3401355  ; 

d’if 


d’if 


log*'-^-=0-33i8798,  log*’— -=o.3io4u3,  loga*-^ 

d’if  d’if  d’il’ 

=0.4165344,  «’-^-=o.3g58687, 


= 0.3934441, 

= 0.3453367, 


d’if 


</*» 

a3£,  < 


=0.3768718  ; 


d’if 


d’if 


log*’-^-  =09143147,  loga’-^-î- =0.9353683,  loga»-5-j^= 0.9311491  k 


d’if  •' 

=0.9736713, 


d’if 

*3—  * =1.01 14648, 
du* 


d’if 


Jet* 


l •) 

: 1.03^067; 
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(o)  (I)  (I) 

log  =0.8360921,  logis  = 0*7579943,  log  63  =6.6438996, 

* a a 


(•)  ' 

= O.5126796, 

, * li  - 

dit* 


44>  = 0.3712996, 

à 


b*P  = o.223i5oî; 

a , 


dif 

a 


db\ f 


\ 


log  *-^-=,.3196526,  log  * ^ 

(5) 

<*is  ...  * • 

«^-=0.9295514. 


:i.3258o52,  log «— ——=1.2219588, 


1 \ 


- • 

Za  Terre  et  Jupiter . 


.// 


* = — = 0.19226461, 

log  4 = 9. 2838993  j. 

d’où  Ton  a conclu 

<0 


> ii 


et  par  suite 


.<•) 


log  b i_  = o.3o5o344> 

“ a 

(*> 

log  i_  i = 9.2818785  — , 

A 


.co 


1-' 


log  61  = o.3o5iii8,  log  ii  = 9.2900413,  log  b,  = 8.4501*721, 

a a â .7 

C3)  <4)  (O 

il.  = 7.6%i55,  bL  =6.8913144,  . i2  = 6.1180258, 

• • » t a 

C6) 

i£  = 5.3577377  ; 

a 


(o) 

<ü, 


d*'.0 


lo8  »og  « ——-=±9.3022686,  log «.  -—=8.7581084, 


<0 

<*i, 


rfii 


<0 


<5) 

<*i, 


«-37-  =8->34î4'5.  *-^-=7-4939»'4,  «-^=6.8,15043; 

' ' • - • • Ô.>-  N*  . \ ;«i 


d-6« 


d.A(;> 


d*»?’ 


Io8»*-j7-=8'62  17811,  bg<*^î-=8.'.86338î ,Mog  «•  - ji-  =8 . 7796309, 

d.J«  • 

***  8.44119886  j 
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d-tf* 


d»45 


d*b 


« 


loglt»__i_==8.o, 98:63,  log«*-5^-=8.3io3335,  I0g*>— ^-=  8.oo36273  ; 

log b*?  =0.3377508,  logis5  = 9-79'7348,  <°g  4*  = 9.17084*4, 

* a * 

= 8.5ll0675. 

• " • 

La  Terre  et  Saturne. 


CL  = = 0.104845*0, 

ÛT 


log  cl  — 9.0*05486  ; 


d’où  l’on  a conclu 


=»  o.3ôaMî8, 


b^i  = 9.0199505—, 


1.  • . 1 .1. 


et  par  suite 

log  = o.3oa*3o3,  log  4*  = 9-0**3583,  logi^  = 7.9181510, 


b'P  = 6.85961*6,  4°  = 5. 8*01 358; 

».  » 


d&l  rf6i 

log(t_ï  =8.047489.,  log*-^-  =9-0*6959*,  =8. **1.887, 


(0 


d4‘5 


d4° 

« =7.39674**.; 

d-A(,0) 


d'iV1 


loga,_^_=c8.o55a4*9,  log«*-5ir=7-43*37^,  =T-™WWi 


log40)  = o.3„8*36,  log  4°  = 9.5066998,  log  4'  = 8.6*3ou4. 


<•) 


Z,a  J’erre  ei  Uranus. 

cl  = — = o.o5*i*866, 


t‘‘ ... 


log  a = 8.7170766  ; 
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d’où  l’on  a conclu 


36g 


,<•) 


log  b i = o.3oi3a4i, 


,<■) 


log  b_L  = 8.7169391, 

logé/  = o.3oi3»44,  l«g  bi  * = 8.717516G,  log  b?  =7.3096303, 


et  ensuite 


,0) 

*1  =5.9471101; 

a 

db? 


dbV 


db t,,) 


log  «-^-«67. 4354786,  loga-^-=8. 7184035,  log  «-^-=7. 6116640. 

Mars  et  Jupiter. 


=“  jr;  = 0.39395313, 
log  a = 0.18389741  ; 


d’où  l'on  a conclu 


(0) 

log  £ = 0.3103993, 

” a 

ensuite 

<*) 

log  = 9.4620606  - 

” a 

log  iî  * = 0.3107170, 

% 

(*) 

logij^  =9.48i33o8, 

<ï) 

=s»  8.3,37037, 

a 

<4) 

Aj.  = 7.6276730, 

a 

<*> 

6,  = 6.9018398, 

' ï 

*1°  = 5.908.43,4; 

a 

dbV 

db? 

,<*> 

bL  = 7. 1027766, 


log  “"rff-— 8-977347«,  log  a-~-=9.5io55io,  iog«  ~d~=9- 1433,57, 

.0) 


=8.7035676, 


(6) 

db\ 

• -^-=7.3573000  . 

Tome  III. 


«»”  «»?> 

=8.  a333583,  «-^-=7-7514147, 
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d'b 


(•) 


d'h™ 


d»b™ 


l°g  *’ =9-0603959,  loga*-^-  =8.8337185,  log  ■■ 


d-b™ 


d .• 

d’b™ 


=9-o33569g, 


d>b? 

^-J~T  =8.7383097  ; 


log< 


8.8007300,  logd3-^—-  =8.9775633,  log  *3- 


rf«3 
<Pb™ 

7J=f-=0-i3843«4  ; 


d*b™ 

1F' 


(0)  (■)  ■ y (■) 

log  bj  =0.3883367,  logis  =0.0171193,  logis  = ; 


ii  = 9. 1070131  ; 
î" 

o 

db) 


dbV 


db » 


log.  =0.0093919,  log.  =0. 1485363,  log.  - 

Æfarj1  ei  Saturne. 


» = — = 0.15975187, 
log  « = 9.30344597  ; 


d’où  l’on  a conclu 


log  i_  = o.3o37965, 

. » 

logi^i  = 9. 3030538 — , 

”*  K 

et  par  suite 

(o)  (>)  (a) 

log  b,  = o.3o383i9,  log  i^  =9.3076487,  log  bL  = 

a a » 

ii  * =7.4liu44>  = 6.5566643,  ii_  = 


<o) 

db  , ’ 


db™ 


db 


(*) 


log  «^—=8.4195143,  log.  ^=9.3,60695,  log.  -~ 


db? 


db™ 


a_^_=7.89.33,5,  *-^r 


=7. 1607899 j 


- 9.3057931, 

= 8.8643845, 
g 5759876, 
=9.9434603. 


8. 3866136, 

6.7,44,3^ 

i». 

=8.5933320, 
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d*b? 


d*b^ 


d'h*? 


,°8*’lÿ^"==8^^3563,  lo24,“^T“=y*9858999»  loS*’“^T  =8.6089574, 


d-b? 

*•-^=8.1997561  ; 


d3b 


Co) 


d'b^ 


loge 


d<t3 


■ =7.6819807,  loga3 


dot. 3 


=8.0347 l3l  i 


,.’J  m ' “ > 

c<- 


l 


(°)  <0  (») 

log  b±  = 0.3362509,  log  b 3 = 9.7016295,  log^>3  = 9.0005902. 


et  U r anus. 


•G'-lU-  * 


* = ,77 ; = 0.079*2807, 


log  et  = 8. 89997400  ; 


d’où  l’on  a conclu 


» \ ' 'i 

> l t + ♦ ! 
si* 


Æf 


(o) 

log  /■>_  i = 0.3017148, 
a 

(O 

log  b^  1 — 8.8996311, 


et  par  suite 


• « ? K /*  .T- 


-.1-  ^ 


(o)  (1)  (*) 

logij^  =0.3017171,  log  ii  = 8.9oioo58,  Iogii  =7.6763277, 

3*3 


(U  (0 

ii  = 6.4969396,  b\  = 5.3377840; 

a * 


(o) 

Ji, 


«fi»0 


dbV 


Xog  et  — =7.8o3o385,  log  a.  — =8.qo3o654  , log« —^-—=7.9785106 

r ■*H  *ri5itî.f*=  — — — * 


rfi*.0 


dot. 


=6.9785023. 


ui)«n=— - r-  r» 


CO.,. 


* i6* 

Jupiter  et  Saturne. 


«*U 


aiS 

* = — = o.5453l725, 

log  * = 9.73664939; 


t-  fî^jVh  y 


%4. 
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d’où  l’on  a conclu 

log  b_^i  = o.33a778o, 


log  1 = 9.7195076  —, 


et  par  suite 


,<°> 


,<o 


<*) 


log  bL  = o.3385o3ï,  log^  =9.7938403,  log  bL  =9.4110097, 


.<*)  .O) 

= 9.071790a, 

• » 

,<«>  ^ „ .0) 


<0 

5^.  = 8.7534495,  b%_  = 8.4446069, 


C8> 


^ = 8.i44°915,  ij.  = 7.8480731,  b±  = 7.55433i6, 


49>  = 7.3566314, 


<°) 


(.0) 

ài  = 6.9361113, 

a 

db\l) 


O O 

5,  = 6.5o836o3 ; 

a 

d&i** 


log*  -^-=9. 6444^47 > loB*  =9 -9°  78356,  log*  -^-=9.7800748/ 


<3)  0) 

*—-^-=9.5979148, 

(6)  <7) 

db\  } db) 


a*? 


* ~dt  “9* 393oao7 » *-^-=9-i755349, 


db^ 


<t --j-3-=8.95oi83i,  at -—-=8.7190065,  <t -“-=8.4861615, 


a,? 

* — < 
dot 


0 o) 

dft. 


8.3563543,  et  — ^ — =8.0433959  { 


d'bV 


log  **  '5^*=9,93ï971  *»  log**“rfir*  =9-88o3i34,  log  A’-^r  =0.0199695 

d»*?*  d*^4)  d’i?* 

=0.03!  5 187,  **-^7-  =9-949789^,  =9-8354851, 


d^,7* 


d*^ 


=9.6946048,  =9.5318879,  et*— j-~-  =9.3544566 


dot* 

..(S) 

d*b% 

«’-j~=9*,59I6i3)* 


det% 
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<l>b" 

loB«S  =0.2937600,  !°ga>— ~~  =o.3i93a35. 

loga>  àa‘  ==ft-3 1 8j  * 0I> 

d’b™ 

*6? 

«’-ajr  =0.3990127, 

•'■jjf-  =°  .44*8800, 

a»  daf  — o-43i5o4o, 

=«-3848435, 

«*  =0.2975474, 

«'  =0.1906973; 

W/> 

',0g*4'Sr  =0-8729478,  loga<-^~  =0.8706088,  log«4_îr=:o.S87324g, 

“<*5aT_ ==0'®°°1 7 °9, 

«4-^r=0-95a5534, 

a<-~ r=i.ooi7224; 

«*— j-^-=!  .0209232 , 

“<lir=,-OI09<>o5i 

m .5568463,  logas—-^|--  =1.5602820,  loga!— =i.565i  120, 


=1.5786049,  *s~^r  =i-5g66ï58,  =1.6299468, 


*“•^-=>•6433842; 

(O) 

log  b 3 = o.6393a58, 

<0 

log  b$  =0.5031767, 

1 l« 

logis 

= o.3i85o8o. 

a 

a 

V 

a 

tj*  = 0.1124955, 
ï 

= 9.8943626, 

a 

,<*> 

*3. 

a 

= 9.6684299, 

<6) 

H = 9.4371619, 

,<»> 

*s  =-  9.2008490, 

»? 

= 8.9651546, 

a 

a 

a 

(8) 

b3  = 8.7317660; 

a 

(°) 

dbV 

dbV 

ihV 

J0g  « =0.9034145,  log  a =0.9196246,  log 

‘-t 

= 0.864273*, 

* 
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(4) 

db\ 


db? 


log*  -^'=*•7618983,  log*  =0.6288690,  log«  =0.474668*. 


(6) 

db3 


dbV 


db? 


dx 


=0.3060283,  a -—-=0. 1215541,  a.  =9-93o885oJ 

U(t  «fit 


d*bl? 


d’b? 


l°g**-g-ï-= 1-4586594,  log»*-~- =1. 4506437,  loga1-^-  =1.4436810, 


d-b? 

> î_- 

düL* 

d-b? 


<7«> 


d*b\  a-o>j 

si  .firéagi,  **—^-=1.3488292,  a»— =i.i5935o5, 

d^ 

=1.1498259,  «»-—-= 1.0264963; 


rf>4 


(•) 


d>bl ? 


d>b 


O) 


Iog<t> 


det * 

3 I_ 

<ict  3 

**« 


=3.1390567,  Iog«s  -~3—=i.  13910S7,  logit3  =*•  1 164890, 


dn? 


=3.1051414,  *3— -7^— =3.0795771,  <»3— j-?— =3, 0336882, 

da  uct* 


d*> 


-=1.9695490. 


Jupiter  et  U r anus. 


a‘r  a 

1 = — ; = 0.27113980, 

log  « — 9.4331773a  ; 

d’où  l’on  a conclu 

(e) 

log  b 1 =*  0.3089757, 

*“  % 

(O 

log  b_  ± = 9.4391303  — , 

a 

et  par  suite 


i 


0.3093807, 

. »<> 
logii 

a 

8. 1098821, 

»? 

» 

6.3678754». 

9.4455513, 

log  bi 
a 

7.4854*33, 

»? 

= 8.755tt58i, 
= 6.8721563, 
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db *#> 


db? 


db? 


9°36oa5,  ®°8*"3T”=9'47ô4*49f  Io8* — y—  — 9-0702966, 


db? 


det 
(4) 

db]  ‘ 


d<t 


* det  — 3.5957359,  =8.0953766,  et— = 7.630988a, 


d*b\ 


(°) 


*»*■» 


I08*’-^-=8-9747i8i>  log «*-^-=8.7106193,  loga*— ^-=g.n5339», 


*’"3^~=8-9ao799i  i 


*»<•> 


rf.*» 


Iog‘,"SÎ_=8-6763ï^>  l°6«,-5^-=8-8447846,  log«>^î-=  8.7348045 i 

<0>  («)  (a) 

logis  =0.3753946,  logis  =9.9735705,  logis  =9.4985660, 

a a ï 

4°  — 8.9967743. 

a 

Saturne  et  Uranus. 


_ a* 
~~  a»« 

log  et 


0-497 '9638, 

9.69653803  ; 


d’où  Ton  a conclu 


(°) 

iog  yji 

“ a 

1 JL<‘> 

log  i_  i 

a 


0.3374903, 

1 * ' 4 

9.6824310 — , 


ensuite 


<0) 

log  b±  = o.33i3i3g, 

a 

1 ;<0 

log  bt_ 

ï 

= 9-74*9440, 

(») 

Jogi,  =9.3187163, 

a 

(1) 

i\  = S.938G898, 

*5° 

= 8.5787433, 

i,  = 8.3301934, 

a 

a 

• 

a 

(6) 

iA  s=  7.8880671, 

a 

5!’» 

a- 

= 7-6467377, 

CR) 

i1  = 7.1894903; 

S. 

3^6 
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(O) 

db\ 


db\l) 


J6? 


log  * ~dt~~9' 53o9837»  log*-jf-=9-8344534,  log*  -£-=9.6738628, 


O) 

dbL 

et  ~=-^-=g.4546o38, 
dot 

(6) 

dbx_ 

et — -i-=8. 6915805, 
dtt 

d*b^ 


(4) 

db, 


db? 


— =9.an3386,  *—7^—=  8.9650935, 

det.  de 1 

<7) 

db , 


det 


-=8.4a6o33o  ; 


log  =9-  :e9' 040,  log«* -^-=9.6979070,  log«*-g^-=9- 8fi9o53a, 


=9.85a63aa,  =9.7506345,  =9.6016337  ; 

</*a  ^ a«t*  a a* 


dtt 

c/<> 

*%lüs~9 ‘4^*3955  5 


**» 


log*3— — j-=o.o34<>!73,  log*3-^j-=o .07087 10,  log*3— ^-y-  =o.o638863. 


t/*3 

(3> 

d3b  1 


a*  — j— £-=o . i65a8aa,  *J— y-Y-==o.3o3i493,  *3  ■■  * - 

tiet*  aet*  a*3 


■=0.1736498; 


(o)  (*)  • (>) 

Iog&3  ss  o.574i36i,  log  £3  = 0.4061981,  log b^  = 0.1848201, 

% 3 A 

(31  (4)  (5) 

bz  — 9.9406688,  bz  = 9-6835549»  b$'  s=  9.4ï85433, 

a » a 


<*} 


JAî0 


log  et  —^—-=0.6858347,  log  S -—-=0.5563347»  log  et —-^-=0.391 1789, 
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CHAPITRE  XI. 


Expressions  numériques  des  variations  séculaires  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires. 

90.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  et  dans 
les  suivans  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  inégalités  des  planètes  résultantes  de  leurs  at- 
tractions mutuelles.  Nous  commencerons  par  les  va- 
riations séculaires.  Dans  le  chapitre  VIII  du  livre  II, 
nous  avons  donné  l’expression  analytique  des  inéga- 
lités de  ce  genre  qui  affectent  chacun  des  élémens 
des  orbites  planétaires;  nous  allons  maintenant  ré- 
duire ces  formules  en  nombres.  Pour  cela , il  faut 
d’abord  calculer  les  valeurs  des  quantités  que  nous 

avons  désignées  par  [a,  a']  , £ a, a' J , etc.,  Ça^a'^  , 
(a,  etc.  On  a d’abord  déterminé  les  valeurs  de 

[a,  aT\9  au  moyen  des  formules  du  n°  65  du 

livre  II,  dans  lesquelles  on  a substitué,  à la  place 
de  (a  9 a')  y ( a , a')',  leurs  valeurs  en  fonction  des 

quantités  b~L , Z>('\  , qui  ont  été  calculées  précé- 
demment.  En  effet,  en  comparant  les  développe- 

i_ 

mens  des  fonctions  (a*  — zaa!  cos  <p  + a!% )*  et 


t 


3^8 
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I (<0 

(a,  «')  = - , , 

3 2 


(a  , a ) = û i r • 


on  trouvera  ainsi 


3m'ncL9b 


<*> 


[a, a']  = — 


4(i- a»)*  ’ 

r (*)  i (o)  “i 

li (i  -f*  **)&__  i ■+*  il 


2 (i  — *3)* 


Lorsque  les  quantités  [a , aï’]  et  a,  a'~)  seront  dé- 


terminées, on  en  conclura  les  valeurs  de  [a! , à]  et 
au  moyen  des  équations  suivantes,  données 

n08  65  et  69,  livre  II, 


la',  «]  = L“ , «'] , W,  «1  = ’ 

m y a*  m y a 

On  pourrait  d’ailleurs  calculer  directement  les 
quantités  [ a , a']  et  Par  ^es  formules  sui- 

vantes, nos  53  et  63,  livre  II, 


V* 


dA(P ) 


T (°  ~3â_  + r° 


la,  a':  = 

■ „ ‘ m'n  f </AW  1 , J’AC)^ 

= - — (oA<'>-a*-s; — 


1 

a3  — . 

2 aa1 

«MCO 


?•  A(°>  ^ . 


En  substituant  à la  place  de.  A^,  et  de  leurs 
différences  leurs  valeurs  en  fonction  des  b\  , b\  et 

a a 

de  leurs  différences , quantités  dont  nous  avons 
donné  les  expressions  numériques  dans  le  chapitre 

précédent  , les  fonctions  [a,  a']  et  [~ a,  a'~\  se  trouve- 

ront  exprimées  au  moyen  de  quantités  connues. 

Si  dans  les  formules  du  n°  74  du  livre  II  on 
substituait  de  même  à la  place  de  (a , a ')  et  de  ( a , a')' 
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leurs  valeurs  precedentes,  on  exprimerait  également 

les  quantités  Ça,  a'y  (a,  a'^t , etc. , en  fonction  de 
; mais  il  est  plus  simple,  pour  les  calculs 
numériques,  d’exprimer  ces  valeurs  en  fonction  des 
quantités  bV , bV , etc.  En  négligeant  les  puissances 

* a 

des  excentricités  supérieures  à la  seconde , on  a , 
n*  74,  livre  II, 

i 

dt  i dF  dF 

— = - ane  -r-  — a n*n  -y  . 
dt  a de  da 

On  a,  n°  53,  livre  II, 


m' . /«\  . m'  f dA(.°)  , <f*A<°5\  ...  . , , . , . . 

r=TA« »-f-T  (a a^r  + a'-Ta-J  [«■  + •*-(/-?)— (*'— 7)*1 


</A0) 

da 


I tf’A(')  \ , , , . 

Za'~d^~)  fecos(“ 


La  fonction  ( p’ — — <?)*  est  le  carré  de  l’incli- 
naison de  l’orbitede  m!  sur  celle  de  m;  cette  inclinaison 
est  constante  lorsqu’on  ne  considère  que  l’action  mu- 
tuelle de  ces  deux  planètes  : sa  variation  est  donc 
nulle,  et  cette  fonction  ne  produit,  par  conséquent, 
dans  l’expression  de  Je , que  des  termes  proportion- 
nels au  temps  t , que  l’on  peut  négliger  puisqu’ils  se 
confondent  avec  le  moyen  mouvement  dans  l’ex- 
pression de  la  longitude  moyenne.  En  substituant 

donc  pour  ~ et  ~ leurs  valeurs  dans  ^ , on  aura  , 

comme  dans  le  n°  74  du  livre  II , 

+ (a?),*1  + f«Tàî).c'»—  (ata')see>  co*  (»'—  »}.  (p) 
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- En  supposant  ici 

/ :\  _ # </A(°) 

(«2^)0—  m/ltf  » 


(ÜÜ)t  = 

S 

(«2)3= 


JAW  . , <i'A(")  , , d’ AW\ 

“*  -v— + 7“'  ■xr  + M ~dàï~ )’ 


da 

dA(°) 


da* 


m'n  { 

rl 

m'n  / 

4 \ •'  ***’  da% 

m'n  / 1#lX  . </A(0  e c/*A<‘)  , 

— -rr—  I aaAC) — aa*  — = f-  i5a*  — : f-4fl4 

8 \ da 


da 


, , xd> A(°)  , 4</»A(°>\ 


c/a1 


<*5A(0>.  . 
c£a3  / 


Si  l’on  substitue  dans  ces  expressions , à la  place 
de  A<°,  ~~J^y  etc*  * ^eurs  valeurs  n°  24*  elles 


se  trouveront  exprimées  en  fonction  de  bV , i*0,  et 
de  leurs  différences  relatives  à cl. 


Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  précédent , on  a 
trouvé  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  (1  +^), 
(i +///),  etc.,  sont  des  coefïiciens  indéterminés, 
par  lesquels  on  a multiplié  respectivement  les  masses 
de  Mercure,  Vénus,  etc.,  que  nous  avons  adop- 
tées, afin  de  pouvoir  corriger  immédiatement  ces 
résultats  à mesure  que  les  observations  feront  con- 
naître plus  exactement  les  valeurs  des  masses  pla- 
nétaires. 


[a,  «']  = (i+|k')  9*,9io335, 
[a,  a*]  = ( 1 H-  *"  ) o", 891 538, 
t>,  «*]  = (1  4-  f*w)  o", 027984, 
= (1  + /*")  i*,5g|f51, 
[a,  a»]  ss  (1  4-  o", 077059, 

[<t,aYt]  =s  (t  -f-ft*1) 


=*  c*  + m ) * w 

[«73  = (*+/•") 

[a,  *"]  =(■+#**)  o'.oof 
Xa,a’*l  =b  (»  4-  A*,t) 


• 4*>H  =«  (*  *+•  A**T)  o* 

a»  aY  = (1  4-  yuT  ) o*,oo 

* a,ayi  =r  (i  -f.  /wTI) 
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«] 

la',  a “] 
ta',  a-] 

[«',  «’] 
la',  a"] 

K,  a] 
[a',  a'] 
[«",  a®] 
[a",a-»l 

[a',  «’] 
[a*>  aTI  ] 

a®,  a] 
a®,  a'] 
:«*,  a"] 
[a®,a‘T] 
[a®,  a’] 
[a*,aTI] 

[a*’,  a] 

[a,T,  a'] 
'a”,  a»] 

.>*»,«•) 
"a 1 ”,  a’} 
a", a"] 


38 1 


(t  4-  f)  o", 54799.3, 

[«',  aj 

= (1  4 fi)  0», 387865, 

(i  4-  ^u")  6",SGoua, 

P.  a"  | 

= (>  4 /<")  5“,7ii9oo, 

(>  4 /t®)  o", 103048, 

[aT^l 

~ (•  + (**)  <>",058717, 

(i  4/3")  4",  181773, 

[a', a"] 

= (>  +P,r)o“,  735377, 

(>  4 M-r)  0", 198360, 

Dllfl] 

= (1  4 /uv)  0", 018788, 

(1  4/3")  0", 004740, 

fa', a"] 

= (1  4 /<")o'', 000334, 

(1  4 fi)  o",io35o6, 

= (>  4 /*)  0", 049099, 

(>  4-  fi)  5",  174037, 

= (>  4 fi”)  4", 308027, 

(1  4- /u*)  0", 298218, 

[CT] 

= (>  4/3®)  o",339336. 

(1  4-  /a")  7" ,o34655, 

[«“.a”] 

= (1  4 fx”)i", 683798, 

(*  4-  /3V)  0", 325649, 

[»"’H 

= (14  /3’)  O",o4258o, 

(t  4/3")  0", 007723, 

[«",«"] 

— (t  4/3")  o",ooo5o4. 

(1  4 fi)  0", 019797, 

— (•  4 /3)  0", 006335, 

(1  4 *0  0", 468978, 

[^3 

= (<  + /'')  0", 269851, 

(>  4/*“>  >”,817218, 

= (1  4 ,«")  i",39736g. 

(1  4^”)i4",59i324, 

,1333 

— (>  4/3")  5", 284390, 

(1  4 fiy)  o",6a9736. 

fa®,  a»] 

= (1  4 fiy)  o",i,35346. 

(1  4/3")  0", 01462$, 

fa®,  a"] 

= (>  4/3")o*,ooi45i, 

(1  4 fi)  0", 000240, 

[a-r,  a] 

= (>  4 /3)  0",000033, 

(1  4 />')  0*, 0040g  1, 

[a",  a'] 

= (>  4 /i1)  0", 00070g, 

(1  4 /'")  o",oogi33, 

fa'V’  a"] 

-(>4  /3")  o", 002183, 

(1  4 fi*)  o'',oo3io5, 

fa”,  a®] 

= (>  4/3®)  0", ooiis5, 

(1  4 fi*)  7”,  367380, 

[«■%  aT"| 

= (1  4/3")  4", 8i545j, 

(•  4/3")  0", 106202, 

[a”, a”]: 

= (t  4 33")  0>353j9, 
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[a*,  à] 

[a%  a'] 

[<■'>  a"] 

[a',  a*] 

[«’,  a”] 

[aT,  a’*] 

[a1",  a]  = (i  -f-  /<)  o", 000002,  faT1,  aj  = (14-/2)  o",oooooo, 

O’1,  a']  =s  (i  4-  /«O  o",oooo  j i , [«».  d'l  — (*  H-  /“O  o",oooooo, 

la'",  a'']  =x  (i  4-/2")  o"1oooo8g,  f a ,I,  a"~|  =3  (i)4*  /n")  o'',oooooi , 

[aTI , a"]  = (i  4-/2®)  o", 000038,  fa'1,  a**l  = (H-ju*)  o",ooooo3, 

[a”,  a*T]  = (i  o",93i3o5,  favl,a-'J  = (t  4-/3”)  o",3 12661, 

[a”,  a’]  = (I+/«T)  1", 390990,  fa’1,  a*]  = (14-/2’)  o", 83548a. 

91.  A l’aide  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  cha- 
pitre VIII  du  livre  II,  ou  a obtenu  les  résultats  sui- 

vans,  dans  lesquels  ^ représente  le  mouvement  si- 
déral en  longitude  du  périhélie  à l’époque  de  1800 
et  pendant  une  année  julienne  de  365^,25  ; — est  la 
variation  de  l’excentricité  à la  même  époque  et  pen- 
dant le  même  intervalle;  ~ est  la  variation  an- 
nuelle de  l'inclinaison  de  l’orbite  à l’écliptique  fixe 
de  1800,  -j‘  la  variation  annuelle  de  cette  même 

inclinaison  à l’écliptique  vraie  ; est  le  mouvement 
annuel  et  sidéral  du  nœud  ascendant  de  l’orbite  sur 
l’écliptique  fixe  de  1800,  et  le  mouvement  an- 
nuel et  sidéral  du  même  nœud  sur  l’écliptique  vraie. 
Enfin , comme  nous  l’avons  dit,  fx,  fi!,  etc.,  repré- 
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= (1+  fj.)  o",oooo2g,  fa»,  aj  = (i  4-  /“)  o",oooooi, 

= (14-/2')  o",ooo477,  fa’',  «'j  = (l.  4-  /<')  o",oooo45, 

= (i+/i*)  o'',ooio39,  fa’,  a"j  = (1+  /«")  o",oooi36, 

= (i  +/2®)  o",ooo33o,  |>,  a®]  = (1  +/«'*)  o', 000066, 

= (« -t-/2,',)l8", 129129,  faT,a,T]  = (I  4-/2,T) II". 849695, 

= (1  + firl)  o",386650,  • fav,aT']  as  (1 4-/2TI)  o",23224i. 
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sentent  les  corrections  dont  sont  encore  suscepti- 
bles les  masses  planétaires,  ces  coefficiens  devant 
être  supposés  égaux  à zéro  jusqu’à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  mouvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  déterminer  avec  exac- 
titude. 

Mercure. 

^ = f ,8r5i46  -b  a", 87400V  4*  o\a5747ip"  4-  o",oa88i4^* 

4-  i",5795i8/z,»4- o", 076017//»  4-  o*,ooiB53/»t', 

— = o", 006337  4-  o“,oio4*7 /»'  4-  o",oo3oi8//*  — o",ooo8o5 //* 

— o",oo63/i/it‘’4-  V',oooo5V’  4- V'.oooooa//»1 , 

— = -r  o ji  i5Sa8  — » o", 08339V  — f o",oooo3V  — o", 039036*3'» 

— o",oo3o65/»»  — o", 00001  y/t'" , , 

^ = — 4',ao66a5  — 1 ',68137V  — i",oaa435/u“  — o", 030690//* 

— t",4i36j3/i‘» — 0", 066934 </»  — o", 001671//»', 

^ = 4-  o”, 174077  4-  o',o64865,z'  4-  o*,ooo3og//®4-  o',og8978//‘» 

at  * 

4-  o", 009889//»  4-  o",oooo36//ti, 

^ — 6", 686635  — o",io35o6/z  — 3*,8063iV  — o",  388868/c" 

ar  , 

4 * * ‘ — 0^,0984^8^— 1 4 1 3au> T— o",  1 1 ag48juv  — o*,ooa4 VH# 1 • 


Vénus. 

--  i*. 96617a  - 4", 030954,/  - 5*397788/»'  4-  o",834a8a/^ 
4-  6", 5449Ç)5f‘,T4-o", 079738//»  4-  o*,oo3554/*»', 
^ — o",ia356g  — o*, 043733//  — o", 047014,»"  — o",  003195//® 

at 

— o",o3og59/»’T—o", 000673/»»  4-  o", 000007 /»»', 
s=  — 0", 015468  4-  o"/>366o7//  4»  o", 001 478//®  — ■ o*,o38349/»'’ 
...  — o",oo53o6/<t4-  o", onooo yT", 

=s  — 9*,33i^5o  4-  o", 364795//  rr  6*^60113//"  *7  o",o5a833//® 
-r  3 ",6981 31//'  »— o*,o8ao i 8yu»  — o",oo366i*»»*, 

-g-vr  -f  O*,ô47io6  4-  o", 030460//  — o*, 00*841//®  4»  o",«a6i47/»*» 

4»  o*,oq334i/«*—  o*, 00000 !//»', 
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— ' = —17", 517390  + o*,i77oo&u  — 5', 174037 /*'  — 6", 8601  ia/*' 
at  • 

— o*,  196657/** — 5*,i95o33/*” — o”,»73oi8)u' 

1 — o“,oo54 19/*”  • 

La  Terre. 

ii",1748i5  — o",4385i3/*  + 3", 64540:»,/  + a“fr66u?.m 

al 

+ 6", 898014//”+  o",  186099//’  + o",oo’)ioyt,‘, 

— — o", 090 338  — o",oo4î86/«  -+-  o*,oi44,a“’  — o", 019048//* 

— o",o8ioi4/*,t — o*,ooo4ag//’  + o*,ooooaa/»”. 


Mars. 

Jjm 

— — as  i5",S8456i  + o",oaa645/*  + «",4871 3 a//'  + 1', 93*303 /** 

at 

+ i *',463576/*'  ’+  o",66368i/<’  + o*, 01 5335//”, 

= + o», 188466  + o',  ooia54/*  + o'',ooo74v‘'  + o', 03096^*" 

at 

-H  o*, i59338/*‘’+  o",oo6385/*’  — o', 000018/*” 

=t  — 6*, 395*46  + o",oooo87/*  — ol',oi356i/*'  *-  o*,*58o53/<” 

— o',o*4637/*’  — o",oooo83  /*’*, 

— — 9", 651975  + o",o56o54/*  4-  o",3o483o/*'  - 1", 817318/*" 

— 7“,g33i34/«,T—  o", 35347S/*’  t—  o",oo9o38/*’*, 

as  — o", 019935  — o", 000367/»  ■+•  o’,  136030/*'  — o",  13364*/*'’ 
dt 

— o",oi  1897/1’  — o",oooo3g/«’', 

^ = —33", 391408  — o”,34o533/*  — 8" ,*3*378/*'  - 1 ',817318/." 

— o",3983a8/**  — 1 i',i43ia4/*” — o", 448°  49/*’ 

— o",o  11988/**'. 


Jupiter. 

ijj-  as  6*,35*56o  + o“,oooi97/*  + o",oo4i38/*'  + o*,  00910;/»* 
+ o",ooi  4o5/**  + 6<,,30i3oo/*”+  o",i365ig/*”, 

dcïy> 

-j-  as  ' ..  o", *65 1*5  — o“,ooooo4/*  + o*,ooooo4/»'  + o", 000037/*" 

1>:  1 ■ '•  — 'o.  — o", 000066/»*  + o',  *64494/*'  + o", 000660/»” 

— o", 074l33  + o", 0000*3/*  + o", 000097/*'  + o“, 000077/** 

' — o*,o7494o/<*  + o*,oOo6io/i”, 
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6",  177646  4-  o*  000543/4  4-  ot,,oo5?k)5{*'  — o", 0091^3/1" 
-J*  o",  ooo34a/4*4-  6",a3oa67 /t» — o", 049394/^  * » 


— • o",aio8o3  — - o",oioo34/t  — o*,iaa4i g/*'  o", 007387/4* 

— o",o7if)a8/tv-f-  o*,ooo565/«v<, 

; 

— i3", 64148a  4-  o*,336i5o/*  — ia*,a44o6i/*'  — o", 009133/4* 

— o*,a656a5/c*+  5'/,6aga3o/4v — o",o53  398/4  T‘. 


/lîU  iîjp  *1î!’ 

îS^VTQSi  4-  o",ooooa4/«  4-  o", 0004 7 3/»'  4-  o", 00 0999/4* 
4-  o", 000379/4*  -f-t5*,6679i  i/4*T-f*  o", 347 786/4^, 

* 4 

— o'',64oa59  — o", 000000/4  -f-  o", 000000/4'  -f-  o", 0000 00/4" 
— o*,ooooo6/4*  — o*;65o856/4 1 v4*  o'^oioGoS/c»*, 


-f-  o",  100463  4-  o",ooooo3/4  -f*  o",ooooi7/4'  -|-  o", 000009/4*  • 
4-  o",o97i5a/4,*4-  o",oo3a8a/4v*, 

— 9", 137009  4-  o",ooooo4/4  4-  o", 000041/t'  — o",ooio3g/4* 

— o",oooaa3/4* — 8",84a3Gg/4,v — o'/,a934a3/4T*, 

— 0%  14a  167  — o",o  11609/4  — on,  i84655/4'  — o",oo8573/4* 

4-  o", o59454/4 1 v4-  ow,oo3ai6/4v*. 


— i8",(joi3a3  — o", 118841/*  — 5", 617953/4'  — o",ooio3g/4" 

— o",  09G638/4* — 1 a",  44  691 8/t* v — oM,3a564g/4T 

— o//,a95a85/cT‘. 

r Uranus. 


4-  a",4*55a7  4*  o*,oooooa/4  4-  o", 00004 1/4'  + o", 000088/4" 
4-  o'',oooo33/4* 4-  i",aa73o6/u,T4-  i",i88o56/4t, 

— o",o5i98a  r—  o", 000000/4  — o", 000000/4'  — o", 000000/4* 

4-  o", 000000/4*  — o",oo6o33/4,T — o",o45949uv, 

— o", 047361  4*  off, 000000/4  4-  o", 000000/4'  4-  o", 000000/4* 

— o",oo9i79/4IV—  o",o38o8a/4v, 

1 * ' 

4-  a",596ao3  4-  o'',ooooi6/4  4-  o",oooi3g /»'  — o", 000089/4" 
4-  o",oooo3a/4*  4-  o",497753/t‘»4-  a", 098353/4», 
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o",o3»»S*  — o*,oo5777)«  4-  o*,otoi«V  — o*,oo(<>3*ts 
4*  ^riotSSp'*—  «/', 019167#,*, 

dj£.  -,  —33",  19737*  - o\mSMtt  - «",(393981/  - o*, 00008g/' 

— ' o",64 1 330/*  — 1 a", 497065/ *4-  i",î8i45î/ 

— o", 007713/,*  ■. 

Les  formules  précédentes  ne  renferment  pas  les 
variables  qui  déterminent  les  deplacemens  de  1 éclip- 
tique ; pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zéro,  il  a fallu  recourir  aux  formules  (g)  et  (io)  du 
n*  44 , livre  II.  On  a supposé  ainsi 

p”  = tang  <p"  sin  a*,  q"  = tang  <p"  cos  a!' , 

J H J H 

et  l’on  a déterminé  les  différences  , -ft  par  les  for- 
mules (c)  du  n°  69  du  livre  II.  On  a trouvé  ainsi 
pour  l’époque  de  1 800  : 

^ — 4.  O",o6i96o  4-  o",oo8838/»  4-  o",  080013#,'  4-  o", 00639V* 

* — o*,oo364fy,'*  — 0^006670/  + o",oooo3i/«**. 


= - o", 483566  — o", 0091 39/,  — o",aç599i/  — o",oo7ioi/ 

_ o",i5963V‘,t— ■ o“,oi6563/,*  — o'.oooioo/»»1. 

On  aura  ensuite,  en  prenant  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  l’écliptique  de  1800 , et  en  nommant  t le 
nombre  d’années  juliennes  écoulées  depuis  cette 
époque , ^ 

p =‘-dT+rr,  sF‘ 

dq"  . e dY 
? — 1 dt  1.3  dp  * 


On  pourra  ne  considérer  que  la  première  puis- 
sance du  temps  dans  ces  formules  tant  que  * ne 
dépassera  pas  5oo,  et  l’on  pourra  rejeter  toutes  les 
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puissances  supérieures  à la  seconde  lorsque  t sera 
moindre  que  1 200  ; on  le  fait  même  relativement 
aux  observations  les  plus  anciennes  qui  nous  soient 
parvenues,  à cause  de  leur  imperfection,  p"  et  q " 
étant  déterminés , on  en  déduira  <p"  et  a!'  au  moyen 
des  équations  précédentes , et  Ton  aura , par  con- 
, séquent,  la  position  de  l’écliptique  vraie  par  rap- 
port à l’écliptique  fixe. 

92.  Ce  que  nous  disons  ici  relativement  aux  quan- 
tités p"  et  qu  s’appliquerait  également  aux  varia- 
tions de  l’excentricité  et  du  périhélie  de  l’orbe 
terrestre,  et  a celles  des  élémens  des  autres  pla- 
nètes. Les  formules  précédentes  suffisent  donc , 
comme  on  l’a  dit  n°  6 4 , livre  II,  aux  besoins  actuels 
de  l’Astronomie  ; mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science  et  le  désir  de  compléter  sur  ce  point  la 
théorie , exigeaient  qu’on  déterminât  les  variations 
séculaires  des  élémens  des  orbes  planétaires  par  des 
formules  qui  pussent  embrasser  à la  fois  les  siècles 
passés  et  les  siècles  à venir.  Pour  cela , il  fallait 
appliquer  au  système  solaire  les  formules  des  n08  64 
et  69  du  livre  II,  et  uous  avons  vu  que  c’était  en  effet 
le  seul  moyen  de  résoudre  d’une  manière  rigou- 
reuse l’importante  question  de  sa  stabilité.  Les 
masses  des  planètes  et  les  élémens  de  leurs  orbites 
sont  aujourd’hui  assez  bien  connus  pour  permettre 
celte  application  • mais  les  calculs  qu’elle  exige  lors- 
que l’on  considère  à la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales sont  d’une  excessive  longueur  : M.  Eugène 
Bouvard  a bien  voulu  m’aider  dans  ce  pénible  travail, 
et  voici  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu. 

25,. 
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Au  moyen  des  valeurs  données  n«  90,  et  des 
formules  (?)  du  n°  64,  livre  II,  on  a formé  les 
sept  équations  suivantes  : 

(A-  5»,5o3<p)M  +l",87oo9M'+  o“,4aioiM"-K>",<K>88i 1 4S i 6M ” > 

' 4.  o“,oo39iM'-4-o',oo°o5MT,=  o, 

(fc_i.",796oa)M'  +0V8787M-»-  5',7"9oM''+o",o58-aM"'-H>',7î538M" 

1 4.  o“,n  1 879MY-H)"roooïaM>  ■ = o, 

û438.)M«  4-o",o49'°M  + 

-4-  o,,,o^Ji58MT+o,V>005o^', 

ffc-n«,54«69)M-  4-o",oo6a4M  4-  o'.a69S5M'4-.",39737M“+5"484,9M-\  (<f) 
1 4.  o",ia535M,+o,',ooi45M’‘=  o,  / 

lh—  "*  48oo5)M 1 TH-o" .ooooaM -H  o",ooo7iM'4-o",o0ii8M"  4-o\ooi  i3M*l 

( v 4.  4">8.545M’,+o",o353aM,,=  o,  I 

CA— 18"  4q366)M*  4-o",oooooM  4-  o*,oooo5M'  +o*,oooi  4M" +<>'',00007  M j 

1 ’ ‘ 4n",84r)7oM,,4-o”,a3aa4M,,=  o, 

(h—  a"  3aa46)M”-H>“,oooooM+  o*,oooooM'  4«*,oooooM"-H>", 00000  M* 

1 ’ * ' 4-  o“,3ia60M”-H>",83548M’=o.  I 


On  a éliminé  de  ces  équations,  par  les  procédés 
ordinaires , les  coefficiens  indéterminés  M , M' , 
M",  etc.,  et  l’on  est  parvenu  à l’équation  du  sep- 
tième degré  qui  suit  : 


o,ooi53A7-o36i88A»  + UrfpS'9*1  -_,G?5,3584oA^ 


558186,40000/1*  4.  3786601  ,78880  A — 9837848,88888  : 


40879, *4«55A»  \ 


» 


<*) 


On  a résolu  cette  équation  par  les  méthodes  d’ap- 
proximation connues;  et  en  nommant  hoi  h,,  h%,  etc., 
ses  racines,  on  a trouvé 


— 3", 70686,  A4  = 18',  48900, 

A,  = aa, 36007,  As  — 17,11 53a , 
A.  = 7,63095,  As  = 3,35464. 
As  = 5,379ao, 


Au  moyen  des  sept  équations  (à) , on  peut  ex- 
primer chacune  des  indéterminées  M,  M',  M',  etc.. 
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en  fonction  de  l’une  quelconque  d’entre  elles  et  de 
l’inconnue  h ; il  y a même  une  équation  de  plus 
qu’il  n’est  nécessaire  pour  effectuer  l’élimination,  et 
l’on  en  profitera  pour  écarter  celles  de  ces  équa- 
tions dont  les  coefficiens  seraient  trop  petits  ; les 
valeurs  des  rapports  cherchés  devant  être  d’autant 
plus  exactes , qu’ils  résultent  de  plus  grands  nom- 
* bres.  Mais  ce  qu’on  doit  surtout  éviter,  pour  ne  pas 
parvenir  à des  résultats  entièrement  fautifs,  ce  sont 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  seraient  peu  dif- 
férens  de  zéro.  Il  faudra  donc  diriger  dans  cette  vue 
l’élimination  ; en  substituant  ensuite  pour  h les  va- 
leurs précédentes,  on  formera  autant  de  systèmes 
différens  de  quantités  M,  M',  M",  etc.  On  a trouvé 
ainsi  : 


T 

M 

M' 

1 M' 

M” 

M' 

Mt1 

h . 

1, 36737  M* 

o,864oaM* 

o,8ü3g6>l* 

a,3to46M* 

i,8a3a8M* 

i,6og78M* 

h. 

0,01 199M* 

— o,o835tM* 

7 t 

o,177GiM* 

o,985g8M* 

3,i3og8M* 

y 

V3- 

vrt- 

O 

h. 

— 7,49333*1" 

6.8718  iM* 

5.54863M* 

— o,oi5ioM* 

— 0, 03667  M* 

o,o3o33M<"r 

’ a 

h 3 

io8,6o3M* 

g.gooaoM* 

6.3.493M* 

— 0,  iooa5M* 

— 0 , o885gM  } 

o,io36iM* 

A4 

— o,ooo46M^ 

o,oiao8M* 

— o,ooa58M* 

— o,o43ogM* 

— 4.58884M* 

1 ,63o5qM* 

ht 

o,oi348M" 

— 0,0966g  M* 

— o,ooi65M* 

o,095y8M* 

o,7&i8oM* 

— o,35iaiM* 

ht 

o,6at44M* 

0,707661V!* 

0,731671V!* 

a,6oag3M* 

a,5t746M* 

43,48o3M* 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  déterminer  les  sept 
quantités  M",  M",  etc.,  et  les  sept  constantes  l,  l, , 
etc.,  que  renferment  les  valeurs  complètes  de  b , 
b',e te.,  c,  c',  etc.,  n°64>  livre  II.  Pour  cela,  conformé- 
ment à ce  que  nous  avons  dit  numéro  cité,  on  a 
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calculé,  d’après  les  élémens  des  orbites  planétaires 
rapportés  n°  90 , pour  chacune  des  sept  planètes  prin- 
cipales les  quantités 


b sz  e sin  a,  V e'  sin  etc., 


: e co i a , c'  = t?  cos  a»',  etc. , 


relatives  à l’année  1 Soo , que  l’on  a choisie  pour 
époque.  En  supposant  ensuite  t = o dans  les  ex- 
pressions de  b , b’ y etc.,  c,  e',  etc. , n*  64',  livre  II, 
après  y avoir  substitué  ces  valeurs , on  a formé  entre 
les  quatorze  inconnues  M0,  M,,etc.,  Z0,  Z, , etc., 
quatorze  équations,  qui  ont  suffi  pour  les  déterminer. 
On  a trouvé  ainsi  : 


M = 

*:« 

M*  = 


K = 


0,018007, 
0,009210, 
— * 0,0170^8, 

— 0,000607, 

— 0,01 i3j3, 
0,074337, 
0,000737, 


/.  = 29°  g'  56", 

• 

l,  = 191.47.55, 
/,  «=  3o.5o.35, 
ti  = 2o5.43.i3, 
ti  = 283.23. i5, 
ls  r=  69.27.22, 
U = 127.  1 . 4 1 - 


Si  l’on  substitue  maintenant  à la  place  de  M^, 
MT,  etc. , leurs  valeurs  dans  le  tableau  précédent,  on 
aura  celles  des  quantités  M0,  M,,  etc.,  M'0,  M',,  etc. 


On  trouve  ainsi  : 


M.  = 

oy 022810, 

m'  = 

O 

Mi  = 

0,0001 ÎO, 

m'  = 
1 

M.  = 

o,,27732, 

M'  = 
* 

Mj  = 

— 0, o55og4, 

11 

M4  = 

0,000000, 

M4  = 

Ms  = 

0,001002, 

II 

S 

Ms  = 

— o,ooo458, 

K = 

o,oi5558, 

M = 

0 

o,oi5558. 

- 0,000769, 

M*  = 
1 

o,ooi636, 

- 

M*  = 
% 

— 0,094096, 

- 0,005022, 

M',  = 

— 0,003204, 

- 0,000137, 

M"  = 

0,00002g, 

- 0,007188, 

M"  = 

— o,oooi23, 

0,00062a, 

M"  * 

o,ooo639i 

\ 
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M,T 

0 

es 

0,041606, 

M’  s=  o,o3a83S, 

M’1 

0 

= — 0,048988, 

M'T 

1 

= 

— 0,009081 , 

M'  = o,oî8838. 

M" 

fl 

— • — 0,001 333, 

M" 

• 

= 

o,ooo4»8, 

WE’  as  0,000434, 

K 

=s  — O,o«o5«7, 

K 

<s= 

0,000031, 

M’  *=  o,oooo45, 

K 

a*  — 0,0000 JJ, 

K 

ea 

0, 00048g, 

M’  es  o,o5ao5o. 

K 

= — 0,018495, 

K 

= 

0,007135, 

M’  = o,o55g6i. 

K 

= — - o,oa6io8, 

K 

= 

0,001919, 

M’  = p,ooi856. 

K’ 

— o,o3io5a. 

On 

connaîtra 

ainsi  les  valeurs 

de  toutes  les  cons- 

tantes  qui  entrent  dans  les  expressions  complètes 
des  variables  b,  c , b' , c' , etc. , et  l’on  pourra,  par 
conséquent,  déterminer  les  valeurs  de  ces  quantité» 
pour  un  temps  quelconque. 

Il  résulte  donc  de  la  suite  d’opérations  dont  nous 
venons  d’indiquer  la  marche , i°.  que  les  racines  do 
l’équation  (b)  sont  toutes  réelles  et  inégales , 3°-  que 
les  coeffîciens  Mu,  M,,  M,,  etc.,  sont  tous  de  trè» 
petites  quantités  du  même  ordre  que  les  excentricité» 
» des  orbites  planétaires  à l’époque  de  j 800 , conditions 
nécessaires  et  également  indispensables,  pour  que 
les  orbites  de  toutes  les  planètes  ne  lassent  qu’osciller 
autour  d’un  état  moyen  d’ellipticité  qu’aucune  d’elles 
ne  saurait  dépasser. 

En  effet,  la  première  condition  étant  remplie,  les 
sommes  etc.,  de  chacun  des  systèmes 

de  quantités  M0,  M, , M,,  etc.,  prises  avec  le  même 
signe,  sont  des  limites  que  les  excentricités  des  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jamais  atteindre,  n°  65, 
livre  II ( on  aura  donc  dans  tous  les  siècles  c 
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e <0,107316,  e'<o,i46366,  e"  < o,  n5685,  e*<  o,i3i  18g, 

e*'<o, 060709,  e'<  o,  173037,  «'■<  o,  107546. 

Ces  limites  sont  encore  assez  petites  pour  qu’on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus,  différeront 
peu  dans  les  siècles  futurs  de  leur  forme  actuelle,  et 
demeureront  toujours  à très  peu  près  circulaires 
comme  elles  le  sont  aujourd’hui. 

Si  l’on  compare  les  résultats  précédens  à ceux 
qu’avait  obtenus  Lagrange  ( Mémoires  de  Berlin, 
1782),  en  séparant  l’ensemble  de  toutes  les  planètes 
en  deux  systèmes  différeus,  l’un  composé  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus,  l’autre  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars , ce  qui  facilite  beaucoup  les  calculs,  on 
verra  que  ces  résultats  s'accordent  suffisamment  bien 
entre  eux , malgré  les  changemens  qu’ont  subis  les 
masses  planétaires  employées  par  Lagrange  ; ce  qui 
permet  de  croire  que  les  corrections  futures  qu’on 
pourrait  introduire  clans  les  valeurs  de  ces  masses, 
n’altéreront  pas  d’une  manière  sensible  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  sommes  parvenus , et  que  les 
calculs  précédens,  comme  nous  l’avons  dit  n°  56, 
pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses. 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  qui  les  déterminent 
étant  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  peuvent  être 
traitées  de  la  même  manière. 

En  supposant  dans  les  équations  (c)  n*  69,  livre  II, 

/>  = N + /'o),  //  = N'«in(gt  +ft),  p"=N"«iti  (fit  -+■  C,),  etc., 
q =N  co«(gt  + /'<>),  <7'=N'co*(gC+  (i),  7*=  N" cos (gt  + etc., 
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et  en  substituant  à la  place  des  quantités  représen- 
tées par  [a,  a1],  [a,  a,r\,  etc.,  leurs  valeurs,  on  a 
formé  d’abord  les  sept  équations  suivantes: 

(g+  5',5o3ga)N  — a',9io34N'  — c^Sg^N"  — o*,oa:981N-  > \ 

— i*,595i5N-’—  o",o77o6N*  — o",ooi85N*' / ’ 1 

(yr-f-i  i'j796oîW  — o",4479qIN"  _ G\86oiiN"  — o",ioîo5N*  \ I 

— 4“,i8a77N1'—  o”,i9836NT  — <>*,00474  N*' H0’! 
Gç+ia",9438i)N"  — o",.o35iN  — 5*,i74o4]V'  — o“,a98a3ÎN* I 

— 7*,o34661S'* — o*,3a5G5N»  — o'',oo77îN"  J °’| 

0?4-t7".54i69)]N-- o“,oi98o]M  - «",46898»'  - i*,8i7mN*  1 l . 

— i4’,5gi3aN'«-  o^ag^N*  — o",oi463 N’-^  ’/W 
ig+  7*,489o5)N”—  o",oooî4N  — o>o4o9TN'  — o'.oogiSN"  I 

— o",oo3i  iN* — 7",367î81V''—  o",io5aoN'‘/ 

(g+i8',49366)N''  — o“,oooo3N  — o*,ooo48N'  — o*,ooio3N*  1 

— o',ooo33N*— i8",ngi3N>''— o‘,386C6N”/~°’  1 

(iç+  a*,3aa46)N,T — o'.oooooN  — o",oooo4N'  — o",oooo9N"  j 

— o*,oooo3N* — o“,93i3iN‘t — 1", 390991V'  J=°-  J 

Ces  équations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes  N,  N',  N"  etc.,  entre  elles,  et  si  l’on  éli- 
mine toutes  ces  quantités,  on  aura  une  équation  fi- 
nale qui  ne  contiendra  que  l’inconnue  g. 

Mais  d’abord  on  doit  observer  que  les  facteurs 
numériques  qui  multiplient  N dans  la  première  des 
équations  précédentes , N'  dans  la  seconde , et  ainsi 
de  suite , étant  égaux  respectivement  à la  somme  de 
tous  les  autres  coefficiens  de  la  même  équation  , on 
satisfera  à ces  équations  en  faisant  toutes  les  cons- 
tantes N,  N',  N"  etc. , égales  entre  elles,  ce  qui  donne 
g = o.  Il  suit  de  là , par  conséquent  que  l’une  des 
racines  de  l’équation  du  septième  degré  qui  résultera 
de  l’élimination  des  quantités  N,  N'  etc. , étant  égale 
p zéro,  cette  équation  doit  nécessairement  s’abaisser 


Digitized  by  Google 


394  THÉORIE  ANALYTIQUE 

au  sixième  degré.  En  suivant  en  effet  les  procédés 

ordinaires,  on  est  parvenu  a lequation  suivante. 


0,01  ïjng6  4-  3,83 179*»5  -h  355,3o485g<  4-  10955, a58?5£3 

4-  330095, 184 15g1*  4*  33 361 3 i,ga3!£4-  7679638,81331 


En  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  d’ap- 
proximation, on  a trouvé  pour  g les  six  valeurs  sui- 
vantes , 

g = — 25",  8 1967,  g4  = — 7',o692i, 
g.  = — 18,98127,  gs  — — 4,88242  , 
gi=  — 17,60564,  gB=  — 2,19896. 

Comme  ces  valeurs , et  par  conséquent  les  racines  de 
l'équation  ( e ) sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en 
résulte  n°  69 , livre  II,  que  les  expressions  des  va- 
riables p9  p etc.,  q , q'9  etc.,  seront  composées 
d’une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d’arcs  différens; 
mais  quelles  ne  contiendront  ni  exponentielles,  ni 
arcs  de  cercle. 

Si  l’on  substitue  successivement  à la  place  de  g les 
six  valeurs  précédentes  dans  les  formules  ( d ) on 
formera  six  systèmes  d’équations  au  moyen  desquel- 
les on  pourra  déterminer  les  rapports  des  sept  quan- 
tités N,  N'  etc.,  à l’une  quelconque  d’entre  elles, 
relativement  à chacune  des  valeurs  de  g qu’on  aura 
choisie.  Et  comme  cette  détermination  n’exige  que 
six  équations  dans  chaque  système , on  pourra  choi- 
sir celles  qui  doivent  conduire  aux  résultats  les 
plus  exacts;  on  a trouvé  ainsi  : 
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s 

N 

W 

N"  fP'J 

Nw 

Nv 

s> 

— o,32285Nti 

— o,i3G48Ny 

— 3,66295Ny 

— <ii,o5732]NJ' 

+7,4°o69N;1 

-i8,4273.Ny 

S* 

— 0,889s  iNy 

-h  5,77498Ny 

— 5,20417^' 

+ 6,o44o4Ny 

— o,2i835Nv‘ 

S 

-f-  0,01978]^ 

Si 

-f-  o,o3i93N’* 

— 0,17719^* 

-H>,n647Ny 

+ i,7Ô075Ny 

— 0,02062Ny 

4-  o,oi4o4Ny 

Si 

— 34,i7oi3N’f 

+i3,68i92Ny 

+ i,59»53Ny 

-f-  2,6't583Ny 

— o,o3i3a]Sy 

— o,oi6o6Ny 

Si 

— 84,2075o]Nj' 

— 9>58g77Ny 

— 6,5345iNj‘ 

- i,463o8Ny 

-o,o4369Ny 

— o,o2975PÇ 

s* 

- o,24i35Ny 

— o,i5777Ny 

— o,i4356Ny 

— o,iogi3Ny 

— 0,08670]^ 1 

- o,o7398Ny 

En  joignant  aux  valeurs  précédentes  celles  de 
N = NT*,  N'=  NVI,  etc. , qui  se  rapportent  au  cas  ou 
g = o,  et  en  les  substituant  dans  les  équations  (d) 
du  n°  6g,  livre  II,  il  ne  restera  plus  d’indéterminées 
dans  ces  équations,  que  les  sept  quantités  N*1,  N*1, 
N,‘,  etc.,  et  les  sept  arbitraires  l' 0,  l[l}  Z'ft,  etc.,  qui  sont 
les  constantes  introduites  par  l’intégration. 

On  les  déterminera  en  remplaçant  dans  ces  équa- 
tions, les  variables  p , q , p' , q ' etc.,  par  leurs  va- 
leurs relatives  à l’époque  de  1 800 , et  en  y supposant 
t — o;  on  a trouvé  ainsi, 


N**  = 0,0291776, 
N**  = o,ooi355i, 

n**  = 0,0088759, 
N = o,oii33ag, 
Ny  sas  o,ooo56i6, 
N^‘  as  o,ooa56or, 


lo  =s  io3°i2'38*, 
/,  r=  3oG.  9.5a, 

/ 2 a 

/*  = 73.10.31,  1 


t»  1 


h = 70.39.  7,. 

t t * ^ > * • * ' r tv  ^11  » t»  ^ ^ » * 

£4  = 6i.oo.5i,  , *11  ■. 

/s  = 172.45 .if, 


Nti  = 0,0172890, 
0 


h = 3o5.  7>5t • 


En  multipliant  ces  valeurs  de  N™,  Ni*  etc.,  par 
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les  coefficiens  qui  leur  correspondent  dans  le  tableau 

précédent,  on  a trouvé. 


N 

= o.oag'î?6» 

N'  = 0,0191776, 

N" 

= 0,0191776, 

N, 

= — 0,0004379, 

N*  = — 0,0001845, 

n" 

< 

=—0,004^19, 

N. 

= —0,0078979, 

N*  = 4-o,o5n584, 

N* 

• 

=—0,0461930, 

Nj 

= H-  0,0003619, 

= — 0,0010081, 

N* 

=4- 0,001 3199, 

N* 

= — 0,0191895, 

N*  =4-0,0076835, 

k 

=4-0,0065096, 

Ni 

= — 0,  ii34a55, 

N j = — 0,0137846, 

k 

= — 0,0167303, 

Na 

= — 0,0041708, 

=—0,0017176, 

K 

=— 0,0034811 

N* 

= 0,0191776, 

N1’  = 0,0391776, 

N» 

= °.oigi77<L 

N" 

I 

= — 0,0149845, 

N”  =4-0,0100191, 

N’ 

1 

=—0,0349719, 

N* 

» 

= 4-0,0536467, 

N‘T  = — 0,0001938, 

NT 

• 

=4-0,0001756, 

< 

= 4-0,0199554, 

N"  = — 0,0001337, 

n; 

= 4-  0,0001591, 

K 

= 4-  0,0014859, 

N*’  = — 0,0000176, 

n; 

= — 0,0000090, 

K 

= — 0,0037459, 

N^v  = — 0,0001119, 

n; 

— — 0,0000763, 

K 

= — 0,0018867, 

N”  = — 0,0014997, 

n; 

= — 0,0011791. 

En  appliquant  aux  inclinaisons  ce  que  nous  avons 
dit  n°  65,  livre  II,  relativement  aux  excentricités,  on  en 
conclut  que  la  somme  de  tous  les  coefficiens  N,  N', 
N"  etc.,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  même  signe,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisons  ne  pourront  pas  dépasser.  On  aura 
donc  relativement  à Mercure,  Vénus,  la  Terre,  etc., 

lang  4 < o,!84Gti33,  tang  9'  <o,n68a5i,  tang  <j"  < o,io68338, 
tang  $"<0,1348833,  tang  $'*<0,04 ia638,  tang  y*  < 0,0558489, 
tangv 0,071  l5i6, 
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et  par  conséquent 

9 < !o*>*7'45",  V < 6°  3g'  48",  V'  < fj°  5' 53",  <,*  < 70  71'  6“, 

«■’<  ^<3»n'47%  <fT,<  4°4'49"- 

Ainsi  donc,  on  est  assuré  que  quelque  déplacement 
qu’éprouvent,  par  la  suite  des  siècles,  les  orbes  plané- 
taires, leurs  inclinaisons  an  plan  de  l’écliptique  seront 
toujours  moindres  que  les  angles  précédens;  et 
comme  le  plus  grand  de  ces  angles  ne  dépasse  guère 
10°,  il  s’ensuit  que  les  orbes  planétaires  resteront  tou- 
jours renfermés  dans  une  zone  de  la  sphère  céleste, 
dont  la  largeur  sera  à peu  près  celle  du  zodiaque , et 
que  par  conséquent  la  stabilité  du  système  solaire  est 
assurée  relativement  aux  inclinaisons  comme  elle 
l’est  par  rapport  aux  excentricités. 

Si  l’on  substitue  les  valeurs  précédentes , ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités,  à la  place 
des  quantités  quelles  représentent  dans  les  équations 
générales  (d)  des  nc*  64  et  69,  du  livre  II,  on  aura 
des  formules  propres  à déterminer  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies , des  in- 
clinaisons et  des  nœuds -des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  d’années  juliennes,  soit  à 
partir  de  1800,  soit  antérieures  à cette  époque, 
en  supposant  t négatif.  Mais  dans  ces  formules  les 
longitudes  se  trouveront  comptées  à partir  de  l’é- 
quinoxe fixe  de  1800;  et  pour  avoir  des  formules 
relatives  aux  longitudes  comptées  de  l’équinoxe 
vrai , il  faudra  les  augmenter  de  la  précession 
des  équinoxes  pendant  l’intervalle  écoulé  depuis  l’é- 
quinoxe de  1 800  ; ce  qui  revient  à augmenter  de 
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5of,,2235o  les  valeurs  de  tous  les  coeffîciens  h7  hl9 
etc.  y g,  gl9  güy  etc.,  qui  multiplient  t sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  (*).  En  faisant  donc  gëne'rale- 
ment  A = 5 o/,2235o-f-  h9  5of/,2255o  -f-  g,  ce 
qui  donne 

A<>  =î  53w,g3o36,  A.  = 72", 48357,  kt  = 5?*, 85445,  A3  = 55", 60270, 
A*  t=68"  ,71250,  A5  =67", 33882,  As  =62", 478 14, 

/o  ~5o", 2255o,  /,  = 76", 045 17,  /a  =6 gVoO^,  —6f,83n4, 

fi  =57", 29471,  Ji  =55",  10792,  jf6  =52", 72446, 

on  aura  pour  un  temps  * quelconque,  à partir  de 

1800  , 

Mercure. 

b =0,022820  sm'A0Z-f-/o)-f*o,oooiio  sinfAjZ-fAH-o,  127732  sin(AaZ-f£a) 

— o,o55og4  sin(A}H-/îH-o,oooooo  8in(A4e-K4)-H>,ooiooa  sin(A5f-H«) 

— o,ooo45S  sin(Aôf-|-/6) , 

c =0,022820  cos(A0h*/o)-{-o,oooiio  cos(A,f-f-/,)-f.0>  127732  cos(Aa*4-Za) 

— 0,055094  cos'&3t+l3)+o,oooooo  cosvA4*-f-/4;-f-0,ooioo2  cos(A5*4-/5) 

— o,ooo458  cos(A6 H-/«) , 

p = a,o*t)r 78  sint/of-M'c)— 0,000438  sînCf.t-bt',)— 0,007898  sin(/a«-M'a) 
*+•  o,ooo36a — 0,0 19189  *in(/4H-/' 4)—o,i  23426 

— 0,004173  sin  (jst+l'à), 

q = 0,0291  '-JScos(f0t-hl'o)—o,  ooo438  cos(  /‘.H-/',)— 0,007898005^  f»t+l'a) 
+ o,  ooo362co8(/î  f-+-^  3)— o,oi9i89cos(/4t-f./'4)~ o,i23426cos(/5ï4-Z/s) 

- — o,oo4ï73co»(>/«H-//ô).  # 

* 1 Vénus . 

fc'  = o,oi5558  si n(A0«4-/o)—o, 000769  sin(A, H-/,)— 0,117171  sin(Aa< -f-/a) 

— o,oo5o22  Hn(A3t-f-/3)—o, 000187  8in(A4t4-/4)-_0,oo7i88  sin,;A st  + lg) 

, *+*  0,000622  sin(Ac/+/6), 

4?^=  o, oi5558  cos(A0t-f-/o)-*o, 000769  cos(A,f-f/,)— 0,147171  cos(Aa* -f-Z.) 

— ?,oo5o22  cos(A3N-/3)— o, 000137  cos(A4H-/4)— 0,007188  cos(A5«  -f-/5) 

/ 4*  o,ooo5»2  2co*(Âaï+/e),  - • « .:i  . 

‘ — — u ■ 

"*'v  ) Nous  adoptons  la  valeur  de  la  précession  qui  résulte  des 
dernier»  calculs  de  Bessel  * Connaissance  des  Terris  pour  i83n 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  399 

p'  = 0,039178  sin(/0l+/'0)— 0,0001 85 «in(y,z-^-/',)-f-o,o5I358sin(l/',^4-Z,,) 

— 0.003008  «in(/iH-/'i)-H>,007684«»(/4l+/'*) — o,o33785sm(/5H-/'s) 

— 0,003738  «io(/6N-/,6), 

q'  = 0,039178  cos( /,£-+•/',)— • o,oooi85co»(/It+r,H-o,o5i358co»(/1f+/'1) 

— 0,003008  coa( fit+f  3;-H>,oo7684co«(/«e-(4' 4}— o,o33jê5cot(fst+i's) 

— 0,003738  cot(Jtt+l'e). 


La  Terre. 

b"  = o,oi5558  «io(A0£4-/o)4-o,ooi636  sin(A,H-/,) — o,ogi}5g6  sin(A,f  + /t) 

— o,oo33o4  +0,000039  — 0,0001  s3  sin(A3f  4-/5) 

4-  o,ooo53g  sinfAet-f-Zs), 

o"  = o,oi5558  cos(A<,t4-/0)4-o,ooi636  coafAtH-Z.) — 0,09,4596  cos(A,<  4-^,) 

— o, 003304  coajAît+ijJ+o, 000039  co»(*4»+i4) — 0,000133  cos(A5£  -f-/4) 
4-  o,ooo53g  co&(kot-+-U), 

p"  — 0.039178  sin(_/0i4-/,o) — 0,004433  ,) — O,o46i93sin(y,t+^,) 

+ o,ooi3 19  ain(/3<44' 3)4-0, oo65og  «nj/^t-f/'g)— 0,016730  »in(/'5«4-/'a) 

— 0,003483  Mn(/8«44,«), 

q"  = 0,0391 78  cos(_/'0«4-^ol— o,oo4433cos(/,<4-/',) — 0,046 193  co*(/.t4-/'«) 
4-  o^joi3igcos(/»t4-^  i>4-o,oo65ogco«(y4i44,4)— o,oi673ocos(/5t4-^«) 

— 0,00348a  CO*{f6t+l'  ï). 


Mars. 

lm  = 0,018007  sin(*0«4-;o)4-o,oog3io  »in(A,f44,) — 0,017048  sio(A,£  4-/,) 
4-  0,000507  sio.;A3£-M3) — o, on 343  »in(A4t 4-/4)4-0,074337  »in(A|(4-/j) 
4-  0,000737  sin(À6<4-/6), 

c"  = 0,018007  cos(Ao«4-/g)4-o, 009310  co«(A,<44,) — 0,017048  cosfA.i  4-/,) 

— 0,000607  cosfA3«4-/3) — 0,01 1343  co»(*4<4-/4)4-o, 074337  cos(A5t  4-/,) 
4-  0,000737  cos(A6£-t4e), 

P*  = 0,039178  ain(/o«4-/'o)— o,oi4g85  sin(/1£4./,,)4-o,o53647«in(/>£-fri) 
4-  0,019955  sin{  ftt -+J' 3)4-o, 001486  sin(/4f4-/4)— o,oo374Gsin(/st44',} 

— 0,001887  sinÇyèt-M'g), 

q*  ±s  0,0391 78  co»(/„t4-/,®)—o,oi4985  cos(  /,  t+/',)-ho,o536^’-cos( 

+ 0,019955  co»{/3t-(-r  3)4-0, 001486  cos(fit+i'^— O,oo3746co«(/jt4-/'l) 

— 0,001887  coal/tt+Ft). 
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Jupiter. 

b,r=  o,t>4i6o<>  nin(i.t4-/o) — 0,009081  »in(S,t4-/, >4-0,000428  s\a(k,t  4-  /,) 

— o,oooo5i  »in(Ajf +/})-(- 0,000489  «io(À4l4-/ 4)4-0,0071 35  sin(Açl  -f-  h) 
4-  0,00191g  tinfal+le) , 

c”=  0,041606  cot(k„l+U) — 0,009081  co»(A,£4-l,)4-o, 000438  cos(*,t -4-/,) 

— o,oooo5i  co»(*i(-Mî)-f-o, 000489  co«(*4<-f-/4)-f-o, 007135  co»(*s«-Mj) 
4-  0,001919  cot(kel+U), 

p'”=  0,019178  »in(/o«-f-/'o)-fo,oiooi9  sinj/il-f-/',)— 0,000194  sia(f,t+Pi) 

— o, oooi34  «n(/)t+f  1)— o,ooooiP*in(/4t4-/'4) — 0,00011  a i\n(Jit+l's) 

— 0,001499  ninijst+l'e), 

q"=  0,019178  cos(/«  t+C  0)4-0,010019  co«  (/,  t+F ,)— 0,000  I94co»(  f,  t+l',  ) 

— o,oooi34  co»(  fit+f  i) — 0,00001 8 CO»(/4£-4-^4) — 0,0001  nCo»(/5i4-f,) 

— 0,001499  co»(/8l4-Ta). 


Saturne. 

i»  = o,o3iH33  sin(i0t4-/o}4-o,oi8838  «in(<:,f44,)4-o, 000454  sm(i,£  4-  /,) 
4-  o,oooo45  »in(*jt4-/j)4-o,o5io5o  sin(À,£^-/4)+o,o55</)i  »in(i5i  4-  /,) 
4-  0,001 856  »io(i9t4-/s) , 

•T  = o,o3i833  co»(*,t4-A>)4-o,oi8838  co^t,  (4-/, >4-0,000454  co«(*,<  4 -/,) 
4-  0,000045  co*(t}i44))4-o,o5io5o  co8;i4i4-/ 4)4-0, o55g6i  cos(i»£  4-/») 
4-  o,ooi856  cos(*»£4-/»). 

pT  = 0,019178  »in(/0l4-^;— 0,014971  *in(/,£4-/'I)4-o, 000176  »in(/,l4-/'„) 
4-  0,0001 5g  »in(/J<4-/'î)— o,ooooo9»in(/4t4-f'4)— o,ooooo6*in(/5t4-r») 

— 0,001179  »in(/,il4-^e), 

9'  = 0,0191 78co»{/„t4-i,<,)— o, 014971  co»f/,i44',)4M>,oooi76co»(/,£4-/,) 
4-  0,000 i5gco»(  ftt+l'i)— o,ooooo9co»(/4£4-r4)— o,oooo76cos(/S(4-/'5) 

— O,001179C0»{f6£4-/'6). 


Uranus. 

*T,=  0,028988  sin(*of4-/0) — o, 001 333  »io(*,£4-/,)— 0,000617  *in(*,l  4-  /.) 

— o, oooo53  »in(Â:1l4-/i)— 0,018495  sin^-*-^)— 0,026108  «in  (k,t  4-  U) 
4-  o,o3ii52  »in(t6<4-^«) , 

c”=  0,018988  co»(*o«4-/o)— 0,001 333  coi(* , t+i,', — o,ooo5 1 7 cos(Jt,l  4- /,) 

— o,oooo53  co»(Jrjt4-/i)— 0,018496  cot[k^t 4-/ 4) — 0,026 1 08  cot(ksl-hts) 
4-  0,o32i5i  ros(lfli4-/ e),  ■ 
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• \ 

pv* = 0,0291 7^sinJ>/J)t-f-Z/0)-f-o,oo  1 355  sin  (f,  t- f-/' , }4-o,oo8876  sin( 

-h  0,01  i333sin(y*JH-/' 3}-f-o,ooo562sin(/4t4-^4)”4-o,oo256osm(  fst-{-P s) 
H-  o,oi7289sin(/6H-/'ô),  . • • * ‘ 

r7v,=  o, o2(^^cosfy’0<-f-/'®)-H>, 001 355  cos^,  «-+•/', )-+-o,oo8876cos(y’,«-4-/',) 
4-  0,01  i333cos(yî«4-/'î)4“0,ooo562cos'y4t-f-/'4)4-o,oo25()ocos(^j« -fT'j) 
4-  o,oi  7289 coafjtt+l't). 

Cés  vâteurS  de'  p p pfy\ ertfci, , sé>  rapportent  à une 
écliptique  fixe;  il.  serçmfètolB  d^emf  otmchire  les  va- 
leurs de  p,9  q,y  pj , etc.;  relativêsr à i^éoüptique ivraie, * 
au  moyen  des  formules  » ‘ * n * • : i 


P.—P—P  y î,=?— f y P,  —P  —P  y ?/=?  —?  > 

~ f / 


etc. 


La  racine  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  de 
b et  c , et  de  p et  q,  relatives  à chaque  planète,  donnera 
la  valeur  de  l’excentricité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 

. # *t 

gente  de  l’inclinaison  à l’écliptique  ; le  quotient  des 
memes  expressions  divisées  l’une  par  l’autre,  donnera 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

g3.  En  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n°  90  , et  en  ne  considérant  que  l’action  de  Saturne 
sur  Jupiter,  on  a trouvé 


Ça",  ar)t  = — (1  -f-  (P)  22", 90370,  . 

(a",  a').  = — O + f*T)  26",  587  55, 

(a'y,  ay^s  = — (i  -f-  (P)  4 i#,o6335. 

- Y . 

Il  est  inutile  d’avoir  égard  aux  quantités  analogues 
qui  proviennent  de  l’action  des  autres  planètes,  parce 
qu’il  n’en  résulterait  dans  les  expressions  des  longitu- 
des vraies  que  des  inégalités  inappréciables.  En  subs- 
tituant les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  (p), 
Tome  111.  26 
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n°  90,  pour  déterminer  les  variations  séculaires  de  la 
longitude  de  l’époque  de  Jupiter,  on  aura  : 

Pour  Jupiter.  w 

~ — = — 33", 90370e'”  — 36" ,58735e»»  -4-  4i*to6335e*»e»  co*  (»'—  »). 


Si  dans  cette  formule,  à la  place  de  e‘T,  e* , a>ty , a> * , 
ou  substitue  leurs  -valeurs  augmentées  de  leurs  va- 
riations , qu’on  supprime  ensuite  tous  les  termes  qui 
après  l’intégration  seraient  simplement  proportion- 
nels au  temps  t , et  qui  se  confondent  avec  le  moyen 
mouvement  n'yt  dans  l’expression  de  la  longitude 
moyenne,  on  aura  : 


</«■» 

dt 


— — 33", 90370/  3e>»  36", 58735<  3e» 

■+■  4 >".o6335.«  [(*»  ^ ~ïf')cat  (•’ — »■*) 

du'1  — rf»*»  . 1 

— e‘»e» sin  («'  — •■>)  j- 


Nous  avons  trouvé  n°  91,  en  faisant  abstraction 
des  corrections  dont  les  masses  planétaires  sont  sus- 
ceptibles ; 


de" 

~dT 


o",265j  25,  ~jt  — — o",64oa59. 


~ = 6'',55a56o , 


dt,' 

~di 


1 6', o 17933;  * 


on  a d’ailleurs,  n°  63  : - - 

* 

e,T  = 0,0481621, 
ë ’ = o,o56i5o5,  ' 

; to'  — = 78*  o'  44M. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

. - ~ sss-o, 00000068268  f; 
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d’où  l’oo  tire  eri  intégrant 

\ 

cT6,t2=  o", 00000034 Ï 34^*- 


Cette  inégalité , qui  ne  s’élèverait  qu’à  quelques  mil- 
lièmes de  seconde  dans  un  siècle,  est  insensible  re- 
lativement aux  observations  les  plus  anciennes  qui 
nous  soient  parvenues  ; on  peut  par  conséquent  la 
négliger. 

L’équation  (3)  du  n°  74  du  livre  II  donne,  en  ne 
considérant  que  les  inégalités  séculaires, 


JV  = 


ra,v  y/  a 


IV 


IV 


mT  {/ay 

on  aura  donc  relativement  à Saturne 


* * \ » 

JV  = — 0,000001653901  t *. 


Cette  inégalité  peut  être  négligée  sans  erreur  sen- 
sible. Les  valeurs  précédentes  de  JV"  et  de  diffè- 
rent de  celles  que  nous  avions  données  n°  75 , livre 
II,  tant  parce  que  celles-ci  se  rapportaient  à l’époque 
de  1 j5o  , qu’à  cause  des  changemens  que  nous  avons 
fait  subir  aux  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

« • V 

Nous  n’avons  pas  considéré  la  partie  constante  de 

* * *.  « 

l’expression  de  , parce  qu’elle  se  confond  avec  la 

constante  n dans  l’expression  du  moyen  mouvement^ 
et  qu’on  peut  d’ailleurs  la  faire  disparaître,  ainsi  que 
nous  l’avons  pratiqué  jusqu’ici,  en  déterminant  con- 
venablement la  constante  g qui  entre  dans  l’expres- 
sion de  la  longitude  moyenne.  Mais  en  nommant, 
comme  dans  le  n°  75  du  livre  II , A n"  cette  cons- 
tante, et  a,Y,  le  grand  axe  de  l’orbite  de  Jupiter, 

26.. 
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correspondant  au  moyen  mouvement  observé,  abs- 
traction faite  de  la  partie  dépendante  de  la  variation 
séculaire  de  la  longitude  de  l’époque,  on  aura,  nu- 
méro cité, 

a;  = aT(i  + |A). 

D après  les  valeurs  précédentes , on  trouve .... 
A = — 0,0000695244  » on  aura  donc  ainsi  : 

a\  = 5,20112002. 

On  voit,  par  conséquent,  qu’il  ne  résulterait  dans 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Jupiter,  et  à plus  forte 
raison  dans  celles  des  grands  axes  des  autres  planètes, 
de  la  considération  de  la  constante  A , que  des  cor- 
rections très  légères  , ce  qui  est  conforme  à ce  que 
l’on  a dit  n°  7 5 , livre  II. 

On  pourrait  obtenir  des  valeurs  plus  exactes  des 
inégalités  qui  affectent  les  longitudes  des  époques  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  et  qui  s’étendraient  à tous  les 
siècles  passés  et  futurs  par  là  méthode  indiquée  n*  76 
livre  II;  mais  ces  inégalités  étant  absolument  insen- 
sibles, celte  recherche  devient  sans  objet. 

On  a vu  dans  les  chapitres  précédens  que  l’ellip- 
ticité du  Soleil , l’action  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies , les 
nœuds  et  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  que 
des  variations  insensibles;  les  inégalités  séculaires 
dépendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  négli- 
gées , et  les  formules  précédentes  feront  connaître , 
par  conséquent,  les  changemens  que  subiront , dans 
la  suite  des  temps , ces  divers  élémens  avec  toute 
l’exactitude  convenable. 
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CHAPITRE  XII. 


Détermination  d&s  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur,  et  du  mouvement 
en  longitude  et  en  latitude  des  planètes. 

g4-  Dans  le  n°  g4  du  livre  II , nousi  avons  disposé  des 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  déterminent  les  perturbations  du  rayon 
vecteur  et  du  mouvement  en  Iongitudè  de  la  planète 
m soumise  à l’action  des  autres  planètes,  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  l’équation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  lè  mouvement 
elliptique  et  dans  le  mouvement  troublé. 

Cette  disposition  introduit  dans  l’expression  du 
rayon  vecteur  un  terme  constant  et  une  partie  dé- 
pendante du  même  argument  que  l’équation  du 
centre,  parce  que  Cette  partie  ne  peut  disparaître  à 
la  fois  dans  l’expression  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Déterminons  ces  différens 
termes. 

Si  L’on  nomme  a la  distance  moyenne  de  la  pla- 
nète m au  Soleil,  la  constante  a , dans  l’hypothèse  el- 
liptique , se  déduira  du  moyen  mouvement  observé 

par  l’équation  a3  = — ^ — , la  masse  du  Soleil  étant 
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prise  pour  unité.  De  cette  équation  on  tire 

: ’ < • ' * * * * - 5 > * 

a — n~  s (i  + jm). 


Tel  est  par  conséquent  le  grand  axe  dont  on  doit  faire 
usage  dans  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur.  Les 
valeurs  des  demi-grands  axes  des  orbites  planétaires 

données  n°  88,  supposent 

/ * » • * • • * ■, 

•y  ' - _ / / -»  — , 

a = n 3,  a — n 3 y etc. 


Il  faudra  donc;  dans  le  calcul  de  la  partie  ellip- 
tique du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
les  valeurs  de  a,  a' , etc. , de  \ ma , j m!a! , etc.  ; 
dans  le  calcul  de  la  partie  qui  dépend  du  mouve- 
ment troublé,  cette  correction  est  inutile  tant  qu’on 
néglige  les  quantités  de  l’ordre  du  carré  des  masses. 
Au  reste,  l’augmentation  précédente  n’est  sensible 
que  pour  Jupiter  et  Saturne  ; d’après  les  valeurs  rap- 
portées plus  haut,  on  trouve 


0,00164507,  m V = o, 00090553. 

i * - * * 

Si  Ton  ajoute  ces  valeurs  à celles  de  air  et  ay  du 
n°  88,  on  aura 

s % / 

axy  = 5,20281143; 

a?  sa s 9,53877643. 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-grands  axes  air  et  a* 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  l’expression  du  rayon  vecteur  que  la  distance 
moyenne  de  la  planète  au  Soleil  diffère  dans  l’orbite 
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troublée  et  dans  l’orbite  elliptique.  Ainsi,  la  constante  a 
qui  représente  celte  distance  moyenne  dans  cette 
dernière  orbite,  devra  être  augmentée  de  la  partie 
constante  de  l’expression  du  rayon  vécteur  dans 
l’orbite  troublée , pour  former  la  valeur  de  la  dis- 
tance moyenne  qui  lui  correspond. 

La  partie  non  périodique  du  rayon  vecteur  de  la 
planète  m troublée  par  l’action  des  planètes  m' , 
m",  etc. , est  égale  à 


a3 


da 


G"' 


,</AW 

da 


etc. 


En  augmentant  donc  respectivement  les  valeurs  de 
a , a',  ainsi  déterminées,  de  la  partie  correspondante 
à la  précédente  qui  se  rapporte  à chacune  des  pla- 
nètes m , m' , etc. , on  aura  la  distance  moyenne  de 
la  planète  au  Soleil  relative  au  mouvement  troublé. 

La  partie  de  l’expression  du  rayon  vecteur  dans 
l’orbite  troublée,  qui  dépend  du  même  argument 
que  le  premier  terme  de  l’équation  du  centre , se 
compose  des  deux  termes  : 


+ m'afe  cos  «—  a)  -j-  vnlafe ' cos  (nt  4-  e — v)  ; 


f et  f*  étant  déterminés  par  les  deux  équations  sui- 
vantes (*)  : 


rfAW 

da 


da%  * 


a* 


d’\Q) 
da * 


)• 


■*)  Supplément  au  livre  II. 
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il  sera  donc  facile  de  calculer  les  coefficiens  des  deux 
inégalités  précédentes,  et  l’on  pourra  les  réunir, 
dans  une  même  table , aux  inégalités  semblables  de 
la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur. 

■ Quant  aux  constantes  y et  II  qui  entrent  dans  les 
formules  du  mouvement  en  latitude,  et  qui  dépen- 
dent de  la  position  mutuelle  des  orbites,  on  les  dé- 
terminera au  moyen  des  valeurs,  rapportées  n°  88, 
en  considérant  le  triangle  sphérique  compris  entre 
l’écliptique,  le  plan  de  l’orbite  de  la  planète  troublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi- 
ner les  corrections  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude , résultant  de  l’action  mutuelle  des 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules'du 
n”  84  du  livre  II , et  des  chapitres  précédens. 
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THÉORIE  PARTICULIÈRE 

DES  SEPT  PLANÈTES  PRINCIPALES. 

CHAPITRE  XIII. 

Théorie  de  Mercure. 

95.  Les  inégalités  de  Mercure  indépendantes  des  ex- 
centricités et  celles  qui  dépendent  de  leur  première 
puissance, ont  été  calculées  par  les  formules  du  n°84 
du  livre  II,  dans  lesquelles  on  a substitué  pour  A(oî, 
A<0,  Aw , etc. , et  leurs  différences,  leurs  valeurs  ep 
fonction  de  bV , , b(P  , etc.  Il  en  a été  de  même 

î • a 

pour  les  autres  planètes.  On  a négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  Feffet  sur  la  longi- 
tude géocentrique  de  la  planète  serait  au-dessous 
d une  seconde.  Quant  à la  limite  qu’une  inégalité 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  : 

Soit  V cette  longitude,  r le  rayon  vecteur  de  la 
planète,  et  v sa  longitude  vraie  dans  son  orbite; 
soient  r"  et  v'' , les  mêmes  quantités  relatives  à là 
Terre  ; si  l’on  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure,  la  Terre  et  le  Soleil,  qu’on  nomme  p la 
distance  de  Mercure  à la  Terre,  et  qu’on  fasse 
p = a,  on  aura  , aux  quantités  près  de  l’ordre  du 
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carré  des  inclinaisons  des  orbites , 


f z=z  r"  \/ 1 — 2 a cos  (v*  — v)  -f-  a*. 

Si  l’on  différentie  cette  expression  par  rapport  à la 
caractéristique  «T,  en  ne  faisant  varier  que  r dans  a, 
on  aura 

« Sr  i—  r r“  cos(v"  — v)  ~| 

^ r"  L^/j ■x»coi{y" — * 

Le  même  triangle  donüe 

smV=  r-**l=2; 

F 

d’où , en  différentiant  et  en  substituant  pour  p et  df 
leurs  valeurs , on  tire 

•JVcosV= 

La  valeur  précédente  de  sin  V donne 

V/  p*  — r‘  sin*  (y"  — v) 


COS 


p 


ou  bien,  en  mettant  pour  p sa  valeur,. 

,T  I — «cos(v*  — v) 

COS  V =5  3=  ■ ; r:  ~ -pj—  :vr-  i,  ■■  :w:  .. 

[/  f — 2U  COS  (V  v)  -f-  «** 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  l’expression  de 
cTVcosV,  on  aura 

rvy  _ _g.iT  sin^-e)  .. 

* r"  ' | — 2«  cos  (t»*  — v)  -f-  * ’ 

le  maximum  de  la  fonction 

/ ' 1 

sia  (v"  — > v) 


correspond  à 


. i — a*  cos  (e"  — *')  + ** 


cos(v"  - »)  =7 -qfjî 
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ce  qui  donne  sin  {y"  — 1>)  = ~a.  En  substituant 

ces  valeurs  dans  la  fonction  précédente,  on  trouve  que 
ce  maximum  est  égal  à — - — On  a donc  dans  ce  càs 

° i — <* 

. V = — /"(*  — a*) JV.  (a) 

Si  Ton  suppose  cPV  = db  et  que  pour  r et  r"  on 
prenne  les  moyennes  distances  de  Mercure  et  de  la 
Terre  au  Soleil,  ce  qui  donne  r^i  et  «=0,3870981 3, 


on  aura  , » 

cfr  = qp  0,0000041 204* 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur dont  le  coefïicientserait  au-dessous  de  0,0000041 • 
Quant  aux  inégalités  du  mouvement  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons  toutes  celles  dont  le 

coefficient  serait  au-dessous  d’un  dixième  de  se- 

• * 

conde. 


Inégalités  de  Mercure  indépendantes  des  excentricités. 


JV  = (i  -f-  fx)  . 


o ,63 143 T sin  [rit  ~~  et  -h  %'  — «)  \ 
— a",58o5ai  sina(n'£ — nt  4 % — i)  j 
o'^aaô'Baa  sin3(nf£ — nt  + / — «); 


* r 


(f  4-  fS)- 


o", 18699a  sin  {n"t  — nt  + %"  — •)  1 

o",i53aaa  sin  a(/i"<-~  nt  4 *"  — *)  .J 

o",576447  ti  (n,T£— *.  nt  4 i,v — *)  y 

o", 119863  sina(n,v£ — nt  4-  *«* — «).  J 


* i 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen- 

tricités. 


o", «81459  sin  {nt  — é — a») 


cv  ■ > 


JV  = (1  4 //) 


4 (1  4 


1—  3", 843914  ? 

| — o",376ia«  s 
1 — 1", 607681  s 
4 o",a8o3o7  s 
f-  o",  168589  s 

V/N  i—  o",4a7ô86  s 
o",aa584t  s 


n (a n'i  — ni  4 W*  — s — s») 

n (a n't  — 3n£  4 *•'  — 3a  4 •) 

n {3n't  — snf  4 5»'  4 a«  4 et) 

n (4 n't  — 3n£  4 4/  — 3*  — a) 

n {n't  — an£  4 é — as  4 «)  v 

n (an"£  r-  n£  4 a»"  — • — ci)  a 

n (3n"£  — vit  4 3*'-—  a*  — ®).  J 


412  théorie  analytique 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  ' • 

Ces  inégalités  ont  été  calculées  par  les  formules 
du  n"  34*  D’après  les  rapports  qui  existent  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercure,  Vénus  et  la  Terre  , 
les  trois  quantités  5n' — un,  3 n ■ — n',  et  2 n — 4n#» 
sont  très  peu  considérables.  11  faut  donc  avoir  égard  „ 
aux  inégalités  dépendantes  des  angles  '5n't  — 2 nt, 
Sn't  — nt  et  2 nt  — tyi't.  On  a trouvé  ainsi  ; 

. ! X\Cc;r:;-.0  rsr  -•••  \\ 

„ I ‘i*,8n538*in(&»'t  — 3 nt  -+•  5t  — 3i  -f-  43°i8'3a")ï 
o v — U + b ) \L.0;,569837  »in  (3n'f  — nt  J-  3.'—  « + 4o«  35")/ 

-f-  (i  + /*") . o",a437 1 5 «in  (4 n“t  — ant  -+-  4«"  — a«  -f-  4 > i ' 48“)» 

Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  .des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Les  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, résultent  de  l’action  de' Vénus  et  de  la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à l’angle 
znt  — 5n't,  et  a été  calculée  par  les  formules  du 
n’  35  ; la  seconde  est  relative  à l’angle  nt  — ^n"t , et 
a été  calculée  par  les  formules  du  n®  43.  On  a trouvé 
ainsi  : 

tv  — (i  //)  8", 08764a  «in  (5 n't  — int  -f-  5*' — at  -+■  3o“  i3'36") 

H-  (i  + fd)  o", 557373  «in  (4«"f  — nt  -+•  4«” — < — i6“5*)'ao'). 

/•  « 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-dessous  de  un  dixième  de  seconde  ; on  peut  donc 
se  dispenser  d’y  avoir  égard. 
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CHAPITRE  XIV. 


Théorie  de  Vénus. 

g6.  Si  l’on  nomme  V'  la  longitude  géocentrique  de 
Vénus,  et  si  l’on  fait  ^ = æ,  l’équation  (a)  du  n°  g5 
deviendra  relativement  à cette  planète  , 
jy  = — ^(i  — 

• • , i , «i  V 

En  prenant  pour  r'  et  r"  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura,  n“  88, 
a = o,7233323o,  r"  =ss  1 j en  supposant  donc 
JV'  = 1*,  on  aura 

JV  = o",  00000  2 365 2. 

* \ "V1 

C’est  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d’une  se- 
conde sur  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  qui  seraient  au-dessous  de  0,000002.  Quant 
aux  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
comme  précédemment,  celles  qui  ne  s’élèveraient 
pas  à un  dixième  de  seconde. 


\ 


1 
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, Inégalités  de  y énus  indépendantes  des  excentricités. 


!4",639773  sin  (nt  — n’t  4-  s"  — s')  > 
4-  io",5()763<)  >in  a (n“t  — n't  -h  t"  — %')  I 

— 6", 709876  tin  3(n"t  — n't  4-  «"  — ,')  ! 

— °’i9774)4  »»n  4 (n't  — n't  4-  s"  — «')  j 

— o",3i9g58  sin  5(n"t  — n't  -ht"  — (')  l 

— o", 184478  sin  6(n"t  — n't  4-  s"  — (')  J 

. ,,  . ! Iuwi5i  sin  (n”t-  n't  -f-  (■»-  t')  1 

-r  ^ -r  h 0»>888587  Tt_  ,')  f 

4-  (»  4-  fi').  o*, 183197  sm  (n't  — n't  4-  i”  — 1'), 


. / — o1’, 0000002909 

14-  o", ooooo35486  cos  (n"t  — n't  4-  «“  — 

/»'  e=  (1  4-  /«*).  <4-  o“, 00001 5i6^o  cos  a(n"t  — n't  -£  i"  — Z)  « 
I — o", 0000 iag653  cos  3(n"t  — n't  4-  (" — é) 

‘ — o", 0000022^36  co#  4(«''t  — n't  -h  t’  — •')  . 

{— • o", oooooo3 1 45  -1 

-h  o", ooooo4g5 13  cos  {«,Tt—  n't  4-  (*» — ('4  | 
— o'',oooooaai85  co(  a (n"t — n't  4-  s,T—  t').  j 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  exceji- 
, , -,  incités.  -, 


^ = (H - /1)  o“,8496a7  (in  a (n't’ — nt  4-  a»'  — t — a) 


- (■ 


4-(t 


o*,i  i84ao  sin  ( n"t  4-  s"  — »") 

4-  o',i5oao4  sin  (an"t  — n't  -f-  as"  — 
— o",io5i83  sin  (an"t  — n't  4-  a»"  — 
I — 1", 406900  (iu  (3n“t  — an't  4-  3»*  — 
4-  4-  4", 4 19290  sin  (3n*t  — 3 n't  -h  3t“  — 

| — o", 375773  sin  (4n“t  — 3 n't  4-  4«“  — 
+ o", 878647  sin  (4n“t  — 3 n't  -f-  4«"  — 
o",63636o  sin  45n*t  — 4n't  4-5s"  — 
a",o365go  sin  (.5 n"t  — ^nt  4-  5t"  — 
4-  /«“)  0,754401  sin  (3n*t  — a n'<  4-  3s*  — ai' 
t — i*,5a5383  sin  (n,rt  4-  t"  — s»1'’) 

. , j <J",3a3658  sin  (an**t  — a n't  4-  as'** 

14-  o", 3.55753  sin  (an?-*t  — r n't  4-  ai*'' 

( — o*,i658o6  sin  (Sn^f  — n't  4-  S*'»- 


t'  - 
t'  — 

a«'  — 
as'  — - 
3«'  — 

3. '  - 

4. '  - 

4.'- 

- •') 


•') 

»") 

»') 

»') 

•') 

•") 


s — 

as'  — 


-0  ( 

•")( 

a,v)  J 


‘ — (1  4-  hr)  o", 30896a  ski  (n't  4-  iv  — a’Y, 
td  = (1  4-  |Km)  o", 0000033689  cos  (5n"t  — 4n't  4-  5i"  — 4*'  — •“)  • 
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Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  de  deux 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 


D’après  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens 
niouvemens  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars, 
les  quantités  4 n'  — 2n  > — 3 ri,  /(ri1 — m*  et 

3 nm — ri , sont  très  petites  toutes  les  quatre;  les  iné- 
galités qui  dépendent  des  angles  /(rit  ■ — znt  , 
5nnt  — 3 rity  Arit — %rit  et  3 rint — rit,  croissent  donc 
avec  une  grande  lenteur,  et  pourraient,  par  la  même 
raison,  devenir  sensibles.  On  a trouvé,  en  les  calcu- 
lant, . ' v 

fié  ■=  — (i  4-  /k  ) «",355878  sin  (\nft  — a/if  4-  — a*  — 39° 3o'  3o") 

— . (1  -f*  [/.")  1 ",39911 70  sin  (5 n"t  — 3 n't  4-  5t"  — 3i'-f*  aix°  54' 

-f.  |*,384i64sin(3«»£-  ^4-3^—  /4- 85° 53' 9") . 

. ..  ! . . ■ . * \ 1 . ' . . < ■ • » 

L’inégalité  dépendante  de  l'angle  /(ri'-^-zri  ne 
s’élevant  pas  à un  dixième  de  seconde,  nous  ayons 
cru  inutile  de  la  rapporter  ici  ; il  en  est  de  même 
d’une  inégalité  dépendante  de  Fâction  de  Mercure  et 
de  l’angle  3 rit  -~nt. 


Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois  di- 
mensions des  excentricités  et  des  inclinaisons. 


IiS  = (i  4*  ju)  i *,356877  8*n  (unt  — 5/i'f  4-  •»«  — 5*'4-3o°  i3'  37"). 


Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  pro- 
duits de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. 


<JV':s=(i  4 -fjLu)  a",7 17796  sin  (i3/j "t  ~8*i't+  i3i" — 8*'  — 4°®  44'  34"}* 

Cette  inégalité,  remarquée  pour  la  première  fois 
par  M.  Airy,  a été  calculée  de  la  manière  suivante 
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On  a d’abord  déterminé  par  les  formules  du  n°  44  f 
l'inégalité  correspondante  relative  a-  ja,  Terre  que 
nous  donnerons  plus  loin 7 et  en  la  multipliant  par  le 

t>  . •’  *«  \J  f-:,  • Jfï»  / ■ ^ ' f * 

facteur  — . — ■ — on  en  a conclu  1 inégalité  prece- 

dente  de -Vénus.  * * . - : . • • * 

• •"  . » 

• . . ‘ • • . ' . * • . ' f . \ ■» 

Inégalités  du  mouvement  de  Vénus  en  latitude . 

» • 

Au  moyen  des  formules  du  n°  32,  on  a trouvé 

* * 1 . » * n*  v **  '•  } < ï 

} o'v  15445 y -«y.,  / r ■ i.  •. 

^ ' l 4-  o", 289097  sin  (5n"f  — 4n*  -f-  r»«"  — \é — <*')  J 

— (1  4-/0  o",  1024 17  sin  (3nwf  — 2/i'i  4-  3»'*  — 2*'  — Iïw) 

— (i -h/u,T)o",i6i4tosin  (an*v« — n'x4-a«,v—  t' — Iï‘»)  , 

représentant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de 
l’orbite  de  Mars  , et  n,v  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  l’orbite  de  Jupiter  sût*  celle  de  Vénus.  En 
vertu  des  valeurs  rapportées  n°  88,  on  trouve 

i.  *.•••'  «*  » . • . v r.  * * ’ * * .y  » - w'j 

nw=  ioo°  8'33',  . • 

* • : * . . » ' - k . 7 . * ■*  r 

IT’ = 6i°23'28';.  - '*  • - 


’/i  U 


•t4. 


les  autres  inégalités  de  la  latitude  étant  insensibles  et 
ne  s’élevant  pas  à. un,  centième  de  seconde*  il  est 
inutile  d’en  tenir  compte. 

< , V*.  * « 


•«tv  ï t r-  V.  \ ^ '+ 


! ' i 


* à. 


* ü'*  .'O  ,'»V*  u ‘ \ 

r ’ 

■ < «« \ • vu;  « * \ v.\ 

. \ o/'  > 

* ’ / 'a  -V  ‘ * * 


, - s ri  U-  * • , 

*«  J;  '*/!»(  fcl  ’ i»  'ïl 

,s f T”»»**  :(L  'J.  *'v*r«  ,*lu  / 14î  ■ n , T*jA  't 
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. /CHAPITRE  XV. 
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4*7 


* r 


Ci' 

•* 


• f 


Théorie  du  mouvement  de  la  Tçrre. 


97.  Soit  V'  la  longitude  géocentrique  de  Venus,  a 

étant  supposé  égal  à p , V'  sera  fonction  de  a et  de 

(v" — v') , et  dans  le  cas  du  maximum  de  V',  on  aura, 
par  le  n°  g5, 

ik 


JT 


1 — 


Si  dans  a on  ne  fait  varier  que  r",  on  aura 
«fa  = 


‘prî  par  conséquent. 


«M  = r"  - 


«TV'. 


En  faisant  «TV'  =d=  1",  et  en  prenant  pour  r'  et  r" 
les  moyennes  distances  de  Vénus  et  de  la  Terre  au 
Soleil,  on  aura  r"=^i,  et  r1  = o,7a333a3o;  par  con- 
séquent, 

<fr"  = ± o,oooqq3i94. 

Considérons  maintenant  une  planète  supérieure.  Soit 
V'"  la  longitude  géocentrique  de  Mars  ; en  supposant 
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- — rl  on  aura,  dans  le  cas  du  maximum , 

**  jj"  * ' ...  w r . * *. 


vTji  v TV 

S? 


S',11  = r"'  (i  — «*)  J'V 


///  . 
> 


et  enviant  pour  r"  et  r"'  les  moyennes,  distances 
de  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil,  ce  qui  donne 

r,n  = î,  5^36952, 

et  = o,6563oo3o; 

çn  supposant  JV'"  = ± i)  on  aura 

JV"  = ± 0,000004207. 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  de  J'r"  dont  les 
coefïiciens  seraient  au-dessous  de  ±0,000004.  Nous 
négligerons  d’ailleurs,  comme  précédemment,  les 
inégalités  du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude 
qui  seraient  au-dessous  de  un  dixième  de  seconde. 

Inégalités  de  la  Terre  indépenddntes  des  excentricités. 


5", o44545  sin  ‘fa'i  — ’ ’ + * — 

5W, 7358oo  sin. 2 {n't  — n"t  -+*  *'  — 

= (*  + f*0-4  o'Sôg'tfgG  sin  3 {n't  — n"t  -f-  «'  — 

0*,2!4943  8*n  4(n  ^ — n>lt  — 


O 

O 

O 


r,  o", 294344  sin  . 

+ (i -4-  à", 398944  sin  *inWt  ~ n"f  ■+*  •" 

, l—  o", 145253  sin  3 {nwt  — nmt  4-  «* 


-f-  t"  - .") 


» T 7", i47235  sin  (n*vt — rJ't  -f-  «,v 

. * ï jl  - ^«^4  •«“  %xttV  »•*'■+■’ ,xy 

* * / I-  o\i69865  sin  3(«»U,~  n“£  + t»v 

* .‘î*..  • A ’ t * • ' **  • * * 

f o",4a°5*7  siu  {nyt  — n"t  + *T  — 
+ (>  + f‘T)- o",  106186  sin  î(n’«  — «”t  + •’  — 


•*)} 
O J 

- ’■')  1 

:Si 

m- 


ér"  = (t  + M 

j 1 


0,0000057218  cos  (n  t — n't  -h  é Oc 

• O 


,v  f — °» 

* o,ooooa63449  cos2 (n't  -**  n"£  Hr  * 


f-f.  0,9000161375  cos  »"*  4*  »,v 

(ï  0>0000092I32  C0S2(/I‘’£ 


n"t  -+•  «,T 


l 

- •*>  1 
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Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance 
excentricités. 


4'9 


des 


= (.  + /,')• 


o",iî3gaç)  s 
o*,  138746  s 
| — o",i6o38g  si 
| — 3",5o  j6ig  si 
\4-  1",  116067  * 
| — a", 084316  • 
J 4-  o",6856ga  s 
o", 106780  s 
» — o", 756375  s 
‘".4'577«  « 
°'>456ggo  fi 


in  (m't  — nut  4-  31'  — _ *") 

in  (1  n‘t  — n't  4-  a,«  __  .") 

in  (an"/  — n't  4-  a,*  M') 

in  (3n"t  — m't  4-  3."  — a,'  _ *") 

in  (3n"t  — an'/  + 3i"  — a»'  — a'  ) 

in  (4«*t  — 3n'z  4.  4,"  — 3/  _ *«) 

in  (4n"t  — 3n't  -f.  4,"  — 3.'  *') 

in  (5 n"t  — 4n'e  4-  5."  — 4,'  — „") 

in  (a nmt  — n"t  + ai*  — „*) 

in  (an*!  — n“t  4-  ai* 

n (3n*t  — an"!  -f.  3.»  _ a,- 

n (4n“t  3n''/  4-  41»  _ 3," 

in  (n'»t  4-  t‘» — »") 
n (n**!  4-  »‘t  — a'») 

n (an 'T! — n"t  a,i» » 

in  (an  ‘ 'f—  n"l  -f.  ai1»—  i" 

in  (Sn'u—  an"t  4-  3i*»—  ai" 
in  (an"t  — «'»!  4-  ai"  — «■ 
in  (nst  -+-»»  — a») 
in  (a n»t  — n"t.4-  ai» 

^ = — (1  + fé)  .0,0000047495  cos  (4n"r  —3n'l  4-  41"  — 3i'  — a") 
— (1  47fa‘»). 0,0000030789  cos  (a n’*/—  n"t  4-  as*'»  — a"). 


4»  (1  4 •/*■»). 


o“j5p7aoa  s 

o", 3o6587  8 
I — a",576i8i  s 
J — i",5i4a44  s 
j 4-  o",6x5o64  s 
f — o",55i  13g  si 
o",i5m4«  s 


4-  (>  4-  /.»).  * 

( — o ,i3o375  si 


- ( 
- a*"  - •")  ( 
- 3i"  — «-)  J 


— •") 

- •■») 
- «'") 
r—  «>T)J 


T ~ 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 


des 


D’après  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Vénus,  la  Terre  et  Mars,  5 n"  — Zri 
et  jnm — 2 n"  sont  de  très  petites  quantités  ; les  iné- 
gali  tés  qui  ont  pour  argument  5n"t — 3 n't  e t ^n'"t — zri'l 
croîtront  donc  avec  une  grande  lenteur,  et  pourront, 
par  cette  raison , devenir  sensibles.  En  les  détermi- 
nant par  les  formules  du  n“  34,  on  a trouvé 

tv"  = (i  4-  /*')•  I ".073 169  sin  (5 n’t  — 3 n't  4-  5s"  — 3«'  4-  ai»  a'  18") 

4-  O 4-/<*). o'' ,684673  sin  {$nmt  — an"<  4-  41“  — '«*4-  67° 48'  56"). 

3?.. 
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Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  eldesproduits 

de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

L’inégalité  de  cet  ordre,  qui  dépend  de  l’argument 

8nt,  peut  devenir  sensible,  parce  que,  en 

vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mou- 
vemens  de  Vénus  et  de  la  Terre  , i3n"— 8n'  est  une 
très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
mules du  n°  44  > on  a trouvé  (*) 

W ±=  a", o4qi54  !>in  (8n'i  — i3n"i  4-  8»'  — 1 V -+-  4’° 

• > 

Inégalités  du  mouvement  en  latitude. 

Par  les  formules  du  n°  86  du  livre  II,  on  a trouvé 

fs><  — (i  4.  ju').o",aa335a  sin  {^n't  — 3 n't  -f-  4»“  ~ 3*  a ' 

+ (,  +/lt.T).o",i66-6rsin(a/i'n—  n"t  + a«'*  — / — “”)• 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires  de  l'orbe  terrestre,  de  l'équateur 

- et  de  la  longueur  de  t année. 

g8.  Dans  le  n°  91  nous  avons  donné  les  variations 
séculaires  de  l’excentricité,  du  périhélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  1 orbe  terrestre , 
en  avant  égard  à la  première  puissance  du  temps.  Mais 
la  grande  influence  de  ces  variations  sur  tous  les  phé- 
nomènes célestes,  puisque  c’est  au  plan  de  l’écliptique 
que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  obser- 
vations, nous  obligent  à les  déterminer  avec  plus  de 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  i836. 
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-précision^  et  à considérer  les  termes  de  leurs  valeurs 
«dépendons  du  carré  du  temps. 

En  déterminant  parle  n°  65,  livre  II,  les  différences 


• . m f dcx*  dux*  dé*  du* 

secondes  des  quatre  quantités  ~dt9~di* 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  masses  planétaires  du 
n°  87 , on  a trouvé 


d*pu_ 


0*,’00000G44°34  y 

o*,  00008991 36, 


d’»m  __ 
df  ~ 

d'q*  _ 
dt * 


■+■  o",oooi5335oi , 
o*',ooooi4735a6. 


- ‘ » n " ' ' \ 

En  joignant  ces  valeurs  à celles  de  ^ , etc.,  don- 

y * 1 ' 1 

nées  n°  91,  on  a conclu,  n°  65,  livre  II,  pour  un 
temps  quelconque  t,  les  expressions  suivantes  de  e,f , 
[i?9  p"  et  q"  : ' 


e"  = e“  — or',ogo3585^  — o",ooooo5220i7£a, 
&/'=»"  + ii",i74^1^  + o",  0000766750^, 
p"  = ' o", 064960*  + o",oooo  199568**, 

q'1  = — o ",488566*  + o",  00000736763**; 

* % J j « »*  •»’ . • 

les  valeurs  de  e\ , co\ , daus  les  seconds  membres , se 
rapportant  à l’origine  du  temps  *,  c’est-à-dire  à , 
l’époque  de  1800. 

Nous  avons  donné  dans  le  n°  92  les  valeurs  finies 
de  p!l  et  <7",  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
minent e " et  co"  ; ces  valeurs  se  présentent  sous  la 
forme  suivante,  sin  (g*  + S)  et  2B  cos  (gt  -f-  £), 
et  s’appliquent  à un  temps  quelconque,  avant  ou 
après  celui  que  Ton  a choisi  pour  époque.  Cependant 
on  a vu  que  les  difficultés  du  calcul  qu’exige  leur 
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détermination,  et  l’incorrection  qui  peut  exister  en- 
core dans  les  valeurs  de  quelques-unes  des  masses 
planétaires  , doivent  laisser  quelque  incertitude  sur  la 
précision  des  résultats  ainsi  obtenus.  C’est  pourquoi 
il  est  préférable,  pour  la  détermination  des  élémens 
de  l’orbe  terrestre , d’adopter  les  précédentes  for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vrai,  s’étendre  qu’à 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l’époque 
qu’on  a choisie,  mais  qu’il  sera  facile  de  corriger 
et  de  rapporter  à une  nouvelle  époque  à mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  les  masses  des  pla- 
nètes (*).  Les  changemens  que  ces  masses  ont  subi 
dans  ces  derniers  temps  nous  engagent  à reprendre 
ici  les  formules  de  la  précession  des  équinoxes  et.  des 
variations  de  l’obliquité  de  l’équateur,  soit  par  rapport 
à l’écliptique  fixe,  soit  par  rapport  à l’écliptique  vraie, 
que  nous  avons  présentées  dans  le  n°  54  du  livre  IV. 
Nous  avions  adopté  alors  les  valeurs  de  p'1  et^w  cal- 
culées par  M.  Bouvard , mais  ces  valeurs  différent , 
comme  op  peut  le  voir,  de  celles  qui  ont  été  rapportées 
plus  haut;  et  d’ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époqrie  dans  la  théorie  des  perturbations  plané- 
taires l’année  1800,  il  est  nécessaire  de  rapporter 
aussi  à cette  époque  les  variations  de  l’écliptique  et 
de  l’équateur. 

Les  valeurs  finies  de  p " et  q"  se  présentant,  la 
première  sous  la  forme  de  S.Bsin  ( bt  -f-  €),  la 
seconde  sous  la  forme  de  2 .£  cos  (bt  -f-  €),  si  l’on 
développe,  cpitome  dans  le  n®  33,  livre  V,.  ces  quan- 


(*)  Voir  les  notes  à la  fin  du  volume. 
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tites  en  négligeant  les  puissances  du  temps  supé- 
rieures à la  seconde,  et  qu’on  les  compare  ensuite 
à celles  de  p"  et  q"  données  plus  haut,  on  trouve 

2.B6  #inC=  <>",48356 fi,  2.BAcosC=  o", «64960, 

2.B^*sin  C = — 0^00003991 36,  2.B&*  cosC  = — ow,ooooi 4^35^6 . 

i 

Maintenant,  en  nommant  6 l’inclinaison  de  l’équâteur 
à l’écliptique  fixe  de  1800,  0' l’obliquité  de  leclip- 
tique  vraie,  la  précession  des  équinoxes  par  rapport 
à lecliptique  fixe,  et  la  précession  relative  à l’é- 
cliptiqùe  vraie, et  en  neconsidérant  que  les  variations 
séculaires,  on  aura,  u°  34,  livre  IV, 

6 h -f-  i /’2.  B/A  c<>»  C, 

V =h  — tX.Bi  ninC—  - r2.B  (l  -f-  b)b  cos  C, 

, 2 

4 = lt  — t*  cotîhX.lb  &\n  C, 

+'=!(/ — cot/*2.B6  cos  — — r2.B/AsitiC-f--co|Ai.B/»**iûC 

Vsin  2h  2 

h étant  l’obliquité  de  lequateur  au  commencement 
de  1800,  et  It  le  moyen  mouvement  des  équinoxes 
à la  même  époque , rapporté  à l’écliptique  fixe. 

D’après  les  recherches  les  plus  récentes  de  M.  Bes- 
sel,  la  précession  annuelle  rapportée  à l’écliptique 
vraie  était,  en  1-800,  égale  à 5o"2a35o;  on  aura  donc 
ainsi 

/ — cot  h 2.  B b cos  € — 5o",2  235o; 

l’obliquité  de  l’écliptique  était,  à la  même  époque, 
de  23°  a-/  54"8;  d’où  l’on  a conclu 

h = 23*  27'  54", 8,  l = 5o",373i5. 

* 1 . . . t . 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
2 . Bb  sin  6,  2 . B6  cos  6,2.  Bb*  sin  6,  et  2 . B b%  cos  6 
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nnées  pins  haùf  ^îes  forüjuîfes  (o)  deviennent 

fl  = 23*  27'  54", 84-  .t^a'^ôo'Qop^oSiiS  , , 

0'  =23*  27' 54", 8—*  o,',4885ëë^-^  o^,ooooo5645o, 
4 = t 5o",573i5  — t*  o",oo0  to^QQï  > , 

4»,=?=  < 5o",2235o  -j-  Z*  o",oooxog^4j^(  . . , ' 

Ces  formules  diffèrent  peu  de  cellesqjue  pous  avqns 
données  dans  le  u*  34  du  livre  IV  ; mais(  rmeyerreur 
facile  à réparer  s’était  glissée  dans  celles-ci;  t nous  j 
avons  supposé  la  précession  moyenne  des  équinoxe^ 
relative  à l’écliptique  vraie  égale,  eü  1 j5o,  à 5o", 
tandis  que  c’était  la  valeur  de  la  précession  moyenne 
relative  à l’écliptique  fixe  (*). 

Les  formules  précédentes  peuvent  s’étendre  de  mille 
à douze  cents  ans  avant  et  après  l’instant  que  l’on  a 
choisi  pour  époque  ; on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, vu  leur  imperfection. 

L’angle  0'  représente  l’obliquité  moyenne  de  l’é- 
cliptique. Cette  obliquité,  conclue  de  l’observation 
des  solstices  d’été,  faite  à Paris , dans  les  années  1812, 
i8i3  et  1814,  par  MM.  Arago  et  Mathieu,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  9", 40  pour  le  coefficient 
de  la  nutation,  était,  en  1 81 3,  égale  à 

23°  27' 49", 28. 

* * -,  , 

En  faisant  t=.  12,5  dans  l’expression  précédente  de 
0',  on  trouve  ( 

fl'  25°  27'  48^69. 


(*)  Voir  l’errata  à la  fin  du  volume. 
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La  différence  entre  le  calcul  et  l’observàtiou'seraitdonc 
de  o",5ç).  Cette  différence  ne  serait  que  de  —ù",i5  en 
■calculant  0 par  les  formulesdu  n°  34  du  livre  IV,  mais 
il  EautJJes  observations  plus  nombreuses , et  faites  à 
des  intervalles  plus  considérables,  pour  pouvoir  juger 
avec  quelque  certitude  de  la  précision  des  formules. 

L’année  sidérale  es'f  • constante  et  égale , en  jours 
moyens  sl  5G5>  ,2560-j^^A’axmét  tropique  est  égale 
à l’année  sidérale’,  moins  le  temps’  que  . le  Soleil  met 
à décrire  l’arc  de  la  précession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi,  pour  la  longueur  de  l’année 
'tropique, 

. 36^,242219746  — <.0,0000000618482; 

d’où  il  suit  que  du  temps  d’Hypparque,  c’est-à-dire 
Cénf  vingt- huit  ans  avant  l’ère  chrétienne,  la  durée 
de  l’année  tropiqnç  était  de  *0^28  plus  longue  qu’elle 
ne 
alors 

jourd’hui. 

Comparons  aux  formules1  précédentes  l’obsérvation 
de  Tcheou-Kong  (*)  que  nous  avôùs  citée  ’ dans  le 

livre  IV,  — J 1 1 

1100  ans 
égale  à 

pression  de  0',  cette  valeur  est  alors  égale  à 23°5o'44',> 
ce  qui  ne  diffère  que  de  3’  197  de  l’observation 
chinoise. 

Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste , a calculé  l’ex- 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1827,  page  237. 
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pression  de  4/  pour  deux  époques  remarquables  : 
celle  où  le  grand  axe  de  l’orbe  solaire  coïncidait  avec 
la  lig  ne  des  équinoxes , et  celle  où  le  grand  .axe  de 
l’orbe  solaire  était  perpendiculaire  à cette  ligne.  A la 
première  époque , l’équinoxe  vrai  et  l’équinoxe  moyen 
coïncidaient;  dans  la  seconde,  le  solstice  vrai  coïn- 
cidait avec  le  solstice  moyen.  Voyons  ce  que  donnent 
à cet  égard  les  formules  précédentes.  Si  l’on  fait 
t ==  — 5907 , par  l’expression  de  \}/,  on  a 

4/  = 8i620/ 42"; 

't  . ' 

cette  quantité  prise  avec  un  signe  contraire,  sera  la 
longitude  de  l’équinoxe  de  1800  par  rapport  à l’é- 
quinoxe correspondant  au  temps  t.  L’expression  pré- 
cédente de  a"  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  l’orbe  terrestre,  comptée  de  l’équinoxe  fixe  de  1800: 
a"  = 8i°2o'3i". 

La  somme  de  ces  valeurs  prises  avec  leur  signe  sera  la 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l’équinoxe 
de  l’année  4107  avant  l’ère  chrétienne,  époque  qui 
correspond  à la  valeur  que  nous  avons  supposée  au 
temps  t;  cette  longitude  était  donc  alors  de  11".  La 
plupart  des  chronologistes  placent  la  création  du 
Monde  vers  l’an  4o°4  avant  l’ère  chrétienne;  l’é- 
poque où  le  grand  axe  de  l’orbe  solaire  coïncidait 
avec  l’iptersection  de  l’écliptique  et  de  l’équateur  a 
donc  précédé,  d’après  nos  formules,  d’un  siècle  en- 
vironna création  du  Monde. 

La  seconde  époque , celle  où  le  grand  axe  de  l’orbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à la  ligne  des  équinoxes 
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et  où  par  conséquent  le  solstice  vrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen , est  beaucoup  plus  voisine  de 
nous,  et  remonte  seulement  à peu  près  à l’an  ia5o. 
En  effet,  si  dans,  les  formules  précédentes  on  fait 
£ = — 555,  on  trouve 

4'  = — 7*44'o"> 

==  97#45'47". 

En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  avec  leur  signe, 
on  aura  go°  \’  typ  pour  la  longitude  du  périhélie  de 
l’orbe  solaire  comptée  de  l’équinoxe  mobile;  en 
sorte  que  l’instant  où  cette  longitude  était  de  90°  ré- 
pond à peu  près , d’après  nos  formules  , à l’an- 
née 1245;  mais  l’incertitude  dès  éjémens  employés 
dans  le  calcul,  comme  l’observe  Laplace,  peut  en 
laisser  une  de  quelques  années  dans  ce  résultat. 
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Théorie  dé  Mars. 
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Mars,^kal’iQn&  le  cas  du  maximum 

- vr-^^rrïirrl;) T^TyfnoT*/  • :»?;• 


-de  "V% 


nHOty 


JW  = (i  — d*)  J'VW.  V * 

La  valeur  de  a en  ne  faisant  varier  que  r*  donne. 


J' a = 


; on  aura  donc 


r"3 


jv  = - >0  - 


si  l’on  prend  pour  ^ et  ^ les  moyennes  distances  de 
la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil  ; ce  qui  donne  r"  = i , 
r”1  — i, 5a569352  , a^=;o,6563oo3o.  En  supposant 

J'Y^^^'r^/onàufa' 

* ='siF'  0,00000640-4. 

- Nous  üég^éird®8'donc  liés  inégalités  du  rayon 
vecteur  dont  les  coéfficiens  seraient  au-rdessous  de 
0,000006.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
négligerons  toutes  celles  qui  ne  s’élèveraient  pas  à un 
dixième  de  seconde. 
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Inégalités  de  Mars , indépendantes  des  excentricités. 

ii>v=i  (1  + /«')  0*199493  sin  (n'*  — n?*  4-  •'  — *")  * 

• C • 6", 4647 17  sin  (n"*  — n®*  4-  s"  —*  «®)  > . 

4-  (1  o*, 89603  sin  a(n"*  — «•{  + •"  — »®)  l 

l — o",>  69287  sin  3(n"*  — n®*  4-  ta  — < ®)  J 

!24,/>7^6i6a  sin  (n,v*—  n®*  4-  «*T—  «®) 

— >3”, 767931  sin-  a(n>Y*—  n®*  4-  «,v—  O 
— i",i95o3a  sin  3(n,v*  — n®f  4*  *,v — *w) 

— o'',  174926  sin  4 (nIV* — n®*  4-  «IV — *m) 

. ■ v j 1", 285367  sin  (nY*  — hmt  4-  sv  — «®)  1 

+ (*  “**/*)•  ^—  o", 424390  sin  a(nv*  — rt®t  4-  «v  — O»/ 

__  / » «»  f o", 0000022071 ;t  • *} 

\ 4*  A»  — o", 0000 173497  cos  ( n"*  — n®*  4-  *"  — «®)  |I 
-,  ( — o", 0000067001  \ •» - 

1 / )+  o,/,oooo794i7o  cos  (n”t—  n"t  4-  «,v—  •*) 

” '*  J—  o", 0000687923  cosa(rt‘Y<  — n®*  4-  *,Ÿ~  **): 

[ — o", 0000070256  cos3(n,v*— - n®*  4-  «,T—  *®). 

' , * ' . V ■ « • ' — 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités , 

„•  * . \ * • ' * ' . * 

* • i •’  i%o34565  siri  (an®*  — * */* '4  a»*’— * «f  -4*  a»®)-.l 

» . « o", 239746  sin  (an®*  — nUy 4*  2**  — * «'  — »')  J 

/ * o", 647772  sin  . (n"*  4-  <"  — V*) 

,[ — o*,  124732  sirr  (an"*  n®*  4*  21*  — i®  — m9) 

9", 378 124  «in  (an®*  — v n"*  4»  a*®- — — a»®)| 

* , lr>  /4-  4/,*75oo41  sin  ( ’in-Wt — n"1  + 2*®—  *"  — »")’ 

’+t'  +li  '*W  o*, 604175  sin  (3n®*  — - an"*  4-  3^  - 2."  - o»") 

4.  o",7844°4  s,n  (3n**f  — an"*  4-  3«®  — a»"  — »")| 

4-  o", 578992  sin  (4n®* — 3»"*  4*  4,w  T 3«"  — a»®) 

4.  o",i  11193  sin  (5n®* — l\n"t  4*  5i*  — — a®),, 

5", 571930^  sin  ( n*vt  4-*«,v  — •*) 

5", 443704  sin  (.n*Y*  4*  *,Y  »,Y) 

— a3", 902520  sin  (ah* Ÿ*  — n®*  4-  a«,Y — »® — «®) 

4r  a",63oi57  sin  (an,v*  — n®<  4*,  ai* y—  1® — »‘v)i 

4-  a",33o85i  sin  (3nIY*  — ah®*  4-  3*‘v—  a»® — a»®) 

, — 3", 619980  sin  (3n*v*  — an®*  4-  3«,T—  2*® — a»,T) 

^ (*  4*  A<,T)*^4-  o", 223422  sin  l^niyt  -r  3/>®*  4-  4‘— 3«® — a9)  / 

— o", 357680  sin  (4n,v*  — 3 n®t  4-  4,IV“"’  3*® — o»*'r)|/ 

— a",9iî3oo  sin  (an®*  — niyt  4-  2f® — !*▼*-<  & j 

— o*, 20744a  sin  (an®*  — n*Y*  4-  21®—  **Y—<s«Y) 

4-  i", 880721  sin  (3n®*  — an,Y*  4*  3*® — 2*,v—  a»®) 

4-  o">aoia57  sin  (4n®*  — 3rt,v*H*  4*w,~’3»*v“-  a»®)j 
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Îo", 137834  sin  («'£  4*  •’  — •*}  ■ . ' 

— o", 665765  sin  (nrt  4-  »’  — av) 

— i*, 7 17676  sin  (a/i'l  — n*t  4-  3iT  — t*  — »*) 

-f.  o",  126366  sin  (anTf  — nal  ■+■  3»T  — 1"  — ■’) 

H-  o",i5o3a3  sin  (an*»  — n't  -(-  2»®  — «T  — •*). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  dçs  produits  des 

excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites . 


I<es  inégalités  suivantes  sont  les  seules  de  cette 
espèce  qui  paraissent  devoir  être  sensibles , en  vertu 
des  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouve- 
mens  de  Vénus,  la  Terre,  Mars  et  Jupiter  : 


4-  *0.6", 57838o  sin  (Wl  — n't  4-  3s®  -h  65*  i5“) 

f 1 %3o8452  sin  (3n*t  — n“t  4-3.*  — .*4-  73011'  55") 
— (1  4- /“”)•]  + 4>43u4sin(4n*< — m’i 4-4*1* — 2."4-67*40' 

14-  3", 465976  si  n (5«*<  — 3n*t  4-5.*  —3."  4-  68»  a3'  o") 

( — o”, 468675 sin  ( n**l4-  n*t+  »,T4-  .* — 53*  7' 47°) 
4\i  -f-  /*")•  < — i*,463ao9siù(3n"'l4-  a«‘’4-  6o»  3") 

i",3i  i633 sin  ( — nwt  4*  t,T — .*4-54°  4^3 


17°)  3 

I°)J 


On  peut  réunir  la  dernière  de  ces  inégalités  à l’i- 
négalité indépendante  des  excentricités 

( 1 -f-  ft,T)  24", 7461  62  S*Q  e,T  — ew)  ; 


leur  somme  donnera  l’inégalité  suivante 

(1  4-  (*")  35",5a748a  si 4 (n,Tt  — nmt  4.  »>.—..*  4.  a°  24'  II"). 


Pour  les  inégalités  correspondantes  du  rayon  vec- 
teur, on  aura 

. . ..  f4- 0.0000064979 cos  (4«*t — 3n"*4- 4** — 2." — 58°,5i'5o")  î 

■•V1  — o,ooooo6g4o5  cos (5n*I — 3n*<4-5«* — a."4- 68*  27' 38")  J 

t,  , „>  ( o, 0000081004  cos  (2nt  4-  3»  + 6o*  17'  5a")  1 

**  ’ 14*0,0000043007 cos (n,TI — n*l  + 1" — 1*4-59°  8' 57").  £ 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à l’i- 
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négalité 

(l  + ft")  0,0000794 170  co«  (n "t  — n"t  -h  t"  — 1")  j 

c’est  par  cette  raison  que  nous  •l’avons  conservée , 
quoiqu’elle  tombe  au-dessous  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayon  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  donne  la  sui- 
vante : 

t'  , 

(1  4-  /*")  o,oooo8t653a  co»  ( n"t  — nmt  + «,T  — *”  4-  a°  3i'  54"). 

Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n’est  affecté  que 
d’inégalités  très  peu  sensibles.  En  désignant  par  n1* 
la  longitude  du  nqeud  ascendant  de  l’orbite  de  Jupi- 
ter sur  celle  de  Mars,  les  seules  de  ces  inégalités 
qui , s’élèvent  à un  centième  de  seconde,  sont  les 
suivante^  : ‘ ' 

il"-  (X  -h  J ‘*'.■>95575  »in(n''4r*",—  n'’) 

l4-»",4o3a69  »io  (an1*  — n"i  4-  □•'*  — »*  — n1*). 

on  a d’ailleurs 

• >•'  = i°a4'45", 
n"  = 2°5?3i"; 

en  nommant  y'1  l’inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 

* , 4 

biles  de  Mars  et  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  XVII. 


Théorie  de  Jupiter. 

j 

ïoo.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes, 
celles  qui  sont  assujetties,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  aux  inégalités  les  plus  considérables. 
Leur  théorie  mérite  donc  une  attention  particulière. 

L équation  . 

U = (i„— 

ra 

en  supposant  a = — et  en  ne  faisant  varier  que  r,T 
dans  a,  donne 

Jr"  =z^-Ç(i  — 

Si  l’on  prend  pour  r"  et  r"  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Soleil , et  si  dans  le  cas 
du  maximum  on  suppose  cTV1’  = de.  i",  on  aura 

eJV,T  = =f=  0,0001  2Ô5o4- 

On  peut  doue  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur qui  sont  au-dessous  de  :q=o,oooi3.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons,  comme  précédem- 
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ment,  celles  qui  seraient  au-dessous  d’un  dixième  de 
seconde. 


» 

Inégalités  de  Jupiter  indépendantes  des  excentricités. 


tv"  = (1  + sin  (n"t. — n’rt 

79",ai3453  sio  (n’t  — 

| —195", 5a4778  sin  i(nvf  — 
I — i6",3ai34i  sin  3 (nTt  — 
('  + /*’)•/ — 3“,753g96  sin  4 (»Tt  — 
J— ' >",157971  sin  5 [nrt  — 

I — o", 409804  sin  C(n»i  — 

' — o",r634g6  sin  7 (n't  — 

(1  f sin  (n”£  — 

1 ^ ’ l—  o", 58554g  sin  1 (n-i  — 

!—•  <^0000593610 
4.  0,0006474651  cos  (n't- 
— 0,0017707579  cos  a (nTt- 
— 0,0001890087  ct>s3(hT£— 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 
excentricités.  ' 

Plusieurs  de  ces  inégalités  étant  considérables,  on 
a dû  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  leurs 
coefliciens.  Pour  cela,  pn  a calculé  ces  inégalités  pour 
deux  époques  différentes,  en  tenant  compte  de  la 
variation  des  excentricités  e,v  ete"  durant  cet  inter- 
valle, et  l’on  en  a déduit,. par  la  méthode  du  n°  66, 
la  variation  du  coefficient  dë  l’inégalité  pour  un  temps 
t quelconque.  On  verra  plus  loin  qu’en  tenant  compte 
du  carré  de  la  force  perturbatrice , on  a 

cTe1T  = o ,3iî^oq,  of,,j!565i. 

En, -n’ayant  égacd  qu’aux  variations  des  coefliciens 
qui  surpassent  60"  dans  l’expression  de  JVT,  on  a 
TW’IS^  28 
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/ 8", 249070  siu  (n't  4- 

^ — g^aSgoafi  sin  (n't  -*•  «»  — a») 

— (i3a",59fioo4'lo'',oo4i9a32)sin(2n»(-n,»£4-2f»-i'»-»*») 

+-54",i0i90osin  (an»t  — n«»t  4-as»  — «»»  — V) 

— 4a",6o44;g  sin  (3n»t  — a/i'»l4-  3t»  — a*‘»—  a-») 

4-(8r,  i4'|7oo-<o,oo,5i6oo8)iiri(3/ivl-2n,»t+3«’-2t,*-B»)  I 

4.  7*j5î}44i5  sin  (4 n't  — 3n"<4-  4»T  t-  3»,ï—  «■»)  1 
|—i 4", 930.790  sin  (4 n't  — 3/>,,t+.4*v  — 3»,,r—  «’) 

4.  i.“,oo3g85  sin  (5n»t  — 4n‘v*4-  6«»  — 4*‘T  '*") 

— a", 657290  sin  (5/ivt  — 4n'»t4-  5«v  — 4»‘  «') 

4.  o", 3goa43  sin  (6rt»<  — 5n,»t4-  G.»  — 5*1»—  a’») 

_ o", 872467  sin  (Gn’t  — 5n'»«4-  Gt»  — 5,'»—  a») 

4-  o",i43o44  sin  (7/1  »«  — 6n»»£4-  7‘v  — 6«‘v—  a1») 

— o",3no34  sin  (7»«v£  — 6n”t+  7»’  — 6»“—  a») 

— 4", 990673  sin  (an 1 vt  ■ n't  4-  a.1*—  t»  — a”) 

— o", 544263  sin  (an1T£ — n't  4-  ai1'—  s*  — a») 
4-ia", 339020  sin  (3 n"t—  tn't  4-  3«<v—  2.'  — a”) 

— o", 336643  sin  (3/i  "t—  a n't  4-  3s1*—  as»  r- a») 

4-  ,",537154  sin  (4/ilvl—  3 n't  4-  4«‘»—  3s»  — a'») 

— o“,i65iüi  »in  (4»*U— ' 3 n't  4-  4‘”—  3«»  — •’) 

4-  o''.34i737  sin  (5n'»<—  4n»'  4-  5,"~  4‘v  — »,T) 

o", 134677  sin  ( n"t  4-  1»'  — *‘») 

— o“, a5557S  sin  (n"t  4«»‘  — “»*) 

— o", 581395  sin  (an»‘i  - n"l  4-2•ï,—  s*»  — a>») 

4-  o".,  11 1548  sin  (a n"l  — n"l  4-ai»'  — t,v  — »”)  . 

o", 139025  sin  (3*”£  —2/1*»'  4-3,»'—  a,1»  — a”), J 

f—  o, 000279613  cos  (a n't  — n'»£  4-  ai»—  t,v — a,v) 
0,00016147.4  cos  (an»i  *—  n"t  4-  2,»—  s'r— a») 
IV-  0,09043*528  cos  (3n»l  —2 n"t  4-  3s»—  2,*»— a*«) 
'4.  o', 000865468  cos  (3 n't  —2 n"t  4-  3«»—  a,'»— a») 

(4-  0,000120471  cos  (40»!  — 3n'»t  4-  4«v-  3«'»— a,v) 

— 0,000231907  cos  (4«vl — 3n‘»t  4-  4,T — 3»*»— a») 

— 0,000128802  cos  (3n<»£— an»£  4-3i'»—  a«»  — a'»).; 

* Inégalités  ^dépendantes  des  carrés  et  des  produits*  des 
excentricités  et  des  inclinaisons. 


4-(i+/*T,>- 


3'r>»=(i4-f‘ï).. 

cr‘ 


10 1 , La  plus  considérable  des  inégalités  de  cet  ordre 
est  celle  qui  résulte  de  l’action  de  Saturne  et  qui  dé- 
pend dé  l’angle  5 n’t  — 5n'H.  Comme  5 n'  — a»,v  est 
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une  très  petite  quantité , à cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilité  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes,  l’angle  5 rï't  — 5n't  diffère 
très  peu  de  n'yt;  on  a donc  fait  usagé  pour  calculer 
cette  inégalité  de  la  formule  (A)  du  n°  34  et  à cause 
de  la  grandeur  dè  son  coefficient  on  a eu  égard 
dans  son  expression , à la  variation  des  élémens  de 
l’orbite  de  Jupiter,  par  la  méthode  du  n°  29. 

On  a trouvé,  par  le  n°  58,  cette  inégalité  en  1800 
égale  à 

' — 84', 938oo  sin  (Sn**  — 3n,¥  -4- Si*  — 3*,v), 

-f-  i3f>",953io  cqs  (5n*t' — 3 n"t  -f*  5tT—*  3«,r)  , 

et  en  2000  égale  à 

— 77"ti®o3  si»  (5 nyt  — -f-  S**  — 3»*’), 

-f-  i38",i35G7  cos  (5nSf  — 3n'Tt  -f-  5iv  — 3«'v)  ; 

d’où  l’on  a conclu,  pour  un  temps  quelconque,  cette 
inégalité  égale  à • . 

— ( 8.}“, 9^800  — t o", 0393498)  sin  (5 nrt  — 3n**t  -f-  5tv  — 3ilv), 

4*  (i38%i3567  -f*  t o",oo59ra8)  co«  (5/iti  — 3 n*yt  4*  5tT  — 3t**) , 

• . , N * 

' * ' • . * N * 

ou  bien,  en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  seul 
par  la  méthode  du  n°  5o , . ' ,■  . 

JV,,=  — 14937  — t o",oi36lG) sin  (5nTt  — 4- 5,'—  3i,y 

1 — 58°u'34"  — l.45",3to). 

*s'»  • , » 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en 
longitude  dépendantes  du  carré  des  excentricités,-  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) , (B) , (G)  et  j^D) 
du  n°  34  J on  a trouvé  ainsi 

28.. 
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o",7/,34o5  sîn  ( n't- f-  «V+«IT  +67°  # *?) 

L—  5",33<$3o6  sin  (an^-f-a**  -j-  i5°56'a4") 

l+nViÿis  sin  (3 nu-n^t  -f-3«v— *«v  +79°39'48") 
/j; »▼==(! •+•/«▼)  \ — r^'', ^89891  sin  (4^t-2n«v^4sv_-a«-~37° 

J4.  575570  sin  (6n*t — 471*’ rH-&T— ’4‘,t*^?4°  * 

(4.  a",3688oi  sin  ( n*t—  «,TM-  «v—  «,v+43< 

. 6*^11774  sin  (ra/zvt — an,yM-2»f-- a«,T+4a-  4°^ 44#0 


..J 

a5'48")  f 
,7'  1")  \ 

4o'm.  J 


Lès  deux  dernières  inégalités  réunies  aux  deux  sui- 
vantes qui  leur  correspondent , et  qui  dépendent  des 
simples  excentricités 

79*, 119453  *in  ( «T*  — n'vt  H*  *T  “ ‘,TL 
— I95\5a4778  sin  (an**  — an,Ti  + *«v  — 2‘,T!S 


donnent  celles-ci  : > * 

f 84", 658920  sin  ( nn  — n«»i+  «v—  ‘,v  + i<>8'5a'')  \ 

(1  4-/*v)- 309^,098191  sin  (anV— +2«v—  57  ).J 

La  seule  des  inégalités  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
passe la  limite  que  nous  leur  avons  assignéeest  la 
suiyante  : / . . 

<Trlv=— (I+^v)  (0,001019705  —I  0,0oo0o00^°^2)c^S'^T)î,”^”,^^~^!r,^*^ 


Grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  l’action  àe  Sa- 
turne, et  dépendante  du  cube  et  des  produits  de  trois  eide  cinq 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
ainsi  que  du  carré  de.  la  force  perturbatrice.  i 

r • 

Lès  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  de  Saturne,  leurs  actions 
réciproques,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre 
leurs  moyens  mouvemens,  sont  au  moins  du  troisième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons, etleur  importance  exige  qu’on  ait  égard  dans  leur 
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' » 

détermination  aux  cinquièmes  puissances  de  ces 
quantités  et  même  aux  termes  de  l’ordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  ' : 

On  a d’abord  déterminé  la  partie  de  la  graqde  iné- 
galité de  Jupiter  dépendante  des  cuies  et  des  pro- 
duits de  trois  dimension^  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons au  moyen  des  formules  du  n°  38.  En 
partant  des  élémens  rapportés  n°  88,  on  a trouvé 
par  le  n°  7 f : 

aTMCo)  — — mr  .1,1 620283 , 
aTM(l)  = mr5, 8070750  ; 

«TMC,)  — — mT9, 6074688 , 

<zTM(3)  = mT5, 2439 100, 
aTN(o)  = mvo,  638678 1 , 

rtTN0)  _ m'»Q) 332074°  ; 

De  là,  on  a conclu  pour  1806  * 

ay  P = — o,oooo5  20640, 

<zTF  = 0,001028097  r.^ 

Il  a fallu  eusuite  n°  66,  déterminer  les  mêmes 
quantités  pour  a3oo  et  pour  2800.  Pour  cela  il  fallait 
connaître  les  élémens  des  orbites  de  Jupiter  et  de 
Saturne  pour  ces  deux  époques. 

Nous  avons  donné  n°  91 , les  variations  séculaires 
de  ces  quantités  dépendantes  de  l’action  des  planètes, 
mais  il  est  encore  nécessaire  d’avoir  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Cette  partie  se  calculera  par  le  moyen  des  formules 
du  n°  53'.  On  a trouvé  ainsi  : 
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» 

' JW”  = \t. o",35o56a,;.  ' 

i * a • 

JV’  =?'  t.o", 048963,  , 

JW’  — . t. 5", 0.371*2, 

*> 

JV  —t  — • £.  o",  096247- 


Vf.  JW 


Ea  différentiant  ces  valeurs , les  quantités  ------ 

* • . - • « 

d <Te,T  d.è'd*  d\ïey  , : • * 3' 

— , sont  les  accroissemens  de  — 
9 dt  9 


dt 


dt 


dt 


dJiL  do^_  de  • dépendent  du  carré  de  la  force 

perturbatrice;  en  ajoutant  donc  aux  variations  dé- 
terminées n°9i,  les  coefficiens  du  temps  t,  dans 
les  expressions  précédentes , on  aura  les  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires , on  trouve  ainsi 
pour  s5oo  ; 


de'y 

dt 

d«'y 

~dt 


= o",5i4p88, 

i.  , 

= 6f,,685i22, 


dey 

dt 

dS 

dt 


-A~  — — of,,7565o6, 

= i9*,o55o44« 


* « • • 

On  a calculé  les  mêmes  quantités  pour  2000 , et  en 
, , . de1'  da>  ,v  de  /*  da^  , n » A • 

désignant  par  ce  qu  elles  devien- 

* * • , , 

nent  pour  cette  époque,  on  a trouvé 

t * . *'  > 1 

= o"» 3 10985  , • ÿ =>-  o", 74, 686, 

< ’ ‘ I • * * 


= 6", 777219,  %=  ig", '19941- 

1 * * . / , 

4k 

En  supposant  que  f exprime  un  nombre,  d’années  ju- 
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liennes,  ou  a gértéralenaent 

• • f * I 

deJ  de 

T — T "+■  tT’ 

t * 

les  différences  ™,  dans  le  second  membre  étant 
relatives  à l’époque  de  1800,  il  en  serait  de  même 
relativement  h ~ , en  faisant  donc  t — 2000  , on 
aura 


d*e" 

TF 


0ff,0000 15527^ 


- o",  O oooaôgoo  , 


TF 

1 


= + o",  0004704^5 , 


of/, 000324485. 


L’expression  de  e,T  pour  un  temps  quelconque  t en 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  du 
temps  est  : 


de ,v 


t* 


de"1 

TF 9 ; 


et  l’on  a pour  <s>,T , ey  et  oF  des  expressions  sembla- 
bles. On  aura  donc  ainsi  pour  un  temps  quelconque 
t à partir  de  1800, 

e/y  = efv+  t.o9,5 14088  — r.o", 000007  765, 
G>txl  = 1 . 6", 683 1 22  + 1* . o",  000235^42 , 

e/  = ev  — ^ t . o,,,7365o6  -t  2B*of/,oooQ  1 29^0,  ; 

« v = + * . i9",o55o44+*a  io", 000 1622425, 

# y % 1 • • 

* » • 

. r 

Les  valeurs  de  exy , a>1T,  ev,  *>T  dans  le  second  mem- 
( » ■ • ' • * 
bre  étant  eelles  de  1800.,  . 

En  nommant  y l’inclinaison , #et  n la  longitude  du 

nœud  ascendant  de  l’orbite  de  Saturne  sur  celle  de 


( 
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Jupiter,  vu  la  petitesse  des  angles  <p  et  on  a à très 

peu  près,  n°  86,  livre  II, 

^sinll  = <p' sin  a'  — cpsina, 
cos  II  = tp'cosct'  — (pcosa; 

d’où  l’on  a conclu  pour  1 800 , 

■N 

y = i0i5'i2*,6,' ^ 

n = 126°  6'i4". 

• * 

Les  équations  précédentes  donnent  en  les  différen- 
tiant 


dy  d<pf  ..  tls>  , .dot/  d<t.  . 

H = di  C0S  * ~~U^~dt  cos  (*“ n)— V -Jl  sm(ct'~ n)-H>  -jt  sin(i-n), 

dïl  d&'  . , , d< p . , . > d&r  dct 

y ~dt=~dt  SU](*  —n)“  sin(£t~n)+^  -fa  co8(*'— n)-^  — cos(cc— n). 

» 

si  l’on  substitue  dans  les  seconds  membres  pour 

d$  dtp  dtt  dct  1 1 j ? 

lLty  ~dty  Ht’  ~di  *eurs  *valeurs  données  n°  91,  on 
aura  pour  1800 

, — = — o", 0001940, 

47,  = — 22', 924637.  . 

♦ 4 # 

En  calculant  pâr  les  formules  du  n°  54  > la  partie 
des  yaleurs  de  ~ , et  de  , qui  dépend  du  carré 

v * 

de  la  force  perturbatrice , on  trouve 

J'y  = £.o", 0001 78234, 

ePlls=  — t .0", 007  39080.  N 

- .» 

Le  coefficient  dii  temps  t dans  ces  expressions  doit 


\ 
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dn 
di> 

et  l’on  trouve  ainsi  pour  les  valeurs  complètes  de  ces 
deux  quantités  en  1800. 

^ = — o,  "0000 15766,  . 

^ = — 22",  952028. 

V 

> * 

4 

S , , * 4 4 

On  a calculé  de  la  meme  manière  les  parties  des 
valeurs  de  ~ et  de 

at 

force  perturbatrice  et  relatives  à l’époque  de  2000, 
on  a trouvé 


dn 


, dépendantes  du  carré  de  la 


• * • -j ' ^ 

être  ajouté  aux  valeurs  précédentes  de  et  ,de 


Sy  = £.o*,ooo245o56, 

Su  = — t.  0^00098376, 


en  ajoutant  les  coefficiens  du  temps  dans  ces  expres- 
sions aux  valeurs  de  ^ et  de  ^ calculées  pour'  la 

même  époque , on  trouve  pour  les  valeurs  de*  ces 
quantités  relatives  à 2000 , 


^t=-  o”, 0016329,  -, 

. « <•  » 

...  = — a5",23a5ai; 

« ‘ , » 

de  là , on  a conclu  pour  un  temps  quelconque  t, 
rr  = n — t.22',  933028  — 1%  . 0^,00150247 , 

1 * 

y,  — y — t.o",  000015766 — ^.0^0000081645. 
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tes  valeurs  dè  y et  n dans  le  sècond  membre  se 

* » ; 
f t * 1 

rapportent  à 1800. 

Au  moyen  de  ces  expressions , on  a calcule  les 
valeurs  de  e'%  e' , a>",  , y etjtl,  pour  les  époques 

de  23oo  et  de  2800,  et  à l’aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  pour  23oo , 

a’P,  = 0,000134928, 

0,001003397 

^ I 

et  pour  2800, 

« • \ , 

a'Yu  = o,ooo3 1 2547 , 

K * 

a’P'(J=  0,000941940. 

I ' 

De  là,  on  a conclu  par  le  n°  66 , 


ay  — o,oooooo383357  , 

dt 


a? 


JP 

dt 

dV 

dt 

d1  P 


o,ooooOooï26433 , 


a7- pj-  = 0,000000000057492, 

■ • • . 


= 0,000000000147028. 


dt 


Si  Ton  suppose,  n°  66, 


P,=  P 


àJP' 


3J*P  . 


* A 


(5/2v 2/l,V)  À .(5/ZV— 2«,V)a^a  ’ 

nt  l 2 JP  ‘ ! 3JaP' 

P'f  = P + dt , (5tiv— zniy)*dt%  9 

on  aura  donc,  diaprés  les  valeurs  précédentes, 
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flTP,  = 0;00(K>46307  , 


aTP',  = 

0,001 i44* 2 * 4 * * *78> 

«’ 

dt 

— 0,000000424089, 

a-  *= 
dt 

0,000000023 1 575 , 

o,oooooooooo37492 , 

dtx 

0,000000000147028. 

La  partie  de  JVv  qui  est  divisée  par  (5nT — 2«,ï)“,  a 
pour  expression 


(5nv — M")' 


| I a'P',+  ( »’-^+  7 +5,'-n")  , 

^-(a^P,+  t u,(-~  -+■  L ^co«(5 n’1  • 3n‘*l -f-Si’-ai").  ^ 


En  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  aura 

A'"'=(i3!3",oi5555 — t.o",oi\ 5^g — t*.o",oooo77g3o)sm(5i»Tt — 2n'*<+ 5iT-3t'v) 

4-  (49”>°887  i o— < . o",  45oog5  -f  t*.  o",oooojg^'t)cos(5n''l — in  • • 

Pour  calculer  la  partie  de  la  valeur  de  <Ttp  qui  a 

pour  diviseur  5nr — 2 n",  il  faut  déterminer  les  diffé- 

rences a,J  J^-v,  a *T  , qui  entrent  dans  la  for- 

mule (I),  n°  38;  on  trouve 


~3^  — mT  • 1 2» 1 » a”  A46390 , 

T* —nv. 50,22714,  a’1 -7^  ==  7»t.4,i3i73  , 


a 


■dM.W 


da " 


„ÆVKa>  ¥ A,.  w y.dN<-')  c „ 

rt  "30^  =,ra  •65>7587°î  fl  ^ m - 6, 75963  ; 
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« • 

d’où  Fon  a conclu 

ay%  =•  /raT.  o, 002333 1 3 , 

, ' dalv  . - 

« 

. . . ,/D'  > 

ay%  = mT.o,oo63o36i. 


La  partie  dont  il  s agit  a pour  expression 


zmyn^ct1 


a 


Y» 


dŸ 


t - 


5ny—2n"L 


(2 


Y* 


•sin  (pnyt — 272,v^+5év- 
. cos  (5  nJt — 2nly  ^+5év- 


da lv 
rfP 


En  la  réduisant  en  nombres,  on  trouve  cette  fonction , 
en  1 8oo  , égalé  à 


— 1 6",  553864  sin  (5nH  — 2nlyt  + 5ev  — 261?) 
+ 6", 052991  cos  (5«v£ — 27ilvi  -J-  5ev  • — 26lV). 

On  a trouve  de  la  même  manière  pour  2000, 

dv  • * 

cC%  dâr  ==  mT*  0,00235825, 

<fp'  ‘ . 

dâ}T  '~  wT*°>006l2383  ; 


la  fonction  precedente  à la  même  époque  sera  donc 
égale  à 

. — 1 5", 887450  sin  (5 li  t — 2nxyt  -j-  5ev  — 261V) 

+ 6W,  1 17461  cos  ( 5nyt  — 2rûyt  + 5êv — 2€,Y)  ; 

* \ 

d’où  l’on  à conclu,  pour  un  temps  quelconque  t à 
partir  du  1800, 

Jp1  T =—(  16", 353864  *•»- 1. o",t>oa33ai)  sin  — iniyt  -f*fkv  — atïv)  . 

•+■(  6",o5a99i  -t-  f.o")ooo3aa4)  cos(5 nyt  — a n'yt  -f-5*Ÿ  — a»,v)' 
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La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore 
parmi  les  termes  qui  ont  5nT — zn"  pour  diviseur,  le 
suivant  : 

— îe" h sin  (5 nyt  — 2nirt  -f-  5ét  — as1’  — cù"  -f-  <f). 

Ce  terme  est  celui  qui  résulte  de  la  variation  dépen- 
dante de  l’angle  5nyt — 2 n"t  de  la  longitude  de  l’épo-  ^ 
que  dans  l’expression  de  la  longitude  vraie  ; on  peut 
aisémeût  le  réduire  en  nombres.  En  effet,  l’inégalité 
de  JVT  dépendante  de  l’angle  5nyt  — 3 n"t  est  à très 
peu  près,  n°  38 , en  n’ayant  égard  qu’aux  termes  qui 
ont  5nv  — 2n'y  pour  diviseur , égale  à 

2 h sin  ( 5nvt  — 3 nirt  -f-  5sT  — ■ 3e,T  -f-  J')  ; 

on  aura  donc,  n°  101, 

h = 8o',57468,  «T  = — 58°ii'34". 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  eV  et  de  a»1T, 
rapportées  n°  88,  on  a trouvé  pour  la  valeur  de 
l’inégalité  précédente,  en  1800, 

-f-o®,685a4os‘n(5nT*-3rt,Tt-f-5«T — 3i,T)-i*,8i5a95cos(5nTf-an,,f-f-5iT-ai‘T). 

En  calculant  la  même  inégalité  pour  2000,  on  a 
trouvé 

-t-o",586o53^in(5n'f^-an'v^+5«v-3^,,) — i*,8a8o84cos(5nTt — an‘’r<-f-5«',-a«'T); 

de  là , on  a conclu  pour  un  temps  t quelconque , à 
partir  de  x8oo, 

Sv"  — (o",€85a4o  — ï.o",ooô4g5))  sin  (5n»t  — an' VH-  5«v — as'*) 

— (i’',8i5ag5  ■+.  t.e'',oooo63<J)  cos  (5  nv  — an,Tt  ■ — as,T). 

Considérons  maintenant  la  partie  de  la  grande 
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illégalité  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons;  pour  la  déterminer 
il  a fallu  calculer,  d’après  les  formules  du  n°  42,  les 
valeurs  des  quantités  MCo),  M(l),  etc.,  pouj  les  deux 
époques  de  1800  et  de  2000.  On  a trouvé  : 

• ' 4 * 

• 4 « » » 


* Pour  1S00,  . * Pour  3000,, 


av>K0) 

— t>,ooooooq33o3S? 

avM(°)  = 

0,00000094741 , 

^M(0 

3=  — .0,000006673740, 

= 

— 0,000006673710, 

= 0,00001750996,  , 

aTî\1(9>  = 

0,00001725461  tl 

/2tM(3) 

= — 0,00001939799, 

,«vM<3)  =5 

— 0, 00001921466, ^ 

wuo 

= 0,00000785010,  . . 

a'MiQ  = 

0,00000750368, 

a^MC*) 

= 0, 000001 36oo8, 

• avM(J)  = 

0,00000136924»  . 

a'  N(°) 

= — 0,0000000735976, 

* 

^TVO.= 

— 0,000000073747, 

avN(0 

= — 0,0000001982338, 

a'NC1)  = 

— o,ooooooo55655, 

avNO) 

= — 0, 0000000703 t5, 

avNO)  = 

— 0,00000007792, 

«»N(  3) 

= o,oooooo35852o. 

a 'NCO  = 

o,oooooo35852o, 

aW  4) 

= o,ooooo''ooo5i449» 

avN(0  = 

6 , 00000000050877 , 

a'ÎVO) 

= o,ooooooooi5549ï, 

avN(5)  =t 

0 , 00000000 i565oo. 

7 A • 

En  vertu  de  ces  valeurs,  on  a trouvé  n°  J\2 , pour 
1800, 

ætQ  = 0,00000749^7, 

aTQ'=  0,0000091388,  , 

• * • . « 

et. pour  les  mêmes  quantités  en  2000, 

1 

aTQ  = 0,0000081539, 

• . ævQ'  3=  0,0000087656;  * " - 

t 

« r 

de  là  on  a conclu  '• 


y 


0,0000000033007,  . - • . 

* - - ».  . • \ * 

4 

1 

-r-  o,oooooqoo  1 866o5 , , , 
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et  par  suite,  ' - 


(5rcv  — 2 niv)  dt 
2 a'dÇY 

(5  rï* — 2 niy)dt 


= 0,00000092565, 

= — o,oooooo5233i6. 


L’expression  de  la  partie  de  la  grande  inégalité  de 
Jupiter,  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  en  tenant  compte 
des  premières  puissances  du  temps  dans  les  coefïï- 
ciens,  est,  d’après  les  n03  4i  et  42,  , • 


+ 


6mvn'vag. 
(5«v—  2 nir)a 


2 d*dQ 
(5nv-intv)dt 
2«v</0' 


en  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  en  vertu  de  . 

l’inégalité  que  nous  considérons,  on  aura 

• • • 

<JVlv=  — (io",6&)o^  — t .o°,oo  197816)  sin*(5/zv£  — 2 n,rt  -f-  — a»**) 

( 8", 49861  *+• 1„. o",oo^9898) cos  (5/iv£  — + 5év  — ai**), 

- ■ y 

# ■ / # ? m # 

Enfin,  j’ai  défernjinéla  partie  sensible  de  la  grande 
inégalité  de  Jupiter,  dépendante  du  carré  de  la  force 
perturbatrice,  par  les  formules  des  n0#  Srj  et  suivans. 
En  ne  considérant  q^e  les  termes  de  cet  ordre , on  a 

3a  1 v,}tv fdtfd'.î R'+  V-—  fdc(fd'h)*  ; 

* * * * . 3 

le  dernier  terme /de  cette  formule  donne  l’inégalité 
suivante 


o",o24886$m(5/i*« — an'Yf4-5«v — a*ïv)-f-o",ooa66cos(5nv«— an*Tr+5*v — a*'*). 

i ~ ‘ * « * 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente.  Considérons  donc 


448  THÉORIE  ANALYTIQUE 

uniquement  son  premier  terme  ; on  a , n°  4,7  > 

, <1R  ^ , dl IL.  , JR  . , ,^/R 

^sr^4,  sr*'4' +a?A/,*;ï7*  5 


et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  JV,v , il  faut 

combiner  entre  eux  les  différens  termes  de  chacun 

* , • \ 

dès  facteurs  qui.  entrent  dans  la  valeur  de  JR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumens 
des  termes  que  l’on  a considérés soit  égale  à 
5pyt  — 2n'yt , et  que  la  somme  des  exposaus  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  On  a trouvé,  de  cette  manière,  les 
résultats' suivans. 


• Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

5nvt — 2n,vt  et  zéro  : 


1 

— i*,gi8a6sin(5rcvî — in1  vz+5*v — 3ï,v)-f-o",4  l9no  cos(5«v/-2ntvr4*5«v-as,v). 

% ' \ • * , # * # 

. - ê ' 

On  a calculé  ensuite,  relativement  à Saturne,  les 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice, qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées n°  5jy  la  précédente  exceptée,  et  l’on  en  a 
déduit  la  partie  correspondante  de  l’inégalité  de  Ju- 
piter, au  moyen  de  l’équation  de  condition 

» • * « 

m”  s/â"  S/â'  J'r+C o. 

. - , r 

•m  a 

D’après  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne , on  aura  > 


my\/ay  __ 

r * » 


0,4063780, 


mlf  — mr  ^=s  0,000664097  ; 


l’équation  précédente  devient  ainsi, 
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-f-  0,406378  cT£t  -f-  0,000269874^  — o , (a) 

désignant  ici  la  partie  de  la  variation  du  moyen 
mouvement  de  Saturne , relative  à l’argument  de  la 
grande  inégalité,  et  dépendante  de  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice;  cette  quantité  esta  ' 

très  peu  près  égale  à la  partie  correspondante  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  la  théorie  de  Saturne, 
qu’on  -a  ainsi 

= — agoi^agag  sin  (5nTt  — an"£  -f-  5«T  — ai*T) 

— i5o*,5a4j(>  co»  (5nTt  — a/»,Tt  —f-  5*T  — ««*»_). 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  «f£T,  la  partie 
relative  à la  combinaison  des  argumens  5n*t — an'V 
et  zéro,  on  trouve  même  théorie  , 

/£’  = — 4»,44°07  «in  (5ny(  —3n'*t  +5ir  — ai*1) 

— 34”,  1 54i a cos  (5 n't  — a n‘»t  -j-  Si’  — at,T). 

' V * ■ * * » 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , on 
en  conclura  pouf  l’inégalité  qui  en  résulte  dans  cf£.'T  : 
a*, 58^4  }9  »in(5nTl — an*  'H-S^-as1  ’J-f-iS'gaoi  o4cos(5nT/-37i'  ’t-f-Ss'-as1  ’). 

En  réunissant  cette  partie  de  cf£,T  à celles  que  nous 
avons  déterminées  précédemment,  on  aura  pour  sa 
valeur  complète, 

= o", 69408  sin  (5n*t  — an,rt  -+•  5#? — a,'*) 

+ i4",34i7Ücos(5a«v« — an,Ttri-  5ir  — as*’'); 

j’ai  trouvé  par  le  calcul  direct 

/£  •»  = 3", 7353g  sin  (5/»Tt  — an^t  + Ss* — ai"')  , 

-H4*,7aooa  cos  (5 «»£  — an‘*£  -f-  5s*  — as1*) , 

valeur  qui,  diflere  peu  de  la  précédente. 

Il  résulte  du  carré  de  la  force  perturbatrice  dans 
l’expression  de  la  longitude  de  l’époque  des  inéga- 
lités du  même  ordre  que  les  précédentes  et  dépen- 
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dantes  de  même  de  largument  de  la  grande  inégalité. 
En  réduisant  en  nombres  les  formules  du  n°  64, 
on  a trouvé 


St  * rz=i",3ioa7sin(5nvf-2n 1 v£4-5tt-2*11  v)4-o",o  1 36a8cos(5/i  v£-an  * *e-+-5t-2t 1 »). 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à la  précédente  dans 
l’expression  delà  longitude  vraie  de  Jupiter.  On  aura 
done^^nsi  pour  la  valeur  totale  de  l’inégalité,  que  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturbatrice, 

. JVrv  = a",oo435  sin  (5 n?t  — a n'yt  -f-  5*v  — a*x*) 

+i4#,478°4  cos(5«v£  — < a «*■▼£  4-  5**  ~ a*IV). 

Si  l’on  rassemble  maintenant  les  différentes  parties  de 
la  grande  inégalité  que  nous  venons  de  déterminer, 

on  aura  pour  sa  valeur  entière 

* , » 

.J  (u84",775a5-£o",oao749 — £*o,/,oooo7793o)sin(5rcv£-an,’?£-f-5«v-ai‘v)  î 
1 ^ '14-  (j6",26543-to,,,446oT2-f-li>o",oooojg8ja)cos(5nyt-2n‘rt-b5t'r-2t,'r).  j 


En  réunissant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
. seul,  par  la  méthode  du  n°  66,  on  aura  la  suivante, 

♦ t * 

(»  4-/uv)  (i  187", a4735  — t o", 04844957  4-  t%  o'',oooooaaGo6a) 
xsin  (5 nT£  — a «,T£  4-  5«v  — a*’ v 4-  3°4o'59" — 1 76^7700  — 1%  ow,ooia6ao). 

/ 

Cette  .grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
on  l’a  vu  n°  29,  au  moyen  mouvement  de  Jupiter. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  inégalité  dé- 
pendante du  double  de  l’argument  de  la  grande 

inégalité , qui  a pour  expression 

' ' \ 

0 » ♦ #■  r 

aYa(P'a-Pa)sina(5/iTï-a/ixr£4^5*VîS**vJ  | 

2{5rï'--in"y\~>  m'X/âï1  ’/l—  3flvaPP'cosa(5n*i-anxv4-5tv»2tx*).  f 
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Ou  pourrait  réduire  cette  fonction  eu  nombres  au 
moyen  des  valeurs  de  ay P et  ay P7,  qui  ont  été  déter- 
minées précédemment;  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  qui  en  rendra  le  calcul  plus  facile.  En 
effet,  soit 


— *—rz — — { )sma(5/tv£ — a«Ivi-f*5*v-2«‘T+A): 

a(5/iv— 2«'v)9  \ mvi/^  ) 

- • ' r . . . 

• • ’ * 

l’expression  de  l’inégalité  précédente , réduite  en  un 
seul  terme,  en  comparant  ces  deux  valeurs,  on  aura 

H*  cos  2A  = P'*  — Pft,  1 H*  sin  2 A = — 2PP*  ; 

# * 
d’où  l’on  tire, 


. t • x 


H==  v/P^  + P'V  et  tangÀ  = — p.  * , 

Or , la  partie  de  la  grande  inégalité  qui  a pour  divi- 
seur (5ny — 2rclv)a,  et  qui  ne  dépend*  que  de  la 
première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  peut 
prendre  cette  forme 

(5n,t  - 2n>rt + 5t'  - 26,T + a> 

umf  jüi  '*  •-  . ! ij'ivrtol  • 1 r k ijoii 

Si  donc  on  nomme  K le  coefficient  de  la  grande  iné- 
galité et  5 nyt  — 2 n'yt  -f-  5éy  — 2£,y  + A son  argu- 
ment, comme  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
(5 ny — 2Jiiy)4,  forment  la  partie  principale  de  la 
grande  inégalité , on  aura  à très  peu  près  pour 
l’expression  de  l’inégalité  dépendante  du  double  de 
l’argument  de  la  grande  inégalité, 

• • . . tT  m 1\  ' • 

— — V ^ tl- — 8in  ( double  de  1’argameut  de  la  grande 

. 8 my  V/«v  inégalité'). 

29.. 
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cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  l’inégalité 

suivante  > 

t 

I 2tr,2 1 854sin2(572*£— 27ll 2é1Ÿ+  504o'5ç),r)  , 

* ' * * 

l’expression  de  contient  encore  l’inégalité, 

+ | e"h  sin  (5 nyt  — \n"t  + 5 j — ^elf  + a>1T  + cf ) . 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
l’excentricité  et  du  périhélie  dépendante  de  l’angle 
5 n't  — 2nt  dans  le  terme  | e*sin  ( 2nt  -f-  2è  — 2 a)  de 
l’équation  du  centre , n°  36  ; en  la  réduisant  en 
nombres,  d’après  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
celle-ci, 

+ g^yoïôiosin  (5  nyt — — 46,t' — 

Nous  nous  sommes  contentés,  dans  le  ri°  36 /de 
considérer  les  variations  des  deux  premiers  tertnes 
de  l’équation  tiu  centre,  et  nous  avons  supposé  que 
les  autres  termes  pouvaient  être  négligés.  Pour  por- 
ter plus  loin  l’approximation,  considérons  dans  l’ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  Jupiter,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne,  le  terme 

' + elt3  sin  (3 n"t  •+*  3*1*  — 5»«). 

* * * 41  . ' ' , i ’ . • 

• • y p « ' * < ( 

En  augmentant  l’excentricité  e!v  et  la  longitude  G?lt 
du  périhélie  de  leurs  variations  JVT  et  JW1*/  il  en 
résultera  la  fonction  suivante, 

' » 

il  f JV’ sin  3 (n,T<  + «,v — œ,T)  | ... 

4 e 1 — + 

Si  l’on  ne  considère  dans  Je1*  et  JVVqûtf  la  partie 


/■ 
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de  leurs  valeurs  qui  dépend  de  l’angle  5nyt 2nlrt 9 
ou  aura,  n°  56, 

. . • s 

«fe"= — | Kcos(5/iV— 2«'  v+5fcT— 2ê,T— ûr*  ’-f-A), 
— jKsin(5nTf — — at" — 

V 

en  désignant,  comme  on  Ta  fait  précédemment,  par 
Ksin  ( 5nwt  — 5niyt  + 5éT  — -f-  A)  l’inégalité 

du  mouvement  de  Jupiter,  qui  dépend  de  l’angle 

5 nyt' — 5 nïyt.  La  fonction  ( b ) devient  donc  ainsi,*' 

* * * » 

e,T*  K sin  (5n't  — 5n"t  -f-  5iJ  — 5s,T  + 2û>,t  -f-  A) 

ou  bien  , en  substituant  pour  K et  A leurs  valeurs, 

1 3 

— L «,T*  161", i4937  bin  (5n*t  — 5n'*t  -f-  5it  — 5»‘*  ■+■  — 58°  u'34'0* 

O 

. ' ' ‘ ... 

Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne 

-f-  of/, 60744  sî11  (5  niyt — 5n't-\-5éty — 5eT+  35°56'22w)  ; 

'N  % 1 

en  réunissant  cette  inégalité  à la  suivante , 

-J-  (1  -f-  fj?)  1",  157972  siu  (5  n'r£  — 5nV  + 5e,T — 5eT), 

que  nous  avons  trouvée  précédemment , et  qui  est 
indépendante  des  excentricités , on  a celle-ci  : 

-4-  (i  -f-  yj)  i#, 687866  sin  (5n*Tt  — 5 Tï*t  -4-  5*tT — 5t^  -f*  J*0  1 1'  39'’).  • 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore*,  n°  53, 
l’inégalité  suivante , 

» 

• « ^ 

i (5/n*»V/a*i  -f>4'»v\/rtt)  TTwr  • , - . ' ^ 

1 ■■■  1 — HKsin  (ion*£— -5n,T£-f-  io«v— A-4-B). 

4 mv  [/  a?  - . 

En  réduisant  en  nombres  cette  fonction  au  moyen 
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des  valeurs  précédentes  de  H,  K,  A et  fi,  on  trouve 

3",  7 8078 1 sin  ( i on't — 5»'  V-f- 1 osT — 5 s' T — 54°3o/35'/) . 

•'  ’ V.. » ‘ ; il','.  . m , 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  peut  encore  in- 
troduire dans  l’expression  de  la  longitude  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  quelques  autres  inégalités  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  vertu  de  la  commensurabilité 
approchée  de  leurs  moyens  mouvemens  ; ces  inéga- 
lités sont  en  général  très  petites,  mais  comme  les 
principales  sont  affectées  des  mêmes  argumens  que 
d’autres  inégalités  déjà  calculées,  elles  pourront  s'a- 
dopter .|G  celles-ci  sans  compliquer  les  formules.  On 
lés  déterminera  très  simplement  de  la  manière  su i- 
ya 

Nous  avons  vu,  n»  85,  livre  II,  que  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  produit 
dans  l’expression  de  JVT,  les  inégalités  suivantes, 

+ e,T  G sin  (jf-f-  n'yt  -f-  g,T  — ®,T) , 

-f-  eT  H sin  {j-\-  ntyt  -f-  ê,T  — &>T), 

* t . 

où  l’on  fait,  pour  abréger,  i (n't — n,rl-}-ir- — s,r)  = J. 

Supposons  maintenant  que  pour  avoir  égard  aux 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  efo,T  les  iné- 
galités suivantes, 

Je*'rG«in(/-M,v*+*,T — 0")  — e'ï/i»'»Gco«  {f+rf’t+t'v — <*•»)  1 
-+• /e’H  — ®T)  — e’/o’H  cos  (/-f-Tj'-t-f-jir — »*).  ) ' 

Si  dans  les  variations  des  excentricités  et  des  périlié- 
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lies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  n'a  égard  qu’aux 
termes  dépendans  de  l’argument  de  la  grande  inéga- 
lité, qui  en  forment  la  principale  partie,  on  aura, 
n»  36,  ’ , . 

JV*  — — h cos(5 nyt  — 2rïyt  + 5êy  — 2e11  + 6) , 

« • > , *. 

exy£cèxy  — — A sin  (5 nyt  — 2 n'yt  + 5?  — 26* T -f-  C). 

Les  deux  premières  inégalités  (A)  donnent  ainsi  la 
suivante , 

AGsin(5rcT4 — 2n'yt-\-$C — 2è'r~J—  nxyt— e,T-f-û>IT-|-£). 

Nous  avons  vu,  n°  58,  que  l’inégalité  dépendante 
de  l’angle  5 nyt  — 5 nxyt  avait  pour  expression... 
2h  sin  ( 5nyt  — 5 n'yt  + 5eY — 5g,T+  d»,Y+ë );  en  la  re- 
présentant donc  par  Ksin(5nV — 37i*T£-f-5gT — 3g,T-f-A), 
l’inégalité  précédente  deviendra 

5^-  sin  ( 5nyt — 2 n'yt-\-  5ey — 2îv y — -J — ?i'yt  — g,v-f-A) . 

On  démontrerait  de  meme  que  si  l’on  désigne  par 
K'  sin  (4nT*  — 2nlyt  -+•  4*v — 2g,T  «+-  A') , l’inégalité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  l’angle 
4 nyt  — 2niyt , le  troisième  et  le  quatrième  terme  de 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l’expression  de  JVT, 
l’inégalité  suivante , 

rm 

sin  (5nrt  — vnxH  -h  5«v  — a*,v  — f nlyt  — A')*  (B) 

I 

Cela  posé,  considérons  les  principales  inégalités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  plus  consi- 
dérables parmi  celles  qui  dépendent  des  simples 
excentricités  sont  les  quatre  suivantes, 
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— i3af,,596oosin(2WT£ — nxyt-\-2iy — é,t — a>ty) 
-f-  54^10  i90sin(2n'rJ-r-  n'V-+-2fT — i,y—ay) 
— 42",6o443sin(3nV — 2rc'V-^-3gT — 2g,T — û>'t) 
81",  r4470sin(3reT< — 2n,Tf-j-3gT — 2«,r — a>y). 


,(o) 


Si  l’on  donne  à la  première  de  ces  inégalités,  cette 
forme 


13a", 59600 


e,Tsin  (2/2t£  — n'V-j-  2*’  — g,T  — fi»1’), 


et  qu’on  la  compare  ensuite  à celle-ci 


-f-  e,TG  sin  {f-\-  n'rt  -f - ty  — à»"), 

on  aura 

G — -3?'  — , / = 2/ïV  — 2/î,T*  -f-  2ït  — 2é'\ 

e • 

L’ipégalité  de  <JV1T  dépendante  de  l’angle  5nyt — 3 n'yt, 
est  égale  à 

— 16 1*,  i/iCfirjs\n(5nyt — 3rc,T2-f-5s? — 3«,T — 58°i  i'34'0* 

ce  qui  donne  ^ 

K = — i6iu,i4937,  A = — 58°  1 r'34*; 

on  aura  donc. dans  «Pv,T  l’inégalité, 

i3a*, 59600  16».,!^  sin  (3„T|  _„1Tt  + 3,I  _ ,.T  _ 58.  u'34"). 


De  même,  si  l’on  met  la  troisième  des  inégalités  (o), 
sous  la  forme , 


— e'y  sin  (3 nyt  — an’V-f-  3f — 26,T— - ra,T)  $ 
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en  la  combinant  avec  l’inégalité 
— 161",  i4937sin(5/iY^ — 3wITi+5gy — 
orl  aur&  la  suivante 


3g*w58°ii'34") 

« . » 


9 


4aff,6o448 

2<?,t 


i6ir/,  149^7  sin  (in't  4-  2gT  — 58° 1 i'34*y 


On  verra,  dans  la  théorie  de  Saturne,  que  le  mour 
vement  de  cette  planète  est  assujetti  à l’inégalité, 


-r-652f/,5866osin(2wIT^-'4^T^"f“2glT",4gT“f“^99^44#j  • (m) 

Nous  avons  représenté  par  -r-  K'  sin  « — l^nït  4- 

2i'r — 4gT  — A'j  cette  inégalité,  ce  qui  donne 

t * ' < *'  . 

K'  = 652",5866o,  A'=  — 5q°34'4". 

• f ' • * . , ***  • 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  l’excen- 
tricité de  Saturne  peut  prendre  çette  forme, 

; • 

— - v*  - ° eTsin  (arcT£  — nlwt  4-  2$  — tiy  — û>v)  , 

V 

/ • • 

ce  qui  donne 

1 * • 

H = 9 J—  2nJt  — 2niyt  4-  2?  — aeIT; 

• • 

l’inégalité  (B)  devient  ainsi, 

* 

— 5^^-°t-9°  .65a*,5866o  «n  (n*H  —3 nn  + ,**  — 3r  4. 5go  34' 4"). 

Enfin,  la  quatrième  des  inégalités  (o)  peut  s’écrire 
ainsi , , ’ ♦ 

ev  sjn  çsrft  — 2nxyt  4-  5ey  •*—  2tir  — o>T)  ; 
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et  combinée  avec  l’inégalité  (ira)',  elle  donnera 
celle-ci  , 

/ * , 

+ .652f,,5866o  sin  (2 nyt  -f-  2g y—  59°34'4#)* 

t * 

Si  dans  le$  fonctions  précédentes  on  substitue  pour 
e19  et  e9  leurs  valeurs  relatives  à 1800,  on  verra 
qu’il  en  résulte  dans  JV,r  les  quatre  inégalités  sui- 
vantes , 

r'/,07547sin  (5  nX9t  -f-  5eT- — s,T — 58°  1 1'34,/), 

+ or',37658sin  (2 n9t  -f-  2gT  — 58°  1 1 '34")  , 

-1-  i",39937sin  (3 n9t  — nX9t- f-  3e* — g,T — 

+ 2",  286075m  (272V  -f-  2g"  — 59o34'4,0' 

1 * 

Ces  inégalités  réunies  aux  suivantes , que  nous  avons 
trouvées  précédemment  et  qui  dépendent  des  carrés 

des  excentricités . 

/ % ’ * * 

(-Mi",ai48i8  sin  (3nV'--  n**t  -f-3»* — *+•  79°  3</  48*  1 

(*+A*  J 4—  5",33G3o(>#in  (a /*n  4»  aâT  -f  *5°  5G'  a^),  I 

donnent  celles-ci , 


. , . \ 9*» 49947  «*»  (3«T*  — n*v*  -f-  3r  — •«»  + 69®  45'  1")  I 

t1-!"  a*  ; j — 5",44?9IOS'n  (a7I*r  ■+■  a»*  -f-  43°  55( 9^).  | 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  de  Jupiter.  On  a vu  n°  38,  que  les  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutaient  à 
son  expression  la  quantité 

4 mTtt,vatY*  ç P sin  (5n9t  — 2fiV9t  + 5gT—  2i")  1 
5*T  — an"  {-f.  F cos  (5rcV—  2 rc'V  + 5gT  — ag,T)  J 
— eh  cos  (5raV  — 2rc,T£  + 5g1T  — 2gT  — û)*T  Ht  «0 
eh  cos  (5/iV — /$i"t  + 5gT — /je19  + <z>t9  -J-  cf). 


% 
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Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  les  deux 
inégalités  suivantes , 

. t_.  , f — 0,000391707  coê  (5n't — 3n'»«+5«»—  »«**—  i5°3a'43")  ) 

— 1 **  t 4-  0,0000967593001  (5n't — 4/i'V-t-  5*T— 4*1’ — 69’  14'  4?”)-  / 

Inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude. 

x 01  .Par  les  formules  du  n»g5  du  livre  II,  on  trouve 

io", 997810  «in  (n't  -f-  «T  — ll,T) 

4-  o“, 635078  «in  (zn't  — n"t  -f-  ot' — i”  — n'»X 
4-  r", 071136  «io  (3n't  — in"t  4-  3«'—  at"  — n>”)  > 
— ©*,367343  sin  (40’t  — 3/i ‘’t  4-  4«,—  3«,T  — n>’) 

— o*,  3674  36  «io  (an‘'t—  n't  4-3«,T — «T  — n1”), ■ 

, ' r • 

en  désignant  par  11”  la  longitude  du  noeud  ascen- 
dant de  l’orbite  de  Saturne  sur  celle  de  Jupiter. 

Il  résulte  du  n°  40 , que  les  termes  dépendarts  des 
produits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  ajoutent  à l’expression  de  la  latitude  de. 
Jupiter  la  quantité 

3 a"n"  ( e»j.N(0  *in  (5n't — 3h'V4-5«v — 3«‘» — ïi  — »')  | 

5n'  — an"  l 4-  e,TyN(”)  «in  (5 n't — 3n"t  4-5»*  — XI— J 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres , on  trouve 


JV’=i  i",5g8645sin(3rc,T2-5rcT£-f-3ê‘T-5«T-f-5oQ26'4,0* 

Les  équations  ( f ) du  n°  54,  en  substituant  pour  Jp 
et  Jq,  leurs  valeurs  donnent  les  deux  suivantes, 


cT<p  "sina1  T-f-<p  ,Tcosa’ 
«f<p,vcosa1'' — <p,’sina,ïcfla,T=- 


_*sy7-  _ jn 

H/ ^lV_L.r,ivl/ ' 


mly[/  a'r’j-mr[/  a' 
mT  a' 
m'y  t/âr+TO 


% ht 


f 


les  quantités  «TII  et  Jy  étant  déterminéés  par  le 
même  numéro.  L’angle  a”  dans  ces  équations  est 
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compté  de  l'intersection  commune  des  deux  orbites; 
il  faut  donc  en  retrancher  l’angle  II  pour  que  cet 
angle  soit  compté  de  l’origine  ordinaire  des  longi- 
tudes, fl  étant  la  longitude  de  l’intersection  de 
l’orbite  dé  ni9  sur  l’orbite  de  m".  Les  deux  équations 

précédentes  donneront  ainsi, 

• * - 

{/a* 


(Tp*v__ 
**▼/***=  — 


— = - — [«T)'  C08(I1—  y SU  sin  (II—  «.*▼)], 

m"y  a'v+nivy  ày 

Tny  l/  ûf  • , . . _ 

— [J'ysin(n-t-a,v)-f-> /Il  cos  (Il — 


rri*ÿ  a* 

Si  l’on  substitue  pour  jy  et  y<FU  leurs  valeurs,  n°  54, 
en  n’ayant  égard  qu’aux  variations  séculaires,  les  coef- 
ficient du  temps.,  ^ d^ans  ces  expressions  feront  les 
parties  que  le  carré  de  la;  forçe  perturbatrice  ajoute 

aux  valeurs  de  ^7-,  et  — 3-%*.  En.  réduisant  les  for- 

• u»  dt 

mules  en  nombres  , oti  trouve  la  première  égale  à 

•/  * . 

— 0^,000072576, 
et  la  seconde  égale  à 

* of,,ooo8ii29. 

En  ajoutant  ces  quantités,  la  première  aux:  valeurs  de 
fîî-  et  la  seconde  aux  valeurs  de  et 

du  n*  91 , on  aura 

= — o",  074206, 

= — o",  2 10876, 

do" 


= 6",  178457, 

JT  = ~l  3", 64067 1 . 


dl 

d»  *’ 
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CHAPITRE  XVIII. 


Théorie  de  Saturne . 

102.  Les  inégalités  de  Saturne  sont  plus  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter,  ce  sont  les  plus  considéra- 
bles du  système  planétaire.  L’équation  du  maximum, 

JV"  = — ( t — et*)  JT*» , 

que  nous  avons  trouvée,  n*  100,  pour  Jupiter,  de*- 
vient  relativement  à Saturne , 

= — £(1  _a‘)<TV\ 

Si  l’on  prend  pour  r"  et  rT  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Saturne  au  Soleil , et  qu’on  suppose 
tTVT=  =h  \" , on  aura 

JV  s=  qp  0,000436191.  ' ■ 

t 

On  pourra  négliger  par  conséquent  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  dont  les  coefEciens  seraient  au-dessous 
de  o,ooo44 • Nous  négligerons  les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  qui  seraient  au- 
dessous  d’une  seconde. 
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Inégalités  de  Saturne,  indépendantes  des  excentricités. 


3",i95g64  sin  (n"t  — nu  + i"  — i») 
— 3i*, 887151  sin  a(n,rt  — nT(  -f-  t"  — c) 

— 6", 647930  «in  3(n"l  — nu  4 «"  — iT) 

— i",99o3o5  sin  4(»"*  — n't  + «"  — •*) 

— o*,7o5754  «in  5(n‘U  — nu  + s,T  — •’) 

— o", 374171  sin  6 (n"t  — nyt  4 «"  — «») 

S—  <>',117744  **n  7 (n"t  — n't  4 »"  — s») 

i 10", 066873  sin  (nr,t  — n*i  + 1"  — «’) 
— 15", 73in8  sin  a(nT‘t  — n’t  4 •”  — «’) 
— i",553485  sin  3 (nyu  — nTt  + •’>  — «’) 
— o*,34a838  sin  4(n"t  ~ n’t  + «’■  — s»). 


f o,oo3g565g3o 
ft,r).  4 4 0,0083557000 
*4  0,0014011300 


i"t  _ nrt  4 _ ,*)  l 

l"t  _ „u  4 «"  — «»)  J 


O,oo3956593o 

cos  (n"t 
cos  3(n’ 

— 0,0000149803  1 

,0004399541 ’co*  a(is»t  — n*U-h  «i  — «»*)'.  J 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen- 
tricités. 


Il*, 637937  sin  ( «SU  4 s1»  — a») 

4-  1*, 376030  sin  ( n’U  4 «"  — «") 

--  3", 087470  sin  (371  "t  — n’t  4 ai,T  — i>  — a’) 

4 3", 711143  sin  (a n"t  — n't  + as"  — «*  — •")! 

— 0*,a88i83  sin  (3n"f  — irt*t  4 3«"  > — aiT  — aT)  f 

— o",aa638i  sin  (3n"l  — a nu  4 3i"  — - a*T  — a")| 

— (i84",i4a338 — to‘',oio2357)sin(anTt-7iJvl4as’'-*”7<»*) 
4f  jïî1', o 1 7880+10", o 1 4o3o3)sin(4nTl-1n"f+a,T-i  ' v-a*  Y)| 
434", 704748  »in  (3n’t  — 3 n"t  4 3sT  — ai"  — a”) 

A*1')» ^ — iÿ<')go6457  sin  (S»’!  — a n*u  4 3«t  — as"  — »")/ 
4",85aoi5  sin  (4 nu  — 3n"t  4 4,1r  — 3«”  — a”) 

- 3*,4703i3  sin  (4 nT<  — , 3n"t.4  4,y  — 3s"  — a"j| 

i",4ia4n  sin  (5n’t  — 4n”t  ■+■  5«T  — 4*,T  — «’) 

I — o*,7i35tg  shi  (5n’f  <—  4n"l  4 5sT  — 4i,T  — a"jj 

J4  o",5i48i4  sin  (6n»t  — 5 »"t  4 6**  — 5«"  — aT) 

T — o", 360176  «in  (6nvt  — 5n"«  4 6iy  — 5**1  — a")  | 

4 0^,318607  sin  (7«Tt  — 6 n'U  4 7«T  — 6*"  — av) 

\ — o",io8875  sin  (7 n't  — 6«"t  4 71’  — 6»"  —•  a*’) I 
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i",î4i8;8  s 
— ï".o99io5  s 
— -io", 907625  s 
14-  3",oo53i3  s 
I— 18", 41 1093  s 

-f-a7"»3279°°  8 

• o", 608043  s 

• o", 8237  74  s 

f — o",2o3g58  s 
•— • 0^,732  jg3  s 
4-  i", 65407 7 s 
H-  O*,  157021 


n ( nytt  4-  «Vl  — ety)  / 
n ( nlvt  — *VI  — »y*)  i 
a (2 nyit  — - nyt  4-  2»VI  — §v 

n (î inytt  — nyt  -b  2iy*  — §▼  - 

n (3nyif  — m^t  4.  3»yI  a*y  - 

n (3 nyit  — 2 nyt  -4-  3ty*  — 2*r  - 

n (4 nytt  — 3 n't  -b  4iy*  — 3*y  - 

n (4 ny't  — 3 nyt  -f-  4*y‘  _ 3,v  . 

n (5«yi£  — 4 nyt  4-  5tyr  — 4*y  - 

n (2 nyt  — /iyi£4-  2iv  ' — *▼«- 

n (3 n?t  — ïny,t-b  3*y  — a«y«. 

n (4 nn  * — 3 nytt-b  4*y  — 3»yi- 
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— *v) 

— - o>y,)j 

“v) 
»yï) 

»**)| 

*y*)| 
*T) 

*v) 
*▼).< 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des 

inclinaisons  des  orbites. 

i . K ' 

. ♦ » l 

En  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  z{nT~- n'y)+zn' 
diffère  peu  de  — w;  il  faut  donc,  n*  54,  considérer 
l’inégalité  dépendante  de  l’angle  2n'ft  — 4 rît.  Par  la 
formule  (A)  du  n°  cité,  on  a trouvé  pour  1800  cette 
inégalité  égale  à > . » 


— 652/;,5866o  sin  (2 n*y£  — 4»*i  4-2t*y  — * 4#y4-  5g°  34'  4")  ; 


et  pour  2000  la  même  inégalité  devient, 

- - f 


• } 


•*“'  644", 95344  sin  (an*T«  — 4«v<  4-  — • 4«t  4-  56®  1 i'33")  ; 

* * 5 1 ' * * ,«  « •*•  • 

l’on  a conclu  pour  un  temps  quelconque, 

•»  • f.  i 1 «■-  1 . j i ir  ! > 1 / s-  '11  y . ; ’ ; < » ; 


*-(i4-/u,v)  (652,/,5866o— £ o'Vo38i68)  sin  (2«,y£  —fan-b  a»*y_^fT 
-t ...  ; +59”  34' 4" -j 60”, je). 


Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  dé* 
pendantes  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons , ont  été  calculées  par  les  formules  du  n°  34  : 
on  a trouvé  ainsi 


I 


« 
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!— (55*,5i470  — i o", ooo36643)  sin  (3 n?t  — n'U  •+•  3**— «*▼  ] 

-f-  84°  / 57"  — t 34", 55)  r 

-f.  28", 88860  sin  (/»«▼*  — «▼«  -f-  «*T  — «T4-  83*  57'46")  f 

— a">97441  sin(5rt**É—  3/i”t-f-5r—  3*IT—  59°i2'33*  ) 
s f a",ogio4  sin  (3nT*é — 3nTi  -f  3«n— 3r— 66°55' 29")! 

"HI+^V,)*{-f.3o,',8g364Sin(3nT,i--  -f-3«TI— • «▼ — 87° 28' 7").  J 

3n»  — rc»*  étant  une  fort  petite  quantité , cette  cir- 
constance rend  très  sensible  l’inégalité  dépendante 
de  l’angle  3 nJt  — niyt.  Cette  inégalité  a été  calculée 
par  les  formules  (A)  du  n°  34  ; comme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d’exactitude 
être  ajoutée  au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

Si  l’on  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
rft — n"t  et  de  3/iT*  — 5n"t  avec  les  inégalités 
relatives  aux  memes  argumçns  et  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons , on  aura  pour  leur 
somme,  _ . ' * 

-j.  (1  -f.  jx*v)  29", 39700  sin  ( nIT«  — wTt  -f*  «1T  — fV  4*  77°  4^ 

_ (,  -f.  pyi)  2W, 06941  sitl  (3 /»▼**  — 3nTi  + 3sT*  — 3r-fc69°  6'  jçT}.  • 

on  a ensuite , relativement  au  rayon  vecteur , 


•-f (0,01 479844 — t 0,0000007337) cos(?n,^4on-t'2*,T-4*T 
) +Va8'9"~«63"l24j  | 

0j00n85?I  co,(3n»/  — n'*H-3iT  —••▼—go*  12'  3a")  | 
— o, 0005692 i3co»(  -f-  «,T — •▼  -4-83° 26' 32*'). 


'J'  V, 


En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  à celle 
qui  est  relative  au  même  argument  et  qui  est  indé- 
pendante des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  la  suivante,  ; < 

^-{-^*^0,00762657  cos  ( n"t — rcV-frg** — eT— 4° 1 5'8")- 

r J , ^ 1 « ■ i w « r * * #•  * 
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G ranae  inégalité  de  Saturne,  dépendante  du  cube  iet  des 
cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons , 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 


La  partie  principale  de  la  grande  inégalité  de  San 

turne 

<s 


Liit  jjdllic  pimupdic  UC  Id  ^IdUUC  lUC^OlltC  UC  ü<n 

rne,  est  celle  qui  a'  pour  diviseur  la  quantité 
ny  — 2 nxy  f , et  qui  est  du  troisième  ordre,  par  rap- 

411V  OV/'Qntl’I/’l  Foc  . /ûrji  oiiv  ,*ii*AUh«iicAnc  * «ai-  rlii 


partie  dé  la  grande  inégalité  ^d^SâitfKe'ést  liée  à W 
partie  correspondante  de  là  grande  inégalité  de  Jupi- 
ter par  l’équation  de  condition,  ' 


. , - 

JV  = 


m 


IT 


m 


yV 


£ . JV,\ 


En  ne  considérant  donc  que  cette  partie  de  la  valeur 


Otvh.  .il 

de  jVT  et  en  la  multipliant  par ~y  on  2 


H i?K 

aura 


relativement  à Saturne  > * 


— (agÔD", "4^4 1 — t o", 0604093— t*  o",ooo 1 9 1 76)si <1  ( 5/*Ti — an 1 v £ -f-  5tv—  a* 1 v) , 

— ( lao", 79567 — 1 1',  107^773 -H*  o>ooo489o)cos(5/î^-ti««v+5ïv_2t.v). 

> 

L’expressiôn  de  la  grande  inégalité  de  Saturne,  sef 
compose  de  plusieurs  autres  parties.  Elle  renferme 
d’abord  la  fonction  suivante, 


a.  ► 


Ti 


îm,TffT 


: a?*  £ rfn  (5nn  — Sp  ai,T) 


f«v 

JP 


5n»  cos  (5nTl  — an*vJ-f-  5«*  — ai**). 

;*  il’it.Mt '*  * . v jt 


1 

pour  réduire  cette  fonction  en  nombres  ; .‘il  faut 

v j . . »,  l.  dM^1)  . 

d’abord  calculer  lés  quantités  ay%  -^-7- , a?  -^-,etc.* 

Tome  lit. 


day 

• V%  .j 


daf 

' 3o  • * 
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ou  a pour  cela  l’équation  générale 


a 


dltO) 

da" 


d’où  l’on  peut  conclure  les  valeurs  des  différences 
a»  t a"  , etc.  , celles  des  différences 

a>»  f a etc., étant  connues.  La  valeur  de 

N(OJ  doit  être  prise  pour  celle  de  N(,),  et  réciproque- 
ineut  dans  le  n°  ioo.  De  l’équation  précédente,  on 
déduit  d’ailleurs  les  deux  suivantes, 


a " 


dP_ 

da" 


. dP'  , , 

* dï"+a 


d P 

da" 

f/P' 

da'" 


= -P, 

= -F; 


au  moyen  de  ces  formules , on  a trouvé  pour  1 800 , 
d P 


a" 


da 


:?  = — o,ooiaaoâ3a, 


j ■ 1 


a"%  = — o,oo44^5564, 

et  pour  l’anpée  aooo , • * 

\ , ; /-*■.'  ' ’ y . 

= — q,ooi3io6o34» 

da.  * 

jp' 

a"' = — 0,004364999.  • 

t . ‘ ' - ' V . - ** 

D’après  ces  valeurs,  la  fonction  précédente  était  eu 

1800  égale  à ~ • , f 

-j-  4g",5go49  sin  ( 5n"t  — 2 n'"t  -f-  5»’  — 2é,t) 

— 1 3", 496 1 3 cos  ( 5n't  ■—  an1'/  + 5tJ  — 3*,T), 


/ 
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eten  aooo  égale  à / .*  . ; ■ \ 

-4-  48', 27821  sin  (5 nyt  — 2 nl*t  -f-  5t?  — 2 8”) 

♦— . 14", 49^7  cos  ($n't  — 2 n'wt  + 5jv  — 2£,t)  ; 


d’où  l’on  a conclu,  pour  un  temps  quelconque  /,  la 
valeur  de  cette  même  fonction  égale  à 

(49f,,39o4g-<o",oo556i4)sin(5nT*-2n,TM-5tT-2»1T) 
-(  i3",496i  3+/!o";oo49977)cos(5nV-2/2<,T-h5*T-2{'?]. 

L’expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne,  con- 
tient encore  le  terme 

— 7 ewh'  sin  (5 n"t  — 2 n”£  H-  5*T  — ae1*— }—  a>T  -f-  J'1) , 

" ■ ■ ■ ■ * \ £ ' • . \WVy.«*  * --  — * 

en  désignant  par  2 h sin  (4 n't — 2n,V-f-4** — 2 «”+0  )> 

l’inégalité  de  JV*,  dépendante  de  l’angle  4nT<— 2nnt} 
d’après  cela , en  réduisant  en  nombres  la  fonction 
précédente,  on  trouve  qu’en  1800  elle  était  égale  à 


y ",66g j 5 sin  (5»!/  — > a rï*t  -f-  5ét  — 2^) , . 
r+-  4f/»68o  1 1 cos  (5  n't  — > an'1*  -f*  5*T- — 2t”)  ; 

ét  en  2000  elle  deviendra 

..  -,  • u t ^ 

7*,  14086  sin  (5nrt  — 2 n"t  -f-  5?T  — 2*,,)s 

-f-  5",  1 3755  cos  (5«v  — 2 n'V  — 2«”); 

d’où  l’on  conclut,  pour  un  temps  quelconque  t,  l’i- 

é , 


n 


(yrfi6gj5  -to’\ 00  26444)  s‘n  ( * an  nt+S  êT-2?'v), 


,^oOI  t+to',,002287I)cOS(5«',^-2n,T<-f"5^T-2^,,)• 

La  partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  dépeu- 

3o.. 
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liante  des  cinquièmes  puissances  et  des  produits  de 
cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
peut  $e  déduire  de  la  partie  Correspondante  de  la 
grande  inégalité  de  Jupiter,  en  multipliant  celle-ci 
y/â' 


par  — 


m' 


m' 


; on  trouve  ainsi  cette  partie  égale  à 


■+■  (36*, 3.5388  — t o", 00486776)  «in  ($nTt  — 3 «*V  -f-  5it  — ai1*), 

— (30fc,9i3b7  4*t  o*, 00861016) coê  (5/»rf  — 3n*’l  ■+■  5i’  — n”). 

Quant  à la  partie  sensible  de  la  grande  inégalité  de 
Saturne , qui  dépend  du  carré  de  là  force  perturba-* 
trice,  onia  déterminera  par  les  formules  du  n”  5? * 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre,  on  a 

<JV  = — 3 cCrCf dtfd . «TR'  -f-  f aT*nT/ dt  (f d’ R')*, 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l’inégalité 
suivante,  - . ;■ 

3*,  1 7oao»in(5n,t--3/i<Tf  4-5»’ — 3«,v)-+«'',*3i85  tfô»(5nTf — 3nM,t-t-5iT— 3t,T). 


Cette-  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente  ; considérons  donc 
uniquement  son  premier  terme  j on  a , n°  4.7, 


„ (iR  . rfR  , dR.  . dK  , </R  . , , <flt  , 

**  =?  57  *r  + dï  + T,  *-+  3?  " + 3? 3?  * i 


et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  JV,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  diffère  ns  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  efR,  de 
manière  que  1?  somme  ou  la  différence  des  ajegumens 
des  termes  que  l’on  a considérés,  soit' : Régale  à 
5nit-~3n'yt,  et  que  la  somme  des  exposant  des  excSeh- 
tricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  aexlépasse 

> • . . ' -* 
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£as  trois.  On  a trouvé  de  cette  manière  les  résultats 
suivras.  . j 

' - ’ 5 N . '<• 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
5nvt  — a n,Jt  et  o t 

«3*,o3344*ln(5n’î — »n,T/+5i’ — 3»'*)-f-o',8i669co8(5n’(— an",<-+-5<’-3»”’). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
' " 4 n,t  — un"t  et  n"t, 

— ■o",8g6a4«in(5nT£ — 2n,T/+5iT— m1’)— i",37j3o  co*(5/i,«-in,,£+5»?-li'T). 

' • • ■ , , 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
3n't — 2 ri,yl  et  2n*t.  ' • 

i',48333»in(5n’t— u>’)+3",o434oco*(5n’t— an  • a«”) . 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  des  argumens 

a n't  — a n,yt  et  3«'t , ' 

/ 

o",aao9t«in(5nTt — an  * Ti-f-5«T— a«"  TH-o*  ,33748  cos(5n’£-»-an,T<+5«’ — a«,T)^ 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
3 n't  — nIT/  et  7.n't  — n"t, 

l*,857oa«in(5n’t-lt-an,,£+5*'— ^ a»1»)—  l",  i848r  co*(5n*»— an'U-fÆ»'’— a»,T). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
3 n't  — n'vl  et  2 nyt  — n,Jl, 

3',466o7»in(5nT«— .an*'t+5«T— ai*  ')— 4o",36a6o  co5(5n’'£— an-U-fS.’-a»1') . 

■ r • V-  . - 

Cette  inégalité  a été  calculée  en  réduisant  en  nom- 
bres les  formules  des  n0>  60  et  61 . On  sait  que  Laplace 
s’était  contenté  de  déterminer  cette  partie  de  la 
grande  inégalité  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice; mais  outre  qu’une  erreur  de  signes  rendait 
fautif  le  résultat, auquel  il  était  parvenu,  on  voit  qu’il 
avait  à tort  négligé  plusieurs  inégalités  du  même  ordre 
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que  celles  dont  il  avait  tenu  compte , et  qui  doivent 
concourir  à former  la  partie  de  la  grande  inégalité 
que  nous  considérons  en  ce  moment. 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  par  voie  de  soustrac- 
tion des  argumens  ’jn'l  — %h,rt  et7.nyt  — - 2 n‘rJ,. 

— r6")oS895sin(5n,i! — an  * y*+5tT — a«‘  v)4- 1 ",95g  J.}  co»(5nT<-  an 1 Tt-h5fT-ai'  ») . 

••  v v • 1 . • 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  semblable  des  argu- 
mens 6 nyt  — 3 n"l  et  rét  — n'yl, 

6*,o4586»in(5nv« — an' v+5fT — at'T)+a",a3454  co»{5/iyt — in,rt-i-5e — ai1’). 

Inégalité  résultante  de  la,  combinaison  semblable  des  argu- 

. mens  nn't — 5n,v<  et  T.ri't — 3n,?t, 

■■  fyfw  '"'.r  ' ’*  ■ ^ ' ’ • 

' -*</’,548o8»in(S/iy^— vi'*H-5«y-ii‘y)-f  1 Vg6o3co*(5rtyt — a*1  Tt-f-5f» -««•»). 

>.•>  v ■ >/  .t£.'  •/  . . ...  . , ‘ 

En  réunissant  les  dix  inégalités  précédentes , on  trou- 
vera que  leür  somme  est  égale  à 

-f«1o%;^5Wo(£/»yl-an'y*+5,v”a*,'/’— 33*,io558co»r.5iiy£-an,n+5«T-*»,y). 

Cette  inégalité  se  rapporte  au  mojen  mouvement 
de  Saturne;  en  réduisant  en  nombres  les  formules 
du  n»  63 , on  trouve  pour  l’inégalité  correspondante 
de  la  longitude  de  l’époque, 

— g",8a4"»m(5nTf — a ’ M-St" — at1  y) — 1 ",oafirocrn(5n’<-a/i,,î-f-5iv-ai'  ') . 

En  réunissant  cette  inégalité  à la  précédente , on  aura 
la  valeur  entière  de  la  partie  que  le  carré  de  la  force 
perturbatrice  ajoute  à la  grande  inégalité  de  Saturne  ; 
on  trouve  ainsi  que  cette  partie  est  égale  à 

o",s3S79sin(5nT«!— an'Tt+5«ï— — 34*,i3aa8cos;5«rf — a«,'7‘-H5»',-3i‘T}. 

En  rassemblant  maintenant  les  diverses  parties  de  la 
grande  inégalité  de  Saturne , on  aura  pour  sa  valeur 
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totale, 


( (âgo  0“,  7<jo5o-  io", 

— <»+/***)<  • . . 

{+  (iS4",657o4 -£i'V 


0473357— «*o#,oooi9t76)«in 

i 

* , » 

o96a5G5-4-È*ow, 00004890)008 


Sn’f-an1**  | 
+5«T— a»«n 


Eu  réduisant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  eu  un 
seul , par  la  méthode  du  n°  3o , on  aura 

< * 

4 * • 

’ sjgu,  c . „ ■ , / ->  ( SnH— a*'»} 

-0  ■ }sio  ,6",5981 

'•  • 

Cette  grande  inégalité,  ainsi  que  celle  de  Jupiter 
qui  lui  correspond,  peut  avoir  encore  besoin  de 
correction , soit  à cause  de  l’incertitude  qui  reste  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter,  soit  en  vertu 
de  quelques-unes  des  inégalités . dépendantes  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  nous  avons  né- 
gligées; mais  ces  corrections  doivent  être  nécessai- 
rement très  légères;  l’inégalité  précédente,  comme 
nous  l’avons  dit  n°  65,.  doit  s’ajouter  au  moyen 
mouvement  de  Saturne. 

, Le  carré  de  la  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  l’expression  de  la  longitude  vraie  le  terme 

QwT<,nIV4gtt><x/5ml  v [/a ,v-fr-awT f (P'*-P*)sm!»(5nv/-a*.,vH-5«v-2»,,r)  ^ 
a(5/tT  — a/»,v)4\  m,y{/âï*  /I — 2PPcosa(5»vt — f 

. ‘ « * . • ' * 

' . * 4 . , . * * . . • . # * ' • • I 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul,  on  peut , comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  faire*  prendre  la  forme, 

1 

H7*  (5m  *v\/ «***+•  imyX/aî)  . ‘ , ; , . ,,  ' . . . 

■ ■ sm  ( double  de  1 argument  de  la  grande 


inégalité  }, 


H'gin(a/taV  — 5rCt  •+•  2g,v  — 5êv — ,B')  étant  la  grande 
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inégalité»  «Je  Saturne.  Eu  réd disant  cette  formule  en 

pombfes /elle  donne  l’inégalité  suivante , 

V,  ;■  . • >.  [ < 

4-39", 76 1 56  sin  2 (5n^— an'V4-56T— 2«,t4-5°38'52"). 

Parmi  les  inégalités  du  second  ordre , l’expression  dç 
la  longitude  de  Saturne,  contient  encore  la  suivante, 

• t , '.  * • 1. 1 # .1' 

7,  - ■ - - ■ " - ‘r  ■■  11  1\  S|1 


«in  (ryi't  — + 91'— 4,'*+  A'+  B'). 


On  a , par  ce  qui  précède , 

- îK(  rit=*65a'',5866o , A’  *=  — 59»54'4,'; 

en  réduisant  en  nombres,  l’inégalité  précédente,  elle 
devient  v 


8", 76670  sin  (gn’t  — 4 n"t  -f-  96»  —ï\i»  — S&SyU). 

* r . . • J > . , • ; -'*•  \ 1 ; .. 

L’expression  de  la  longitude  de  Saturne  contient  en- 
pore  l’inégalité,  , , , , . ' 


4e*A'  sin  (3nTt  — in"t  -+*  3**  —r  26,T  -f-  J1'), 

3A'sîn(4»Tt — 2/t,T<-f-4*r — étant  l’inégalité 
du  mouvement  en  longitude  de  Saturne  dépendante 
de  l’angje  Içi't  — znl1t.  Cette  inégalité , réduite  en 
nombres , était  en  1 800  égale  à 

45",8o584  sin  (3 nyt — 2n"t  -j-  3«T — 2£,t4-39°34,i6")  , 
et  en  2000  elle  sera  égale  à 
^4,/>7^49^  s*n  (prît  — 2W*V  "b"  — 2*,T4-  3 iB5a'5^n); 

d’où  l’on  Conclura  pour  un  temps  quelconque, 
(45",8o384— £o,oo5ig46)«ia(3rtU~-are>»t<f3«»— ^««+^03496"— 
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Si  dans  1 expression  de  la  longitude  vraie  de  Saturne 

-fin,  fonction  de  la  longitude  moyenne,  on  considère 
le  terme  . . ; 

» • v * * 

v ' Tï  «T*  sia  (}n't  -f.  3i» — 3»»),  , „ - 

6t  qUOn  Z.  augmente  l’excentricité  et  la  longitude 
penhelie  de  leurs  variations . on  aura  la  fonction 

il  c«  f <fe’  sia  3 («V  -f-  «»  — »»)  1 - 

4 ( — e,J'«T  cos  3 («*<  -f- 1'  — j (°/ 

* * / , ^ / * V J • 

Si  l’on  ne  considère  dans  <feT  et  cJ'a>T  que  la  partie 
(dépendante  de  l’angle  5nTt  — an1»* , on  aura  n»  ' 36 

3cfe’=— K'cosfSnV— 2n,Tr+  5«’— 2é,t— aj’+A'), 
ae’/ a'f  = — K'sin(5«V — 2n'rH-5t28,T— <»’-{- A'), 


En  substituant  pour  K'  et  A'  leurs  valeurs,  ton  en 
conclura  que  la  fonction  (o)  devient  ; ' ' '•* 


A »3 


* £ • 


~ -g*eT»  65a", 5866  sin  (a/j,Ti  — a/W  -f-  as**  — a*»  — a<*v  -f-  5q°  3£'  4*). 

* » , { **  , • j N , ' y ^ ■ 4 » 

« 

Cette  quantité  , réduite  en  nombres,  est  égale  à 

— 4">2092  sin  (2«'V— 2/îV-|-26,t— 28»—  I i8°4a'36"^; 

• • • 1 . *•  • 

, en  la  réunissant  a l’inégalité  ' 

t 

— (i  +fi")  3iw, 867151  sin  2{ntyt  — 7iV+i,v — . g*), 

"*  ; *.  « 4 * < 

que  nous  avons  trouvée  précédemment,  çt  qui  dé- 
pend des  simples  excentricités , on  aura  la  suivante 

, — (1 3o"^9a435  »in  (an*u  — aavt +ai«v(^.a#vH!..?oa/^9*)i  - 
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Considérons  les  inégalités  dn  second  ordre , résul- 
tante» de  la  variation  des  excentricités  et  des  périhé- 
lies dans  les  termes  de  l’expression  de  la  longitude 
vraie,  qui  dépendent  de  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen- 
sibles que  les  inégalités  correspondantes  de  Jupiter. 
L’expression  de  J'vy  contient  les  deux  inégalités  sui- 
vantes, 

e*G'  sin  (f  -f - n*/  -f*  ? — a1) 

-f-  e,TH'  sin  (y*  -f-  rft  -f- ty  — «*’) , 

en  supposant  f s=  i(nTt  — n'yt  -+-  *T  — * *”)•  Si  l'on 
augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excentricités  et 
les  périhélies  de  leurs  variations  JeT,  cf<yT,  S'e" , «Ta»'*, 
on  démontrera  comme  dans  le  n*  100,  qu’il  en  ré- 
sultera les  inégalités  suivantes , 

— ^^sin(5nT< — a«,T<-J-5«T — a*” — f — nyt — ÉT-j-A'), 

KTî'  , ■ - ‘ . 

-f-  — sin(5n’<-*-2n,T<-f-5eT— 2*,t — f — nyt — e,T-f-  A), 

en  représentant  parK'sin(4«V — 2n'yt-\-/^îy — ai^-f-A') 
l’inégalité  du  mouvement  de  Saturne  dépendante  de 
l’angle  fyiyt-ïrit  yt,  et  par  Ksin(5nV-5n,Ti-f*5sT-5#'*^}-A) 
l’inégalité  du  mouvement  de  Jupiter  qui  dépend  de 
l’angle  5n't  — 3 nlyt. 

L’expression  de  JV  renferme  les  quatre  inégalités 
suivantes,  dépendantes  des  simples  excentricités  : 

l ' * * ’ * 

— i84,,»«42538sin  (2 nyt  — n'yt  + 2 e* — t'y  — ûit), 

-f*  4a3*ot  7880  sin  (an*£  — n'yt  — 2«*  1"  — «*’), 

+ 34*704748 sin  (3 nyt  — 2/i'V  -f-  3 ty  — 2é‘*  — ai’), 

— 17*906457  sin  (3 n!t  — 2 n'yt  -f-  3tT  — - 2slT — a>,T), 
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l’inégalité  du  mouvement  de  Saturne  en  longitude, 

— -65a",5866o  sin  (an  ‘ ’< — ' ’ — 4*T-H>9°  54  %")  , 

combinée  avec  la  première  et  la  troisième  des  inéga- 
lités précédentes,  donnera  les  deux  suivantes, 

•+■  ; 84^*338  <653.(5866o  ,io  (B.n  _ 3n,t  + ,#*  — 3.»  -f  5g»  34*  4*) 

— 3fe^4-.65a*,5S(i6n  tin  fvi’t  + a.»—  5g*  34'4'J. 

l’inégalité  de  Jupiter, 

+ 1 6 1",  1 4937sin(3n,',f — 5n’£4-3s'’— 5«’4“58»  r i'54w), 

combinée  avec  la  seconde  et  la  quatrième  de  ces 
mêmes  inégalités , produira  celle-ci , 

^ àe’’ > *®1"  t4î)^7  ®>n  («*’<  — 3nTt  4.  •'»— 3i»+  58»ii'34") 

En  substituant  pour  e'r  et  er  leurs  valeurs  relatives 
à 1800,  les  inégalités  précédentes  donneront  dans 
l’expression  de  JV’  les  quatre  suivantes, 

— 5",i8779sin  (3nV  — n"t  4-3«’— s”  — 5g# 34’4"), 

— 3",43i  1 1 sin  (3»’<— n,T/-h3tT— i' 34"), 
-f-  o", 97778  sin  {nn't  -f-  as’  — 59*54*4")  * 

-f-  o",  1 45a4  sin  (an’*  4-  as’  — 58°  1 1 '34")  » 

en  réunissant  les  deux  premières  inégalités  à la  sui- 
vante , 

— 55',5i470  sin  (3«’<  — * n'V  -f-  3s’  — »*’  , 

qui  dépend  du  carré  des  excentricités,  on  aura 
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celle-ci, 

w_  48",8()ao4  sin  (3  n't—  n"t  -f-  3êT—  «,T-h  78°3'55"): 

Il  nous  reste  à considérer  les  inégalités  du  rajori 
vecteur  de  Saturne.  On  a vu,  n°  38,  que  sou 
expression  renferme  les  termes  suivans, 

iom”nT  f aTP  sin  (5 nyt  — an' 't  -f-  5«T  — a*”)  ^ 
5nT— an”  | -f.  aTP'  cos  (5 nyt  — a/i*V  -f-  5* T — ae*T)  ) ’ 

— eTA'  cos  (5nT<  — are‘*f  + 5«T  — ae,T  — * a>*  -f-  «T') , 

, 4-  cW  cos  à H"t  4;3f  — a*1’  4*  4*  <?')* 

"Cette  fonction,  réduite  en  nombres,  donne 

,/  •.  ^ 

f f 0,000946678  co*(5nV — an‘»f  +5«* — at‘T4-  3a*  3V  il")  1 

^=(14^”;.  | +0f000830838 co*(3nn— an*u4-3.*— a»‘»4-  ag*4o'  «O-  J 

* ■7'*  . 

En  réunissant  la  dernière  de;  ces  inégalités  àuxl  sui- 
vantes qui  dépendent  des  simples  excentricités, 

' . t O.OOI  19a4îc0*(?,,'r*“,a,,,Tt'+'3*T  — ,•%*’—•*)  1 

(I  -»-/*”> 4—  O,ooo63o65co*  (3n’t  — an*«4- 3»»  — «,T—  «”).  I 

on  aura 

i * , v * 

i/rx=(i  4- p»)  o,oooi55ago  co*  (3nTt  — . an'»<4*  3*’—  a**»—  38° 55' 9“)". 
Inégalités  du  mouvement  de.  Saturne  en  latitude. 

io3.  Par  les  formules  du  n°  g5,  livre  II,  on  a 


!i*, 809686  «in  4-  *'T  — n») 

— o*,a533o5  sin  (an‘yt  — n’t  4-  ai' 

4-  3“,  183793  «in  (an**  — n*U  + a.»  — 
— o*,5a93g5  sin  (3n»C  — a nMt  •+•  3**  — 


,»  _ nT)'  f 
n»)  f 
a»,v—  n*)  * 
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, s 

..  /"t"  °'>,a373°  5În  («*"*  — »T*  -f*  »»■,—  «»  ~.DT,)l 

*r\*  r o*, 671979  »in  (3n»*I  — an’*  •+■  3*’1'—  *»»— n*1),/) 

n*  étant  la  longitude  du  nœud  de  l’orbite  de  Jupiter 
et  ri"  la  longitude  du  nœud  de  l’orbite  d’Uranus 
sur  l’orbite  de  Saturne.  , 

Les  formules  du  n°  réduites  en  nombres 

donnent  l’inégalité,  t 

* • » . • • ” ** 

St’z=z  — 9",3o6a68  «in  (4nTi— an,TX  H-4»t  — l»1’  — 6o°  aV  $4*). 


En  appliquant  à Saturne  ce  que  nous  ayons  dit  n" 101, 
relativement  à Jupiter,  on  verra  que  les  termes  dé- 
pendansdu  carré  de  la  force  perturbatrice,  ajoutent  à 

la  valeur  de  la  quantité , 


xya\y-  <n  - .-)] . 

"Va"  4-  m*ya*  L*  1 J 


d*y 


et  à la  valeur  de  la  quantité, 

. - . ™‘]V'a'r  r^:»in(n— «*)  + ^5co«(n  — «»)  1, 

m'VÎr)  L 1 f J 


Jy  et  yJn  étant  déterminés  par  les  formules  du 
n°  54*  La  première  des  fonctions  précédentes,  réduite 
en  nombres,  est  égale  à 


o",oooi554  ; 

elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  et  de 

du  n°  91.  La  seconde  fonction,  en  la  réduisant  eh 
nombres , donne 

— 0,001896, 

quantité  qui  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  — et 
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' ( é 

de  , du  même  numéro  ; ou  aura  ainsi 

» ; , i 

• ■ ; ' i , f , ■ 

.......  «s*  — 0,1006184, 

— 0,l430 1 16,  . 

~di  = 9,i3go5, 

' -3T*=  —18,90319, 

. ; : 
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CHAPITRE  XIX. 


J'  • 


» . » 


- *, 


V 1 


..  < Théorie  d’Uranus. 

? . • 9 - • ' * * 

104.  L’équation  maximum  ». 

; .......  /•=*■(>  - «•)/¥, 

donnée  n*  100,  devient,  relativement  a Uranus, 

I • * - • r.  •'  •/  • ’ ‘ *••**'♦  * 

.*  . • « --  . - • **via  • u . * ' * V 

. - .JV‘  = — — ^V»*. 


En  prenant  donc  pour  r"  et  r*1  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  d’Uranus  au  Soleil,  et  en  supposant 
JV*  s=5  dfc  if/,  on  aura  • • •*  , » , 

» a >.v  /rV  as  qp  0,00177926.  / 

t.»  * . . • * \ » » | , ' ♦*  i ^ % # ' 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur au-dessous  de  ± 0,00177.  Nous  Négligerons 
df ailleurs,  comme  d’ordinaire , les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  au-dessous  d’un 
dixième  de  seconde-  ..  . . „ ...  \ ., ,.  * 

- • , ? r r , ■ nt  “crm  . ,*■/  .1».  *’  1 * J * 

« 

« • , ^ ^ ' e,  A 

î Inégalités  d Uranus  indépendantes  des  excentricités. 5 4 * ’ / 

* e » L ' ■ 


« iilfz/.M  : « •>..  : • ;v  \'.i  x \ll  . .'7*1100}  r 

f 5a"»95^6°  sin  (n'yt~  *r,t  + »VI)  l 
, “ ’.lr-  °V9*?44  fin.  ^rtyrnvt  r J *_  . ' 


3o*, 44^766  «in  (it*/  — -f.  — ,**) 

Jr  4#*o36946,yn  H -i  *V}  'tfr* 

| — o", 8^4654  sin  3(n*t  — nVI £•+.»»—.  ,v«)  £ 

ü*,a33a5a  «in  4(*»v*  — « 4*  *1  <**)/ 


• il 


' ! * 
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/r”=.(r+ n*’>  f o.o«64»66o73  t 

+ f °.<>°«6'4468  I 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 
excentricités. 


/i>”=(i  +y.") 


+ 0+  #*’) 


1. 


— i",24C655  *in  ( n”t  ■+■  1”  — »’») 

-f-  i",2789/|6  *in  (2 n,Tt  — n’*t  -f-  21” — «**  — «*’) 

— 3*,frj5i<4  »n  (2n*'f  — n'U  ■+■  a»»* — «” — •’*) 

— o",aa53oo  *in  (a n’*t  — n'Tt  -f  21” — «” — •*’) 

— 1*, 338882  aiu  ( n»(  -f  i’  — «’*)  'i  ‘ ' 

-f  o*,ao525i  «in  ( n’t  + »’  — »’) 

— o*, 209839  »in  (an’t  — n”t  + a»’  — •’* — »”) 
o ",83947a  »in  (an’t  — n”t  -f  2*’  — «”—  »’) 

— 4aV>5ÿ63g  »io  (an’*t—  n’t  -f  a»”—  *’  ■ — «”) 
-f(  1 43",  109660— to",oo79448)»in(an’ 1 t-n’t-f  a 1’ 1 -«’-«*} 
■4“  2.3,373656  sin  (3n’«t  — an’t  -f-  3»’*  - ai’—  •’■) 

— 1", 569014  «in  (3n”t  — an’t  -f  3»’1  — ai’ — n’J 
-f  o", 409333  «in  £4n”t  j—  3n’t  ■+■  4«’*  — 3i’—  «’•) 
— i o", 369206  «in  (4n”t  — 3n’t  *f  4,VI  3»’ — «’) 

o",  120767  «in  (5n**t  — 4ftTt  + 5k”  *—  4»v^~ 


/f» *='(14-  /ur)  o, 0061 835858  co»  (an”t — n’t  -f  a»’1  — r ,T,>  ■- 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 

excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

..  ->t  ,Vi  •;  ...  '.J  > ..  *:  i'tté-  Pt  !•••>{  fi** 

",  ► i •t' 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à l’iné-' 
gaiité  relative  au  mênje  argument  et  indépendante 
des  excentricités:  leur  somme  donne  la  suivante  : 

, * l- 

(1  — ÉT,-f-ai°i  i %")< 

■ , . j.  i*n>  — ; . . , ■ ‘ * , 

Pour  les  inégalités  du  Tayon  vecteur  on  a o, , 

tr*>  =• — (1  «f-  fir)  0,000722662  co»(3n”'t  — n’t  -f  3»’1  — »’  •f.yS’o'  4«*)« 


!— (1 26*1751206—  t o*,oi45ao)  *m  (3n’»i  —n’t  > »ï  v 

— S6«  19' 6"—  t i7",3o5 / 
-f  t",6%)oo3tin  (4n”t— an’N-4»”— 2»’,«4-38®34,53w)  f 
4-  8>i6o3oo»ia(n’l  — *”t  -f»  1’— .1’  • -+-  88“  39'  3g").  ) 
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Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons . 

/,,v«  = — (i-f  pi)  o", 99000  sin  (5 nytt  — invt  4-  5»VI  — 2sv4-  68°  23'  3i"). 

' 4 

Inégalités  du  mouvement  d'Uranus  en  latitude. 

' «.•  \\  • * 

Les  seules  inégalités  de  la  latitude  d’Uranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  excentricités  et  qui  ne  dépendent  que  de 
la  première  puissance  des  inclinaisons.  Elles  ont  été 
déterminées  par  les  formules  du  n°  95  du  livre  II  : 


J**»  = (1  -f  f*»*)  0*662046  sin  ( n"t  -f-  t,T  — FP») 

f ow, 876523  sin  ( /ivt  4-  sv  — nv) 

■+*  (*  4-  f*  )•  |4-a',>nc^jI2g  8in  (2«vi*  — nv(  + a#TI — *v 


en  désignant  par  n,v  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  l’orbite  de  Jupiter,  et  par  IT  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l’orbite  de  Saturne  sür  celle  d’Uranus. 


^ 4 
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CHAPITRE  XX. 


Équations  de  condition  qui  existent  entre,  les  iné- 
galités planétaires  et  qui  peuvent  servir  à vérifier 
leurs  valeurs. 

lo5.  Nous  avons  eu  plusieurs  fois  l’occasion  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à longue  période  de  deux 
planètes  m et  m!  soumises  à leur  action  réciproque , 
étaient  liées  par  la  même  équation  de  condition  que 
les  variations  séculaires,  c’est-à-dire  qu’elles  étaient 
à très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  m\/a 
à m!  \J~a!  ; ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  l’expression  de 
la  longitude  vraie.  C’est  au  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d’autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  , la 
période  de  l’inégalité  devient  plus  longue , que  nous 
avons  déduit  l’inégalité  de  Vénus , résultant  de  l’ac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  l’angle  1 3n"i— 8nQ 
de  l'inégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a pour 
diviseur  (5«*  — et  qui  dépend  de  la  première 
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puissance  de  la  force  perturbatrice  de  la  partie  cor- 
respondante de  Jupiter.  On  pourrait  se  servir  de  cette 
même  relation  ’ pour  vérifier  toutes  les  inégalités  à 
longues  périodes , que  nous  avons  considérées  dans 
les  chapitres  précédeus  , et  qui  ont  été  calculées  sé- 
parément; mais  tomme  leurs  valeurs  ont  été  déter- 
minées avec  soin  , et  qu  elles  ont  déjà  subi  plusieurs 
vérifications,  il  serait  superflu  ffe  nous  y arrêter. 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  excentricités  ét  des  inclinaisons  méritent 
une  attention  particulière,  à cause  de  leur  grandeur 
et  de  leur  multiplicité.  Ces  inégalités  pepvpnt  de- 
venir considérables  dans  deux  cas  ; x°.  si  la  quantité 
i(n'  — n)-\-n  est  très  petite  par  rapport  à n ou  n'  ; 
a0,  si  cette  quantité  diffère  peu  d’être  égale  à — n ; 
parce  qu’alors  i(ti  — n)  -f-  2n  étant  une  très  petite 
qpantité,  les  fermes  affectés  de  ce  ffivisepr  acquiè- 
rent une  Valeur  sensible. 

Or,  dans  le  premier  cas,  l’inégalité  dépendante  de 
l’argunjçnt  i (n't — nt)-\-nt  croit  avec  une  grande  len- 
teur , et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  corres- 
pondantes de  m et  de  tri  sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à toutes  les  inégalités  de  ce  genre  , 
c’est-à-dire  que  le  coefficient  de  l’inégalité  de  m'  se 
déduira  du  coefficient  de  l’inégalité  de  m en  multi- 
pliant celui-ci  par En  effet,  dans  ce  cas, 

m Ÿ a' 

il  est  évident  (jue  les  termes  les  plus  considérables 
de  l’expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé , proviendront  de  la  variation  du  moyen 
mouvement,  à cause  du  diviseur  [«(«' — ra)-f-ra]*  ' 

5 !.. 
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que  l’intégration  leur  fait  acquérir;  considérons  dans 
le  développement  de  la  fonction  R les  termes  de  la 
forme 

m'M^ecos  \i(nt — nt  + g'  — g)  + nt  + g — a* ] 

-f*  m'M(0e'cos  [i(n't~~*  nt  -f-  - — g)  -f-  -f-  g — a/]. 

L’expression  de  la  fonction  R7  relative  à l’action  de  m 
sur  m ' renfermera  les  termes 

mMCo)eeos  [i{nt  — nt  -4-  g'  — g)  -f-  nt  -+•  g — a>] 

-f-  7tt'M(,Vcos[i(n'2  — - nt  -f-  g'  — g)  + tz£  + g — /»']. 

Si  l’on  suppose  donc  i (rc' — rc)  -H  w une  très  petite 
quantité,  en  n’ayant  égard  qu a ces  termes,  on  aura 
à très  peu  près 

mfdK  + m'fd'R'  — o. 

Et , par  conséquent , d’après  ce  que  nous  avons  vu 
au  n°  42 , en  ne  considérant  dans  JV  et  JV  que  les 
inégalitésqui  dépendent  de  l’argument  i(n't — nt)-\-nt , 
on  aura  entre  elles,  à très  peu  près,  l’équation  de 
condition 

mS/aSv-^m*  \’ cï = o.  , 

1 

Prenons  pour  exemple  l’inégalité  de  Vénus  résul- 
tant de  l’action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l’ar- 
gument 5n'rt — 2 nrt. 

Cette  inégalité  est,  par  le  n°  96, 

— 1 ",426900  sin  (3 nut  — zn't  -f-  3g"  — 2ér  — o»'). 

m\/  a „ ' 

-r->=  =— 1,042703  son 


En  multipliant  par 
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coefficient , on  a pour  l'inégalité  correspondante  de 
la  Terre 

-f-  i ",48783  sin  (5 n't  — sn't  -f-  3g" — 2g'  — af). 

Le  calcul  direct  a donné 

f 

-+-  i",i5iio  sin  (5 n!'t  — 2w'*+3ê" — 26 ' —cm'); 

% * 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

106.  Supposons  maintenant  que  i{nr — /ï)-j-27i  soit 
une  très  petite  quantité  par  rapport  ànouà  n! . Il  est 
aisé  de  voir,  n°  84  > livre  II,  qu’alors  la  partie  des  iné- 
galités de  m et  de  m!  dépendantes  de  l'argument 
i(n't  — 7z£)+rc/,  qui  a pour  diviseur  i{n — /i)-f-2«, 
et  qui , par  conséquent , est  la  plus  considérable , 
provient  de  la  variation  de  l’équation  du  centre  dans 
l’expression  de  la  longitude  vraie,  on  peut  donc , 
dans  ce  cas , se  borner  à considérer  cette  partie#  Le 
développement  de  la  fonction  R renferme  un  terme 
de  cette  forme  : 

cos \i(ri  t-^nt + é'  — «) + znt- f-2g — où  — co'\  ; 

il  en  résultera,  n°  81,  livre  II,  dans  Je  et  <Pcj , les 
inégalités  suivantes  : 

, « » » ~ 

= MOîe'cos  [i(w'*  — nt  -f-*'— • -+*at  — a»— •'], 

1 (»' — n)  4-  a»  7 * J 

« . * 

eS a»  = , . m sin£i(rt7f  — n t -f  i7 — t)  4*  int  4-  a»  *-»  — »'] . 

i(nf — n)4-  in  ' 

L’expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé  contient  les  deux  termes 

2 sin  (nt+t  a>)  — 2ej"oùcos(nt  -f-  6 oo). 
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En  vertu  des  inégalités  précédentes,  on  aura  dbnc 

dans  dV  celle-ci  : 

— T-— , a"‘  "’L M(‘)e'  sin  [(i  — i)  (n't  — ni  +•' — «) -f-  n't  -4-  «'  — »']. 

i lrv  — n)  -f-  x 

’ i 

L’expression  de  la  fonction  R'  relative  à l’action 
de  m sur  m!  renfermera  le  ternie 

mMc* Wcos  \i(n't  — — t)  -f-  -mt-^ii — — »']  ; 

et  il  en  résultera,  par  conséquent,  dans  dV  l’inéga- 
lité suivante  : 

— ''V“r~U-a  l* MO)e*iii  [(*  — i)  (n't  — nt  -f-  i' — •)  + nt  -f-  • — •]. 

i (/?'  - «J  + a»  ' . * 

Ces  deux  inégalités  du  mouvement  de  m et  de  m 
sont  entre  élles  dans  le  rapport  de  m'\/ a'e1  à m\/ ae, 
én  sorte  que  la  Seconde  peut  se  conclure  de  la  pre- 
mière , èn  multipliant  le  coefficient  de  celle-ci  par 

Y**  ' ’ * ' 

m.  y ae 
m'  V a'e' 

— in1'  'étant  une  quantité  assez  petite  par  ap- 
port à n"  et  même  à n'",  on  aura  dans  «f  v[,  en  faisant 
i — 4 ’ une  inégalité  dépendante  de  l’argument 
$n"'t  — 3n"«  + fa'"  — 3ê"  — où’",  et  dans  d'y'"  une 

inégalité  dépendante  de  l’argument ; 

3 rjht  — int  -j-  3 c'" — 2 1" — a".  La  première  est , par 
lé  n°97, 

— 6 . 55^202  sin  — 3n't  -f-  /fi'1  - — 3êv  ^*  &>'). 

m"  /â"  e" 

En  multipliant  sou  coefficient  par  iiT*  y ^4,  il  en 
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résultera  dans  £v"'  la  suivante  : 

-f-  o", 613273  sin(37i"'£  ■ — 3 n"t  -f-  3i"'  — 2 s" — co "). 

On  a trouvé  par  le  calcul  direct 

+ o", 784404  si»  (3 n"'t  — a n"t  -f-  3 1'"  — as"  — m") , 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

107.  L’inégalité  de  m produite  par  l’action  de  m' 
et  dépendante  de  l’angle  — co',  résulte  de  la 

supposition  de  i=i  dans  les  formules  du  n*  84  du 
second  livre.  Or , d’après  la  valeur  de  [a,  a'] , n°  90, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prendre 
cette  forme 

la  '»  al e'  sin  («'<+  «'  — a)  ; 

réciproquement  l’inégalité  de  m'  produite  par  l’action 
de  m et  dépendante  de  l’angle  nt  - {-g  — co  est  égale  à 

a 

— n{n^-  ,7)  «]  e sin  (nt  + é — co). 

Ces  deux  inégalités  seront  donc  entre  elles  dans  lé 
rapport  de  [a,  n']rcV  à [al,  a]n'3e , et  comme  par  le 
n*  90 , on  a 

m \/a[a! , à\  = rn  Va[n,  a']. 

Ces  deux  inégalités  seront  entre  elles  dans  le  rapport 
de  ml  yVrcVà  m \f arPè  on  de  m'aie'  à ma'se,  c’est-à- 
dire  que  le  coefficient  de  la  seconde  se  déduira  de  celui 

de  la  première,  en  multipliant  ce  dernier  par 

L’action  de  Saturne  sur  Jupiter  produit,  n*  100, 
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dans  le  mouvement  de  Jupiter,  l’inégalité 

- — 9",  259026  sin  (nyt  -f-tT  — o?y). 

m'Tetva,T5  * 

En  la  multipliant  par  — 7 on  aura  dans  le 

mouvement  de  Saturne  l’inégalité 

H- 1 ",276197  sin(/ï,T£-f-i**— o,T). 

Le  calcul  direct  a donné 

■ -4-  1", 276020  sin  ( ra,T  £ -f- g” — co")  ; 

ce  qui  diffère  peu  du  résultat  précédent. 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  les 
inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs. 

108.  Il  résulte  du  n*  §2  que  si  i'n'  — in  est  supposé 
une  très  petite  quantité,  l’inégalité  la  plus  sensible  de  la 
latitude  de  m produite  par  l’action  de  m ",  sera  égalé  à 

sin  [i'n't — — (i-f-i)g-j-H]. 

L’inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
de  m' produite  par  m serait  égale  à 

— 7^C^A*,“,sin[(i' — 1)nt — — i)*'— k+H]. 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  m y/ a à — 1 n\fd , c’est-à-dire  que  le  coefficient 
de  la  première  étant  déterminé,  en  le  multipliant  par 

— . on  aura  celui  de  la  seconde. 

mV? 

Nous  avons  déjà  vérifié , au  moyen  de  cette  rela- 
tion, les  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  dç 
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Jupiler  et  de  Saturne  produites  par  leur  action  ré- 
ciproque; on  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
autres  planètes.  Ainsi , eu  supposant  i'  = 5 et  i = 3 , 
l’action  de  la  Terre  produit  dans  la  latitude  de  Vénus 
l’inégalité 


— ©",289097  sin  (5 n"t — fyït  -f-  5t"  — 4 ^ — ot')- 


En  multipliant  son  coefficient  par 


rri  \Z  a 


, il  en 


m"  {/  a!' 

résultera  dans  le  mouvement  de  la  Terre  en  latitude 
l’inégalité 

o",  2 18043  sin  (4 ri’t — 3 n't  -J-  4*”  — — a.'). 


En  calculant  directement  cette  inégalité,  on  a trouvé 

o", 223352  sin  (4 rft — 3 n't  — 3^  — a'). 

’ * 1 

JLa  différence  est  dans  les  limites  des  quantités  né- 
gligées. 
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CHAPITRE  XXI. 


) 

/ «•  • -<t  | « • 

Supplément  à la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne . 

» 

îOC)*  La  méthode  que  nous  avons  suivie  dans  les 
chapitres  précédens , pour  déterminer  les  inégalités 
des  planètes  résultant  de  leur  action  mutuelle,  et  qui 
est  fondée  sur  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons a,  relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales , toute  l’exactitude  nécessaire  lorsque  Ion 
a soin  de  n’omettre  aucune  des  inégalités  qui  peuvent 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indiqué, 
n°  25  , comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
ficiens  du  développement  en  série  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  moyen  des  quadratures,  et  cette 
méthode  donne  toutes  les  inégalités  d’une  planète 
relatives  à un  même  argument,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons , ce 
qui  est  un  avantage  précieux,  parce  que  la  mé- 
thode des  développe  mens  en  série  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu’une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à celles  que  l’on  a considé- 
rées, ne  devienne  sensible.  Nous  allons  donc  ici 


Dü  SYSTÈME  DU  MONDE.  4g  i 

reprendre  eet  objet  ; et  comme  de  toutes  les  planètes 
Jupiter  et  Saturne  sont  celles  dont  les  perturbations 
sont  les  plus  considérables,  nous  ferons  l'application 
de  cette  méthode  à la  théorie  de  ces  deux  planètes. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  de  vérifier  les  résultats 
auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  les  chapitres  VI 
et  Vil,  et  cet  exemple  servira  de  direction  aux  cal- 
culateurs qui  voudraient  déterminer  de  la  même  ma- 
nière les  inégalités  des  autres  planètes. 

Si  l’on  nomme  , comme  dans  le  n°  2 5 , <p  et  0'  les 
anomalies  moyennes  des  deux  planètes  m et  m' , en 
sorte  qu’on  ait 

<p  = nt- {- s — a,  <p'  =j  rît  -f-  e!  ■ — co  ; 

qu’on  suppose  la  fonction  perturbatrice  R relàtive 
à l’action  de  m!  sur  m , développée  par  rapport  aux 
sinus  et  aux  cosinus  dé  ces  anomalies,  et  que  dans  CG 
développement  on  ne  considère  que  les  termes  dé- 
pendarts  de  l’argument  de  la  grande  inégalité  , ou 
aura  ■ 1 

R = ni K sin(5<p/  — 2<p)-j-  m'K'  cos  (5<f  ' — 2$) , 
et  pour  déterminer  K et  K/,  on  aura 

Y . i ■ * » . ' , • ) y 

m'K'  = — f17rf  R cds  (5<pf  — 2 

1 ir‘J  o J o ' 

*1  * f 

Les  intégrales  doubles  devant  s’étendre  depuis 
<p  = 6 jusqu’à  <p  — 27T , et  depuis  <p'  = o jusqu’à 

<pf  =£  ITT . 
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Les  valeurs  de  ces  intégrales  dépendront  des  quatre 
suivantes  : 

A = -4-:  f f**  R cos  2<p.  cos  5 <p'd<pd<p' , 

2jt  J O J o 

B = C **  f™  R sin  2<p  sin  5<p'd<pd<p'f 

• 2 J o J o 

C =s  -ï—  f.  **  f ™ R sin  2 <p  cos  5<p'd<pd<p' , 

2 TT*J  o /’  O 

D = — f **  R cos  2 <p  sin  5<p'd<pd<pr. 

1*  J o J o 

Pour  calculer  ces  quatre  quantités,  on  divisera 
l’intervalle  compris  entre  les  limites  <p=o  et  <p=27T, 
ou  la  circonférence  entière,  en  un  nombre  de  parties 
assez  grand  pour  que  les  quantités  contenues  sous  lp 
signe  intégral  ne  varient  pas  trop  rapidement,  et 
quelles  ne  passent  pas  trop  fréquemment  dupe  va- 
leur positive  à une  valeur  négative,  ce  qui  rendrait 
les  quadratures  inexactes;  et  ce  nombre , cependant , 
sera  assez  restreint  pour  que  les  calculs  ne  devien- 
nent pas  trop  pénibles.  On  a reconnu  par  quelques 
essais  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  satisfe- 
rait à ces  deux  conditions  et  l’on  obtiendrait  un  degré 
d’exactitude  suffisant,  en  supposant  par  rapport  à 
l’intégration  relative  ^ <p  la  circonférence  divisée  en 
trente-deux  parties , et  en  seize  seulement  par  rap- 
port à l’intégration  relative  à <p'. 

On  fera  donc  successivement 

p=o,p=i  i*i  5',  <p  =22°3o',<p  =55,45',<p  =45%  etc., 
<p'=o,ip'=2205o,,<p'=45*  ,<p'=67#3o',<p,=9o°,etc.. 
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et  l’on  calculera  les  valeurs  de  la  fonction  R correspon- 
dantes à ces  diverses  valeurs  de  < p et  de  $ prises  deux 
à deux.  On  aura  ainsi  53  X 17  = 561 , quantités  fon- 
damentales à former;  nous  désignerons,  comme  dans 
le  n 25,  par  R-o,o>  ^1,0;  etc.,  R0,i>  R»,«>  R»,u  etc., 
ces  quantités,  en  supposant  ensuite,  pour  abréger, 

et  — 2(1  i*i5')=  22°3o',  a!  — 5(22°3o')  = i i2°3o', 

et  en  faisant 

P'=iR0>0cos  o-f Rts0  cos*4-Ra>0  cos?.«...-f  iR3a>0  cos32*,  j 
P'^iRo^coso-f-R,,,  cos*-f-Ra>1  cos2*...-f  iR3a>l  cos32*,  > (a) 
etc* , J 

on  aura,  pour  déterminer  la  première  des  inté- 
grales (i), 

A — 3^~75  (ôPoCOSOTf“RiCOSct'+RaCOS2<t  ' • ..-f-IP'gCQSïGa'), 

et  les  intégrales  B,  C,  D se  calculeront  par  des  for- 
mules semblables. 

11  suffira  donc  de  remplacer  cos  et,  cos  2 a,  etc. , 
cos  a',  cos  2 a , etc. , par  leurs  valeurs  dans  les  ex- 
pressions précédentes,  pour  en  déduire  très  aisément 
les  quantités  A,  B,  C,  D,  du  moment  que  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  R0>0,  B»,®  > etc. , seront  dé- 
terminées. 

1 10.  En  ne  considérant  que  l’action  de  m!  sur  m , 
on  a 

, 1 

R rn  ™'{xx'+jry+zJ) 

V (x'—xy z)~  r>i 

La  première  partie  de  cette  expression  est  celle 
qui  a le  plus  d’influence  sur  les  grandes  inégalités  de 
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Jupiter  et  de  Saturne , et  dans  les  chapitres  XVII  et 
XVIII  , où  rious  les  avons  calculées,  nous  n'avons  pas 
eu  égard  aux  termes  dépçndans  de  l'angle  5/z'£ — ant, 
qui  peuvent  résulter  de  la  seconde  partie  de  la  fonc- 
tion précédente,  il  faudra  dqnc  également  les  négliger 
ici , puisque  nous  avons  l'intention  de  comparer  les 
résultats  des  chapitres  cités  à ceux  que  nous  allons 
obtenir.  En  nommant  donc  p,  pour  abréger,  la  dis- 
tance mutuelle  des  deux  planètes  m et  m',  l’expres- 
sion de  R deviendra  simplement 


et  par  le  n°  25,  pour  déterminer  p , on  aura 
ç=  ra-f-ra—  irr  cosa  cos(v  — v)  — arr'sin8  '~y  cos  (v  + v) . 

i 

Les  angles  v et  v'  étant  comptés  de  l’intersection  com- 
mune des  deux  orbites,  en  sorte  qu’en  nommant  D 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  m1  sur 
l’orbite  de  m,  on  a v = c — CI,  et  vr  =u' II. 

Conformément  a ce  que  nous  avons  dit  n°  25, 
on  commencera  par  déterminer , au  moyen  des  tables 
planétaires,  les  valeurs  du  rayon  vecteur  r et  de  la 
longitude  v de  Jupiter  correspondante  aux  valeurs 
successives  de  l’anomalie  moyenne  q>  — o,  f — i i°i5', 
<p=22<>5o' , etc.  On  déterminera  de  la  même  manière 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  r'  et  de  la  longitude  v' 

A O 

de  Saturne  cQrrespondantes  aux  valeurs  de  l’ano- 
malie moyenne  <p'  = o , <p'  = 2293 o',  <p'=  45»,  etc. 
De  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  on  formera  un 
tableau. . . . 
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On  calculera  les  valeurs  de  p correspondantes  aux 
diverses  combinaisons  différentes  quon  peut  former 
entre  les  valeurs  de  r et  de  r1 , de  v et  de  vr 
comprises  dans  ce  tableau,  en  les^ prenant  deux 

à deux;  en  multipliant  ensuite  par  m!  la  quantité  - 

Ç 

qu’on  en  déduira,  on  aura  les  valeurs  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

Il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati-  # 
vement  à la  fonction  R s’appliquerait  également  à 
toute  autre  fonction  dérivée  d’une,  manière  quel- 
conque de  celle-ci.  Ainsi , par  exemple,  par  la  dif- 
férentiation de  la  valeur  de  R , on  aura 


dK 
r dr 

h 

dK 

dy 

dK 

4n 


r° — arr'cos^ycosfi/ — v) — rr  si n*^cos(v -f-v) 

Tïl  • 1 . o 1 


, . rr  sm  v sin  v 

m . si  11  y 3 , 


/ • . , rr  sin(v'-j-v) 

2/7î  .Sin*^ 

' K 


On  pourra  donc  calculer  les  valeurs  de  ces  fonc- 
tions correspondantes  aux  diverses  valeurs  attribuées 
aux  anomalies  p et  <p',  et  en  substituant  ces  résultats 
à la  place  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
Ro,o,  Ro,t>  etc.  , dans  les  formules  (2),  on  obtien- 
dra, par  des  procédés  semblables  à ceux  indiqués 
plus  haut , les  valeurs  numériques  des  divers  coeffi- 
ciens  du  développement  en  séné  des  trois  fonctions 

précédentes.  , « 

Enfin  , on  déterminera  comme  à l’ordinaire  les 

• * 

Rf 

termes  correspondans  de  la  fonction  /*'  -jp  au  moyen 
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de  l’équation  générale 


r 


. / On  a d’ailleurs,  n*  4 > 


a 


dK 

da 


et  a' 


dK 

da' 


1 1 1 En  effectuant,  d’après  les  tables  de  M.  Bouvard 
et  à l’aide  des  valeurs  rapportées  n°  88  , la  suite  des 
opérations  que  nous  venons  d’indiquer,  on  a trouvé, 
relativement  à l’action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa- 
turne, les  résultats  suivans  : 

ay K = — 0,000942079,  ay K'  *=0,0004025958, 

a — 0,00252078,  axyay ^^==0,00262946, 

ay%  — - = 0,00546286 , ay%  — o,oo5o5i86. 

Pour  comparer  ces  valeurs  à celles  que  l’on  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d’approximation 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l’incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  ml * et  de  my,  observons 
que  <p  et  <p'  représentant  les  anomalies  moyennes  de 

ces  deux  planètes , on  a 

* « 

’ niyt  -j-£,T:=<p  , nyt  -f-  ey  = <p'  -f-  où*. 

/ 

En  supposant  donc , comme  dans  le  n°  58 , 

R -=mvP  sin(5 nyt — a ntyt  -f-  5»v — at,v)-f-mvP'cos'$nvt  — m1 

on  aura  * 


R = twvP  siw  (5pv—  ap  4-  5»v  ■ — a«**9  -f*  cos  (5^v  — -f*  5«v~  a»,v). 
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ou  bien  en  développant  cette  expression 

R = my  [P  cos  (5»v  — aa»1*)  — P'  sin  (5a»T  — 2a»1»)]  sin  (5p*  2p) 

*+•  my  [P  sia  (5û»y  — 2a»* y)  -+•  P'  cos  (5a»y  — 2a»*  yj]  cos  (5pr  -yf  20). 

Si  Ton  compare  cette  fonction  à l’expréssiort 
R = m9 K sin  ( 5 <p'  — 2<p)  -f-  ni9 K'  cos  (5<p'  — 2<p)  j ’fjue 
nous  avons  supposée  au  développement  de  R en  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus  des  anomalies  moyennes 
<p  et  <p',  on  aura 

à9 K =a"Pcos(5 où9 — üco")— *‘flvP'sin(5«f—  ico19),  y • 

sin(5o>* — 2fi?,?)-f-ÆTP'cos(5a)T — 2c?,Ÿ);  J ' 

. . ' # r**«  « 

et  il  est  évident  qu’on  aurait  entre  les  quantités  a'9  , 


a 


IT 


d K/ 


a1 


é/K 


a 


dK' 


d P 


v etaIT^r,  a19 


dP7 


a1 


</P 


da> 

dP' 


day  9 a'  de?  9 


da"9  " de?  9 w de?  ^ ~ da"9 

des  équations  semblables. 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n*  ioi,les  valeurs 
des  coefficîens  des  termes  du  développement  de  R 
relatifs  à l’argument  de  la  grande  inégalité , qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinaisons , en  réunissant  ces 
différentes  parties,  qui  doivent  concourir  à former 
les  coefficiens  que  nous  désignons  ici  par  «VP  et  à9 P', 
on  trouve 


n i 
\ 


a9 P = — 0,0000595577,  a?P'  = 0,001  o 199585.  * 

■ • . ; . * . . • * ..  ;•  " • • 

On  a d’ailleurs,  d’après  les  valeurs  rapportées  n°  88, 

5a>9 — 2co,r  — 65°26'28".  En  substituant  ces  quantités 
dans  les  éqùations  (3) , on  aura 


• \ 


a9 K = — 0,000938956 , a9 K'  ï=  0,000402768. 
Tome  III.  52 
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Si  ion  compare  ces  valeurs  des  cœfficiens  «VK  et 
a’ K'  à celles  qu’on  a obtenues  par  la  méthode  des 
quadratures , on  verra  qu’elles  s’accordent  entre  elles 
d’une  manière  très  satisfaisante.  . ..  • 

Nous  avons  trouvé  ,n°  tôt,  . . v • - 

* . jp' 

a"^=  o,oo2335i3,  t=o,ooG3o56i. 

a's  ■* 

* En  multipliant  ces  valeurs  par  — = æ,  et  en  les 

substituant  à la  place  de  a* P et  de  aTP'  dans  les  équa- 
tions (5),  on  en  tire 


dK.  ■ , ’ . , ■ . .*  . 

rt’Vi’  — ; = — o,oo25o584,  = 0,00267500  ; 

et  au  moyen  des  équations  de  condition 

da"  ' 1 da"  — ^ * 

on  en  déduit 


rtT*  ^ = o, oo3444^°  > 


a' 


,dK' 


— = — 0,00307777. 


Ces  valeurs,  comparées  à celles  qu’on  a obtenues 
par  le  moyen  des  quadratures , paraîtront  s’accorder 
suffisamment  avec  elles , surtout  si  l’on  se  rappelle 
que  dans  les  n°*  101  et  102  nous  n’avons,  dans  les  va- 


Ieursde 

les  termes  dépendans  des 
des  inclinaisons. 


dV  tÆ'  * 

diï  » a COQsidere  que 

cubes  des  excentricités  et 
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. Maintenant ,,  si  auvmqyen  des  équations  (5)  on 
exprime  les  valeurs  de  a’P,  a'P'  en  fonction  des  quan- 

tite's  a’K,  a’ K',  et  de  même  relativement  à a**  ^ '' 

' dP'  . 1 

a etc*  > on  trouvera  \ " v* 

1 * • > t 


4 > ♦ v * 


r. 


* * • » . • 

- — — 0,0000612864,  «’P'=  0,0010225843, 


mîdP  V-  * • _ . • ; ••jp' 

^>"v  = °>00224^2 1 > ^va  ^-7^ = 0,00629075 . 

* * * ’ 1 


• a HW 

a day  =—o,0Oi  163  62,  a"  — = —0,00445304, 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  renferme  la  partie 
suivante  • . . r 

* * * **  r ' ^ ; « >#.  • * \ , \ > . 

t f *!P' sin  (5«V—  2w,Tt-f-5év  — 2é,v)  * 

(5nv— a/i,v)a  1 — avPcos(5^— an'V — 56v /* 

D’après  les  valeurs  adoptées  , n*  88,  on  trouve 

li^rr  6mVnIVÎÛ  » ^ ^ 

(5wv — 2/jivj|asini//  a 6^a5^35o*  r;  ; : 

, # 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente 
elle  devient  ainsi  ..  ' “ ’ 


.«■  r 


.....  to&K'Oiasin  (5nvt  — 2n'7-^  Se^as”!  - 

...  • ~ w 64"»9®8  cos  ;(5n^  — an”/ H*  5«v — a*"V 

En  ne  considérant  que  cette  partie  de  la  grande 
inégalité , et  én'la  calculant  d’après  les  valeurs  de  a‘P 
et  de  on  trouvera  qu’elle  eStëgale à 

.y*.  . 1.089'^  an  (5«’<  — 2t»*7  -f- 5c'-- as")  A ' 
— • f®8,.ao4  cos  (5 n*t  — a»,v<  -f.  5P  — a*”’},  - • . . 

32.. 
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Les  différences  sont  dans  les  limites  qu’on  peut 
supposer  d’après  les  quantités  négligées  dans  le  cal- 
cul , en  considérant  surtout  que  les  élémens  employés 
dans  la  construction  des  tables  de  M.  Bouvard,  qui  ont 
servi  à déterminer  les  quantités  aTP,  a' P'  par  les 
quadratures , diffèrent  de  ceux  que  nous  avons 
adoptés.  ■ 

lia  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 

f a”  iin  (5 nrt  — an',«  -h  5*’  — 9«”)  ) 

_ M'n"»1  I v ' f 

5uv—  a/i«  v \ JP  | 

J — «’*  co»  (5/»ti  — 9n'»t  •+■  5»t  — a»'»)  I 

En  la  réduisant  en  nombres  d’après  les  valeurs 
dP  dP' 

précédentes  de  a'*  , a"  , et  en  observant 

qu’on  a 

. sm'n'V  _ . . _ 

loH 

cette  fonction  devient 


— i6",3ao5  sin  (5  ri't—  a/i‘Tt-f-5£’ — je”) 

-f-  5M,8a75  cos  (5»T<— 2»'T£-f-5«’ — a«‘T). 

Nous  avons  trouvé  par  le  développement  en  série , 
n°  101 ‘ \ • - - 

— 1 6",3538 6 sin  (5nyt  ~nn'yt + 5«T  — 3 g”) , . 

-1-  6",o52g9  co s(5nrt  — 2 n"t  -f- 5ê’  — 9.e")  ; ‘ 

#*  / * • ” * ‘ • * ' . V ' ' . * * 

ce  qui  diffère  peu  de  la  valeur  précédente.  . 

La  principale  partie  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne est  celle-ci  : ‘ '«O- 
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5oi 


i5mITn™  • r avP'sin  (5 nyt  — 2niyt-\-5e*—  2€IT)  v 

(5/iv — 2/l,T)*  1 — av P cos  (5rcT$  — 2ttXT£  + 5€t-—  2*xt).  > 

# / * . • t 

Par  les  valeurs  rapportées  n°  88,  on  a 

i 1 5m,vnv*  . ~ . . - 0 

==®»4I9^r®7-  . 

J * , 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  au 
moyen  des  valeurs  de  ûtP  et  aTP'  données  plus 
haut , on  trouvera  qu’il  en  résulte  dans  le  mouve- 
ment de  Saturne  les  inégalités  suivantes  : . 

1 — 2685", 4543  sin  (5 lï't  — 2n'yt  + 5ev  — 2€xv),  " 

i6or,,Q47°cos(5nvt  — 2nirl+5er — aeXY).. 

En  employant  les  valeurs  de  cC P et  a’P',  calculées 

n°  10 1,  on  aurait  trouvé  . “ • ! ' : 

> ' ’ • .....  . • ’ ' . 

— 2678", 5574  sin  2raxv£-f-  5fT— 26lv)  . v 1 

+ i56r',4°7 1 cos  (5wv^— 2rûyt~\~ 5st—  2e”) , 

quantités  qui  different  peu  des  précédentes.  . 

. Enfin,  la  grande  inégalité  de  Saturne  contient 
encore  la  partie  suivante  : < . , . 

• J»  « * » * * 

, • • , 

da y 
dP 


aw‘»nT 
5>»*— an,T 


ùva  sin  (5 M — a n,Tf  -h  5tv  — as*y)  f 


On  a 


r—  ay*  cos  (5 nH  — a»,T*  -f-  5»*  — aé*q 


* , • • ‘ • 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente* 
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d’après  les  valeurs  de  a' * ~ et  a'*  ~ calculées  par 
les  quadratures , on  aura 

4-  52",  1 5a4  840  (5nrt  — Ztrt  4-  3P--  a*‘v)  •/ 

— 1 5",  6226  cos  ( Sn't  — 2 n"t  -f-  5*’  — %î"). 

,v  » 

Nous  avons  trouvé  pour  la  valeur  de  cette  même  iné- 
galité . - ..  . ■ , . . - ..  . 

+49', 39049 sin  (Sri't — zn"t -{-Si'  — as”) 

— 1 3'', 4961 3cos  (Sn't  — 2nlvt  4*  5tr — • as1') 

qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Pour  donner  un  second  exemple  de  l’emploi  de  la 
méthode  des  quadratures  au  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  R,  on  a calculé  de  cette  ma- 
nière , et  relativement  à l’action  de  Salurüe  sur  Ju- 
piter, le  premier  terme  de  ce  développement,  c’est- 
à-dire  celui  qui  est  indépendant  du  temps;  et  en 
nommant  F ce  terme,  on  a trouvé 
* * l ' * ' 

a^F  as  m 1 1 ,091097  , a™ a.'  — = m'o,  2238874* 

En  calculant  le  même  terme  d’après  l’expression 
donnée  n°  18,  et  en  employant  Tes  élémens  qui  ont 
servi  à déterminer  les  valeurs  précédentes,  c’est-à-dire 
les  élémens  des  tables  de  Bouvard,  on  a trouvé 

a’F  = m'  1,09 1062,  a"aJ  m’o,  2 238867. 

Ces  valeurs, comme  on  voit,  sont  presque  identiques. 

L’accord  des  résultats  obtenus  par  des  méthodes  si 
différentes,  dans  l’une  des  parties  les  plus  impor- 
tantes de  la  théorie  dés  inégalités  planétaires , montre 
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que  la  méthode  des  développemens  en  sériés  ordon- 
nées par  rapport  aux  puissances  ascendantes  des  ex^ 
centricités  et  des  inclinaisons,  lorsqu’on  a soin  de 
porter  assez  loin  les  approximations  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible  r suffit  aux  besoins  actuels 
de  l’Astronomie.,  : ‘ \ 

. 1 12.  La  méthode  des  quadratures  a pourtant  son 
utilité  : c’est  la  seule  qu’on  puisse  employer  dans  le 
calcul  des  perturbations  des  . comètes  et  des  petites 
planètes  ; et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  la  théorie 
des  planètes  principales  elle  peut  encore  servir  à 
d’importantes  vérifications.  Il  ne  sera  donc  pas  inu- 
tile de  donner  ici  les  formules  qui  nous  semblent 
les  plus  simples  pour  l’application  de  cette  méthode 
a la  détermination  des  perturbations  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Ces  formules  pour- 
ront d’ailleurs  être  employées  en  d?aufres  occasions. 

Pour  cela , reprenons  les  trois  équations  du  mou- 
vement troublé  , n°  87  , livre  II  : . . . , 


d*x  dR 

dt*  • r*  dx 

d2jr  w __  dR 

dt*  ■ r* 


daz 

~dë 


+ 


fAZ.  * 


• i / 


dy 

dR 

dz 


(a)  - 

^ ».  » 


\ • *■ 

• Si  l’on  prend  pour  plan  des  xy  ^ celui  de  1W- 
bite  primitive  de  m , ce  qui  permet  de  négliger  les 

quantités  t ^ 9z~r  qui  . sont  du  second  ordre , 

puisque  z et  R sont  du  premier  , én  combinant  entre 
elles  les  équations  précédentes  , ûn  trouve  aisément 
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les  deux  intégrales  suivantes  : 


xdz  — zdx 

Jt 

ydz  — zdj 
dt 


Si  l’on  multiplie  par  y la  première  de  ces  équa- 
tions, qu’on  en  retranche  la  seconde  multipliée  par  x, 
en  observant  que  les  coordonnées  x et  y se  rappor- 
tant ici  au  mouvement  elliptique,  on  a,  n°  ao. 


— —x~  = \Z/jLa{i  — e*)  , on  trouvera 


dt 


rfxd‘  *È'-*fr* 


£R 

dz 


Cela  posé , on  a pour  déterminer  les  perturbations 
du  rayon  vecteur  <fr  et  de  la  latitude  JY  de  la  pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite  primitive , les  deux 
équations  suivantes,  n°  89,  livre  II, 


d'.rJ'r  . 

~dF 


ftrJ'r 

r1 


d‘.rïs  , ftri's 
~d?  r3 


' dR  _ 
dz 


O, 


Ces  deux  équations  sont  de  même  forme , et  s’inté- 
greront par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
effet,  la  première  des  équations  précédentes  se  trans- 
forme dans  la  seconde,  en  y changeant  JY  en  JY, 

et  xfd’R  + r™  en  d’où  il  suit  que,  pour 

avoir  JY,  il  suffira  de  faire  ce  changement  dans  l’ex- 
pression finie  de<?j.  Or,  la' seconde  des  équations  (e), 
n’est  autre  que  la  troisième  des  équations  (a) , dans 
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' ' ’ 

laquelle  on  a fait  z . = r<Ps  ; en  substituant  donc 
pour  z cette  valeur  dans  l’équation  ( b ) , on  aura  la 
valeur  de  rj\y,  et  Ton  en  conclura  immédiatement 

. ’ * i * u ‘ m % f 

celle  de  la  fonction  rJY. 

* ■ Si  pour  abréger  on  fait  * 

2~r.;  :: 

z devant  être  supposé  égal  à zéro , après  la  différen- 
tiation dans  la  valeur  de  P'. 

En  substituant  pour  x et  y leurs  valeurs  r cos  v 
et  rsinv,  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
trouvera 

. * sin  vfrcosvVdt  — cos  v /rsin  vPdt 

o r — , [$) 

Vfia{  i— ea) 

, sin  v fr cos vV'dt  — cos  vfrsinvP' • y||\  * 

\/fta(i— e*).  . 

Il  nous  reste  à déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  en  longitude.  On  pourrait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues,  au  moyen 
de  la  formule  (6),  n°  89,  livre  II  , ou  plus  simple- 
* ment  au  moyen  de  l’équation  du  mouvement  ellip- 
tique r*dvzzzclty/ fÀCi(  1 — e •),  qui  donne,  n°  45,  livre  II, 

<f.r‘  J = A (f  + f)dt,  ( 

% • , 

mais  il  vaut  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 

• * • 1 ^ f . • * 

Pouf  cela,  reprenons  la  formule  (a)  du  np  83,  livre  II, 

J,  =:/*,("  - A), 

dans  laquelle  on  suppose  kz==  1— e*)* 
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* * ■ ■ A. 

L’équation  de  l’ellipse  donne 


a(i  — O 

T £55  “! — ; — ; » 

I 4-  e cosv 


en  prenant  le  périhélie  de  m pour  l’origine  de  1 angle  v. 
Au  moyen  de  cette  valeur  de  r et  de  celle  de  JV on 

trouve  aisément  ‘ ' ' ; 

» / * . 

{.(sin  v sin  2.v)  fr  sinvPdt  j 
-f.  (je+cosî;-f-^ecos2v)  ffcosv'Pdt  > . 

— frVdt+ie fdvf rsinvVdt,  . J, 

/ T av— • • • ' 

En  observant  que  Ion  a,  n 4 > . X + dü  — dv  » 

par  le  n*  45  , livre  II , on  trouve  . 

" r ■ ' •;  - 


On  * d’ailleurs 


■0  ,r 


dr  w y - é/v 

t ’ • : * . . . * %•  ^ ' , 

et  par  les  formules  du  mouvement  elliptique 


>> 


er  sin  v 


,dr 


ek  sin  v 


...  dt  À £ dr_ __ 

' dv  “ k * dv  \ cos  v 9 dt  a{ i — e*)* 

* < * • 

x . • V.  * 

^ ; ■ : - , . . 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

* _ . , m * * 

Si  dans  rexpressiou  de  on  substitue  cette  valeur  et 

celle  de  j -.d?  > on  aura  f n , . ..  . . 
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u = fif r*rf'R  ~ fdvfr  sb  vdt  •• r ï - 


+ 


(2  sin  v 4“  5 e sin  2i>)  f rsmvVdt 
u«+  2 cqs  v 4-  £ e cos  av)  / r cosvP  di 
— 2/ rP<ft  -ï-efdvf  r «in  v P di 


(C) 


. s-  - ■ ka( r— e9)  ' • . . * 

. . * ( ' * s »*  * 

. . * * # ■ f 

. * *'  * • v *.  I ' •»  *«  * I • •<*  t ^ ^ ^ 

. Gette  expression  se  réduit  aisément  à une  forme 
plus  simple;  en  substituant  en  effet  à la  place  de  P sa 
valeur  dans  le  dernier  terme , et  en  le  combinant  en- 

\ w . ' k t(  « 4 / » • **'  » ^ 

suite  avec  les  deux  premiers,  on  trouve 


(2  sin  v-f-  - 
V 2 

+<£+ 


e sin  üv 


)H 


sinvP dt  , 


-f-  ecosv 

. • - 1 ' \ rcosvPdt 

ecosiM — e cos  iv 1 / 

2 JJ  I-+-  ecosv 


£v  — ~ 


+ 


V f*a(i  O ' 


(Ç) 


En  substituant  pour  r sa  valeur  dans  les  expres- 
sions de  JY*  et  de  J\y,  on  voit  quelles  sê trouveront 
immédiatement  ramenées  à la  même  forme  que  la 
fonction  précédente. 

Les  trois  formules  (A),  (B),  (C)  donneront  donc 
sous  forme  finie  les  perturbations  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude,  ce  qui  peut  être 
très  utile  dans  la  théorie  des  petites  planètes  où  ces 
. perturbations  ne  peuvent  être  déterminées  que  par 
des  quadratures,  à cause  de  la  grandeur  des  excen- 
tricités de  leurs  orbites.  Les  mêmes  formules  pour- 
raient être  employées  aussi  par  la  même  raison  dans 
la  théorie  des  comètes , mais  il  est  préférable  de  se 
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servir  alors  des  formules  du  livre  III.  Dans  tous 
les  cas , pour  calculer  par  des  quadratures  les  ex- 
pressions précédentes,  on  commencera  par  substi- 
tuer pour  dt  la  valeur  -~-=J*ÈL====. , et  pour  R sa 
• . y/fcai I —e’)  , r 

valeur  en  fonction  des  rayons  vecteurs  et  des  longi- 
tudes vraies  des  planètes  troublées  et  de  la  planète 
perturbatrice.  En  nommant  y l’inclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m et  de  m! , et  II  la  longitude  de  leur 
commune  intersection  comptée  de  la  même  origine 
que  l’angle  v , et  en  faisant  Y = cos*  ■;  y cos  (y'  — v) 
-f-  sin'i^ cos^-'-frv  — .an),  on  aijra,,par  le  n°25, 


■ R =.ra,_|4» 


. n.-,  -j  - }.  -c  n:  < r. 
i-  v ■ ‘ rV4 

W 


— ar/V 


De  cette  expression  on  conclura  par  de  simples  dif- 
férentiations , celles  de  efR  et  de  r — , et  par  suite  les 

valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  P 
et  Y dans  les  formules  précédentes.  On  pourra , par 
conséquent,  calculer  par  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques , exposée  n#  a5 , les  intégrales 

fr^sinvVdv , /HcosvPrfy,  fi^ûnvYdv , fr^cosvVdv, 

ainsi  que  les  intégrales  J'r'Vd'ü , J' r3  dv  que  ces 

formules  renferment. 

Dans  la  théorie  des  planètes  principales,  la  petitesse 
des  excentricités  et  des  inclinaisons'  mutuelles  des 
orbites  permet  de  développer  leurs  perturbations  en 
séries  coftvergentes , et  c’est  sans  contredit  la  mé- 


* 
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thode  la  plus  simple  que  l’on  puisse  employer  pour 
obtenir  ces  perturbations  exprimées  par  des  suites  de 
sinus  et  de  cosinus  d’angles  croissant  proportionnel- 
lement au  temps,  et  en  former  des  tables  qui  peuvent 
servir  pour  un  temps  indéfini.  L’emploi  des  formules 
précédentes  serait  alors  moins  simple  que  celui  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  trois 
variables  JY,  S'v  et  Ss  ; et  c’est  par  cette  raison  que 
nous  n’avons  eu  besoin  que  de  ces  équations  dans 
la  théorie  des  inégalités  planétaires.  Mais  lorsqu’on 
veut  déterminer  les  coefficiens  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  différences  par  la 
méthode  des  intégrales  définies,  ainsi  que  nous  l’a- 
vons indiqué  n°  a5,  les  formules  précédentes  sont, 
je  crois , les  plus  commodes  que  l’on  puisse  em- 
ployer, dans  ce  cas,  pour  en  conclure  les  valeurs  de 
«fr,  Sv  et  JY. 

En  effet,  au  moyen  d’intégrales  doubles  on  pourra 
toujours,  comme  on  l’a  vu  n°  a5,  déterminer  les 
coefficiens  du  développement  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  d’angles  proportionnels  au  temps  t , des  fonc- 

r^-dt,e t l’on  développerait  par  con- 
séquent, de  la  même  manière,  les  fonctions  f rsinuPcfe, 
f rco&vŸdt , /r  si  n vŸ'dt , ,f r cos  •wP' dt.  En  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exprimées  dans  les  formules 
(A),  (B)  et  (C) , et  en  mettant  pour  sinu  et  cos v 
leurs  valeurs  développées  en  série  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l’anomalie  moyenne  de  la  planète  m, 
on  aura  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 


y 
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à un  temps  indéfini,  les  plus  exactes  que  la  théorie 
puisse  fournir. 

Il  serait  à désiref  que  quelque  calculateur  zélé  fît 
l’application  des  formules  précédentes  à la  détermi- 
nation des  perturbations  de  toutes  les  grandes  pla- 
nètes. Il  eu  résulterait  le  moyen  le  plus  sûr  pour 
vérifier  les  inégalités  déjà  calculées,  par  d’autres  mé- 
thodes, et  découvrir  les  inégalités  sensibles  qui  au- 
raient pu  jusqu’ici  échapper  aux  investigations  des 
géomètres.  M.  Hansen,  astronome  attaché  à l’obser- 
vatoire du  Séeberg,  a déjà  essayé  sur  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne  un  travail  semblable;  mais  le 
choix  mal  heureux  des  variables  qu’il  a cru  devoir  subs- 
tituer aux  trois  coordonnées  JVyoPv,  JV,  généralement 
adoptées  par  les  astronomes,  des  innovations  analy- 
tiques dont  les  avantages  ne  rachètent  pas  la  bizarre- 
rie , enfin,  l’absence  complète  de  clarté  et  de  mé- 
thode, rendent  ce  travail  à peu  près  inutile  (*). 
J’invite  donc  les  jeunes  géomètres  à reprendre  cet 
objet  sous  le  point  de  vue  que  nous  leur  indiquons  : 
peut-être  nous  sera-t  il  permis  d’y  revenir  dans  la  suite 
de  cet  ouvrage,  mais  nous  allons,  pour  le  moment, 
porter  notre  attention  sur  d’autres  points  de  la  théorie 
du  système  du  monde,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  nous  ayant  déjà  entraîné  bien  au- 
delà  des  limites  que  nous  nous  étions  prescrites. 


— 


— — 


— 


(*)  Voir  compte  que  j'en  ai  rendu  dans  la  Connaissance 
des  Tems  pour  i83t. 
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v « 

' t 

• ’ * * I • , 

' - * * • ' I •«*'.*'  . * ’ . * V •. 

. Mouvemcns  héliocentriques  de  Jupiter  et  Saturne . 

« < * 

» , ' • ’ » * 4 • , 

* , ^ , • • A » t * • 

' 1 1 3.  En  réunissant  les  différentes  inégalités  calculées 
dans  les  chapitres  VI  et  VII,  on  a obtenu  les  exprès- 
sions  des  longitudes  vraies,  et  des  rayons  vecteurs  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  les  plus  exactes  que  Tétât  ac- 
tuel de  Tanalyse  permette  d’espérer.  Dans  les  for- 
mules suivantes,  t représente  un  nombre  quelcour- 
que  d’années  juliennes  ou  de  365^  ^ , comptées  k 
partir  de  minuit  le  Ier  janvier  1800. 

* Soit,  pour  cette  époque,  . ; •. 


n'yt  + 61Ÿ  = 8r°5a' i9f,,3  + t 3o% 349084,  ^ 

nyt  + €v  = 123.  5.29,4  + t ï 20, 22 1 1 48 , 

nyxt  «4*  tv*  e=  17^.50, 16, 4 + t 


ces  trois  quantités  représentant  les  longitudes  moyen- 
nes de  Jupiter,  Saturne  et  Uranus , comptées  de  Té- 
quinoxe  fixe  de  1800*  Dans  ces  expressions  , nous 
avons  substitué  à ia  place  des  moyens  mouvemens 
n'\  ny  et  nyx,  rapportées  n°  88,  leurs  valeurs  résul- 
tantes des  corrections  indiquées  par  les  équations  de 
condition  qui  ont  servi,  a former  les  nouvelles,  tables 

de  M.  Bouvard.  . ' . ^ « / 

< • * » 

. Soit  encore  \ ' *.  . *.  — 


û)1ts=5  i i°  36f/  — f-  t 6,,,683i22  — £*o,ooo235, 

û)r  =3  89.  8.20  ■+■  M qi',o55o44  -f-  **0,000162, 


,1» 


' 98.2S.45  + 1 3^,582830,  4 

111.56.  *7  -4-  *5im,52i5i. 


P 
/.  i 


Les  termes  constans  dans  ces  expressions  sont  les 
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longitudes  des  périhélies,  et  des  nœuds  de  Jupiter 
et  Saturne , comptées  du  même  équinoxe  que  les 
longitudes  moyennes  n'yt  + e,T , rCt  -f-  ét,  et  rela- 
tives à la  même  époque;  les  termes  proportionnels 
au  temps  t sont  les  variations  séculaires  de  ces  lon- 
gitudes déterminées  n°*  91  et  101. 

Supposons  maintenant  que , pour  abréger,  on  re- 
présente respectivement  par  p et  p'  les  argumens 
des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  Saturne; 
en  sorte  qu’on  ait 

< . . 

p = 5/»U  — — 3*‘».+  3*4o'59" — t 76", 3770  — t*  o“,oo  12620, 

f/=:Snrt  — s*1»*  -f-  5»’  — 2i,lr  + 3° 38' 32" — t 76*, £>98  — t»  o", 001164, 

et  soit  ensuite  ■' 

A = (1 187", 247 — t o",o4845-HI  0,00000226) sin p 

— 1 2", 2 1 854  sin  2 p, 

A,=s— (29o6f,,66i — to",i  141  1+ £*  o,oooooo52)sin  p' 
-{-  29", 76156  sin  2 pf 
-J-  3o",8g4  sin(3nv,t — nyt  -f-  36Tl — s’ — 

la  quantité  A représentant  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter, et  la  quantité  A'  celle  de  Saturne  augmentée 
de  l’inégalité  à longue  période  dépendante  de  l’ar- 
gument 3 nyit  — nyt , ët  relative  à l’action  d’Uranus 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent,  d’après  les  n"  101 
et  102,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  Saturne,  en  faisant  donc,  pour  abréger, 

q=n'yt-+-i,y+Pi,  q'=nyt+iy-\-  A',  q"—ny't-\-iy\ 
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On  a vu,  n°  65,  que  dans  tous  les  argumens  de 
Jupiter  et  de  Saturne  dans  lesquels  le  coefficient  du 
temps  n’est  pas  5 nv  — an,v,  ou  qui  n’en  diffèrent  pas 
de  n"  pour  Jupiter  et  de  nv  pour  Saturne,  il  faut 
augmenter  les  longitudes  moyennes  nxyt-\-t'y, 
de  leurs  grandes  inégalités  dépendantes  de  l’angle 
5nyt  — 2 n"t.  Il  faudra  donc  substituer  dans  toutes 
les  inégalités  de  Jupiter  q et  q'a  la  place  de 
et  de  nyt  -f-  ty,  excepté  dans  la  grande  inégalité  et 
dans  la  suivante  : 

161",  149  sin  ( 3n"t  — 5?iV-4-5g,T — 5gT+58°i  i'54"). 

Si  l’on  veut , pour  plus  de  régularité , employer 
également  q et  q'  a la  place  de  n"t  -f-  g,T  et  de 
nyt  -f-  ty  dans  cette  dernière  iuégalité , on  lui  don- 
nera cette  forme  : 

161",  149  sin  (5 q — 5q'  — 3A  -f-  5A'  -1-  58°  11'  34")  , 

A et  A'  étant,  par  ce  qui  précède,  les  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  développant 
la  quantité  précédente,  on  aura 

i6i",i49  sin  (3 q — 5q'  — 58°  1 1'  34") 

— (3A  — 5A')  X 6 ! ",  1 49  cos  (5 q'y—  5qy+  58*  1 1 ' 34"). 

En  n’ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A et  A'  qu’aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
on  a à très  peu  près 

3A' — 5A'=i8og5",o46sin  (5/tvf — 2n"t-{  5iv — 2ii,-j-3039'45")  ; 
d’où  l’on  conclura 

Tome  III.  33 
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— (3 A — 5 A')  1 6 1 ",  1 49  COS  (3?  _ 5?'+  58°  1 1 ' 34") 
f f si  n(3q-5q'-{-5ri't — 2«'  TM-6 1 °5 1 'ig'O  1 
=— 7 ,0686  ^_sio(3?_5î'_5nv+2«,V+5403i'49')  j 

On  peut,  sans  erreur  sensible  , substituer  dans  ces 
deux  dernières  inégalités  ÿ et  q1  à la  place  de  n,Ti  + g1T 
et  de  nrt  -j-  t'  ; la  première  se  confond  alors  avec 
le  premier  terme  de  1 équation  du  centre  de  Jupi- 
ter, la  seconde  devient  égale  à 

q",o686  sin  ( 5q  — i oq1  + 54°  3o'  35"). 

En  la  réunissant  à la  suivante 

— 3", 7808  sin  (5 q — ioç'-f-  54°  3o'  35") , 
on  aura  celle-ci 

3", 2870  sin  (5 q — 10 q'  + 54°  3o'  35"). 

On  pourra  ainsi  substituer  q et  q'  au  lieu  de  ri"t  -f-  é,ï 
et  de  nTÉ  + «T  dans  toutes  les  inégalités  de  Jupiter, 
abstraction  faite  de  la  grande  inégalité. 

Il  faut  de  même , d’après  ce  qu’on  a vu , n°  65 , 
changer  n”t  -f-  €,T  en  q et  nrt  -f-  fT  en  q/  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne , excepté  dans  la 
grande  inégalité  et  dans  la  suivante  : 

— 644", g53  sin  (2 n"t  — 4 n't  -f-  5g°  34'  4"). 

On  peut  donner  à cette  inégalité  cette  forme  : 

— 644", 953  sin  (2?  — 4?'  — aA  + 4A#  + 59°  34'  4"). 

En  développant  cette  fonction , on  a 
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— 644", 953  sin  (2 q — 4q'  4-  5g°  54'  4") 

+ (2 A 4A')  644^953  cos  (2 q — 4 q'  4-  59°  34'  4"). 

En  substituant  pour  A et  A'  les  parties  de  leurs 
valeurs  relatives  à l’argument  5n't  — 2n'V-  on  trou- 
vera, à très  peu  près,  ' " 

(2A  4A')  644", 953  cos  (2 q — /\q'  4-  59°  34'  ' 

/ sin(2?— 4?,4-5nV— 2/i'V4-5êT--2g‘^4 
= 21", 890)  . , 4-  63®  1 2'  36")  f 

i — sin(27— 4^'—  5«*<  4-2/z'V— 5êT4-2ê’T( 
^ -f  55°55'32'0./ 

On  peut,  dans  ces  deux  dernières  inégalités,  subs- 
tituer y et  q'  à la  place  de  n’V  4-  g"  et  de  nV  4~  gT  ; la 
première  se  confond  alors  avec  l’équation  du  centre 
de  Saturne,  et  la  seconde  devient 

— ai ",890  sin  (4 q — gq'  4-  55°  55'  32"). 

En  réunissant  cette  inégalité  à la  suivante , trouvée 
n°  102 , 

8", 766  sin  (4y  — 99'  4-  55*  55'  32") , 
on  aura  celle-ci 

— 1 3",  1 24  sin  (4 q — 97'  4-  550  55'  3^ 

On  pourra  donc  maintenant  substituer  q et  q'  à la 
place  de  n'V+i1'  et  de  nV  4- g»  dans  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  à l’exception  des  grandes  iné- 
galités de  ces  deux  planètes. 

Si  l’on  suppose  la  précession  annuelle  dès  équinoxes 

33.. 
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de  5o",2235o,  la  longitude  vraie  v"  de  Jupiter  dans 
son  orbite,  comptée  de  l’équinoxe  moyen  et  rapportée 
au  minuit  qui  sépare  le  3i  décembre  1799  du  i*r  jan- 
vier 1800,  sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 


(1986»*, 80  4-  t o',63»49)  *'n  (?—•"  L 
, (597*, 55  4-  t o',o38o7)  «in  a (V  — »'T)| 

T=fl+t5o",aa35o+<  -b  W'.ga  4-  t o",ooa}o)  sin  % ~ 

‘ (i",ig  4-  t o", 00016)  sin  4(7  — “,T)| 

(o",o 6 «in  5(7  — »,T) 

84',63  «in  ( 7 - 7'  — i*60 
^4-  aog',10  «in  {aq  — a q'  — 1®  10') 
t6",3a  «in  3(7  — 17') 

3",75  «in  4(7  — 7O 
«",69  «in  (57  — 57'  4*  ta*  II*) 
o',4l  sin  6(9  — q') 
o",i6  tin  7 (<7  — q *) 

(i3a*,394-  t o',o67)«in(9— a?'— ia®a6'4-n5",7) 
’.ag  «in  (a<7  — 47'  4-  57®  iaO 
r,ag  «in  (57  — 107'  4-  54®  3o')  / 


f (t3a*,i 
-{4-  17V 

U 3*,' 


'} 


f (83%45—  t o",oo5)ain(i<7— 3<7'— 6o®54'4-«  a7%i)  1 

— i",58  «in  (47  — 6^'4-54®a6')  J 

4-(i6i",i54-«o",ooi4)»in(3<7— 57'4-58®  1 i'4-t  ^5’ ,h) 

— i5*,a8  sin  (lq  — 4<f  — 6|®460 
4-  ia",a7  sin  (3 q — aq'  — 9*35') 

4-  9",5o  sin  (3t'—  74-  69«45') 

i,",o5  «in(,'4-43*56')-5'')44«in(a9'4-43o550 
4.  n*,ia  sin  (47  — 57'  4-  5g“  a3') 

— 5*,i3  sin  \aq  — 7'  — 17®  50 

4-  i*,ai  sin  (47  — 3qr  — 3®  a80 

— o*, 88  sin  (57  — 67'  — 65®  7O 

4-  o',74  sin  (7'  4-  7 4-  67*40 

r—  i",i4  *>n  (7  “ 7*)  -J 
4-J  4-  n’,59  «in  a (<7  — q")  t 

V.4-  o®,o5  «in  3(7  — 7").  J 


Oq  a réuni  sous  une  même  parenthèse  les  iné- 
galités qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même 
table.  La  réduction  à l’écliptique  se  fera  par  les  mé- 
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thodes  ordinaires  ; elle  est  égale  à 

— 27",!  5 sin  (ai>,T  — ace"). 

Le  rayon  vecteur  r,T  de  Jupiter  sera  déterminé  par 
la  formule  suivante  : 


{0,0 
— 0,0 
— 0,0 


q)  ) 
q,) 

f)  J 


r‘r  = 5,108760  t o,oooo384 

— (o,a5o358  + t 0,0007964)  cos  (7  — *■’) 

— (0,006033  -f-  t 0,0000 38))  cos  3(7  — »,T) 

— (o,oooai8  -+■  t o,oooooai)  cos  3(q  — a”) 

— (0,000093  -b  t 0,000000)  cos  4 (7  — «s11) 

0,000647  cos  (q  — g') 

, 00177 1 cos  *(?  70 

,oooa8g  cos  3(7  — 7') 

— 0,00017a  cos  (7  — 37'  — 35*  4gO 

— o,ooogig  cos  (17  — 3q'  — 67*550 

— 0,001030  cos  (37  — 5g'  ■+•  58°  7O 
-t-  o, oooa38  cos  (37  — 47'  — 6i°  ia') 

— 0,000119  cos  (3q  — ag'  — ia°  40 

— o, oooo65  cos  (q'  -f-  39»  i30  -t-  0,000074  cos  (ag!  -f-  n°i') 

— 0,00019a  cos  (57' — ag  — i5*  330 
■+-  0,000091  cos  (57' — 4'/  ■+■  14®  a30. 

Enfin , pour  déterminer  la  latitude  de  Jupiter  au- 
dessus  de  l’écliptique  vraie,  on  aura 

t 

JV T = (i°  19'  a",7  — t o", 22606)  sin  («”  — a,T) 

-f-  o",635i  sin  ( q — 2 q'  — 53*540 

-f-  1^0711  sin  (iq  — 3^'  — 53*540 

+ n", 5986  sin  (Zq  — 5 q'  + 5o*  26O 

— o",9978  sin  (q'  -f-  53*540* 

En  rassemblant  de  même  les  différentes  inégalités 
déterminées  chapitre  VIII,  on  aura  pour  la  longitude 
héliocentrique  de  Saturne  la  formule  suivante  : 
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e*  r=  7'  4-  t 5o",2a35o 

!(i3i54",4o  — t i",a783)  «in  (7'  — »’)  | 

4-  (8ii",g6  — t o",ogot)  «in  liq"  — • *)  ( 

4-  (3g", 48  — t o“,oo66)  sia  3 (7'  — »»)  f 

4-  (a*,  19  — t o",ooo5)  «in  4 (t'  — *T)  / 

/ 29", 4o  «in  (7  — 7'  4-  770  45') 

1—  «in  2(7  — 7O 

1 — 6", 65  «in  3(7  — q') 

+ l—  >".99  «“  4(7  — 70 
I—  o'.7«  *>"  5(7  — <?') 

I — o",27  sin  6(7  — 7') 

— o*, ta  «in  7(7  — 7') 

— (4a4”i83  4-  t o”,0227)  sin  (7  — 37'  — i3°57'  4-  ti3",8g) 

— (65a",5g  — » o,o38t7)  «in  (27  — 4 7*  4-  59*34'  — t 60'' ,76 } 

— (48",8g  — t o,ooo3!i6)sin  (37' — 7 4-  78°  4'  — t 34",55} 

— a4'',  37  sin  (27  — 37'  4-  a o»  4 50 

4-  11*, 44  «in  ( 7 4-  84*360 
— i3"ia,  sin  (47  — 97'  4-  55° 55') 

4-  4”i9®6  «in  (3?  — 47'  — 61*45') 

4-  3*, 06  sin  (27  — q’  4-  3o“  45') 

4-  a*,97  sin  (3q  — 57'  4-  5g«  ta') 

4-  i*,44  «*n  (47  — 57'  — 6t°  57') 

4*  o",53  sin  (57  — 67'  — 61»  53') 

— 10", 07  «in  (7'  — 7*) 

4-  i5*,73  «in  3(7'  — q“) 

4-  a*,oS  «in  (37'  — 37"  — 6g»  6') 

4-  o", 34  «in  4(7'  - 7”) 

4-  lo*,7t  «in  {q'  — 37*  4»  73°  11') 

4-  ag",63  sin  (27'  — 3g*  4-  a4°  3«0 

4-  t*,65  sin  (3t«  — 27"  — 8g°8') 

4-  1", 48  sin  (7*  — 4a*  36'). 

La  réduction  à l’écliptique  est  égale  à 
— 97f/»83  sin  (zv*  — za.''). 

Le  rayon  vecteur  de  Saturne  sera  donné  par  la  for- 
mule suivante  : 

. 1 . . ■ - . * • ■ ■ . 


4.  ■ 
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»’  = 9,557777  — t 0,0000167 

■—  (0,534988  +•  t o,ooooag66)  cos  (q'  — »T) 

— (o,oi5oo5  ■+•  t 0,00000167)  co«  a(g'  — 

— (0,000634  +*  * 0,00000011)  cos  3(<7'  — a 

— o,oooo3a  cos  4 ',<f  — ' aT) 

> — o,ooo33g  cos  (9'  — io°  ai') 

0,00763  cos  ( q ' — 1 1 — 4°i5') 

,00140  cos  a(^'  — q) 

,00034  cos  3(<7'  — q) 


“')  -V 

•’)  / 

”1 


{o,c 
4-  o,c 
+•  0,c 


} 


-f-  o,oo5ji  cos  (q  — a q'  — ii°io') 

+ (0,01479 — t 0,000000734)  cos  (iq — 4^'+  59°  08' — 1 63", a j) 

— 0,00119  cos  Hq‘  — q — go°  ia') 

— o,ooi55  cos  (3<jr'  — iq  + 38°55') 

— o,  000a  1 cos  (3<7  — 4 9’ — 6i°a3') 

+*  o,ooog5  cos  (5  q"  — a q -f-  3a°3a') 

+■  0,00016  cos  (q'  — q") 

— o,ooo43  cos  o(q'  — q") 

— 0,00066  cos  (a q'  — 3q"  +•  a3°  440- 


Enfin,  la  latitude  de  Saturne  au-dessus  de  l’é- 
cliptique vraie,  sera  donnée  par  la  formule  suivante  t 

s*  = (2°a9'5o",3  — t o",i55i5’]) sia (pT — ar) 

, f 3",  18  sin  (2 q1  — q 53°  54')) 
l+  9",3l  sin  (4 q'  — 2q  — 6o°  24')) 

4-  o,,,53  sin  (27  — 3 q'  — 53°  54') 

-4-  i",8i  sin  ( q -j-  53*54') 

— <>",67  sin  (2 q — 3 q"  - — 54®  8'). 


Les  expressions  précédentes  different  peu  des  for- 
mules employées  par  M.  Bouvard  dans  la  construction 
de  ses  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne,  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradley  et  Maskeline,  qui  ont  servi  à 
corriger  les  élémens  du  mouvement  elliptique.  La 
plus  grande  erreur  ne  s’élève  qua  12"  pour  Jupiter, 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  du  calcul  et  de  l’ob- 
servation sont  beaucoup  moindres  relativement  a Sa- 
turne, tandis  qu’il  y a 5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leures tables  de  cette  dernière  planète  s’élevaient 
quelquefois  à 22'.  Laplace  s’est  assuré  aussi  que  ces 
formules,  qui  représentent,  avec  toute  l’exactitude 
qu’on  peut  désirer,  les  observations  modernes, 
représentent  également  bien  les  observations  de 
Flamsteed  , celles  des  Arabes  et  les  observations  an- 
ciennes rapportées  par  Ptolémée.  Nous  ne  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Jupiter  et 
Saturne  aucune  inégalité  considérable  qui  n’eût  point 
encore  été  calculée.  Le  nouvel  examen  que  je  viens  de 
faire  des  perturbations  de  ces  deux  planètes,  ne  m’a  in- 
diqué de  rectification  importante  à faire  aux  valeurs 
calculées  par  Laplace,  que  dans  la  partie  du  coeffi- 
cient de  la  grande  inégalité  qui  dépend  du  carré 
des  forces  perturbatrices.  11  serait  à désirer  cepen- 
dant qu’on  comparât  de  nouveau  les  formules  ainsi 
rectifiées  aux  104  oppositions  de  Jupiter  et  Saturne 
qui  servent  de  base  aux  nouvelles  tables  de  M.  Bou- 
vard ; les  corrections  qui  en  résulteraient  pour  les 
élémens  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles  : mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l’a  dit  n°  87,  pour  la  masse  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  et  qui  est  à peu  près  celle 
qu’avait  donnée  Newton , une  correction  qui  rapproc- 
herait sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  des 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  élongations  des 
satellites  observées  par  M.  Airy. 
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CHAPITRE  XXII. 


• • m 

Formation  des  Tables  astronomiques  par  la  compa- 
raison des  observations  et  de  la  théorie.  Détermina- 

■ t 

tion  du  plan  invariable.  Conclusion  de  la  théorie 
des  inégalités  planétaires. 


114.  Nous  allons  nous  occuper  ici  de  la  construc- 
tion des  tables  planétaires,  et  montrer  comment,  par 
le  concours  des  observations  et  des  formules  de  la 
théorie,  on  peut  s’élever,  de  siècle  en  siècle,  à la  con- 
naissance plus  exacte  de  tous  les  mouvemens  célestes. 
Nous  entrerons,  à cet  égard,  dans  quelques  détails 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astronomes 
qui  s’occupent  spécialement  de  cet  objet , mais  qui 
nous  semblent  nécessaires  pour  montrer  aux  jeunes 
géomètres  qui  étudient  la  théorie  du  système  du 
monde  , et  auxquels  cet  ouvrage  est  surtout  destiné  , 
combien  la  détermination  théorique  des  inégalités 
séculaires  et  périodiques  des  mouvemens  planétaires, 
a d’influence  sur  les  valeurs  des  éiémens  d’où  dépen- 
dent les  tables  astronomiques , et  combien  il  importe 
par  conséquent  de  la  perfectionner  de  plus  en  plus , 
pour  donner  à ces  tables  toute  la  précision  que  les 
observations  comportent. 

Dans  Pétat  actuel  de  l’Astronomie,  on  doit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  élémens  de 
leurs  orbites  comme  à peu  près  connus  , et  ils 
n'ont  besoin  que  de  légères  corrections  qu’on  déter- 
minera à mesure  que  les  bonnes  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à faire  connaître  les  valeurs  exactes  des  masses  y 
et  les  coefïiciens  indéterminés  quç  nous  avons  laissés 
subsister  dans  nos  formules , et  qui  représentent  les 
corrections  dont  les  masses  que  nous  avons  adop- 
tées sont  encore  susceptibles,  seraient  aisément  dé- 
terminées, si  l’on  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées.  Malheureu- 
sement les  observations  anciennes  sont  trop  incor- 
rectes , et  les  modernes  trop  rapprochées , pour 
qu’on  puisse  déterminer  de  cette  manière  les  masses 
planétaires;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laires se  soient  par  la  suite  des  temps  suffisamment 
développées,  on  est  obligé  d’employer,  à leur  dé- 
faut, les  inégalités  périodiques  résultant  d’un  grand 
nombre  d’observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions des  masses  comme  celles  des  autres  élémens 
du  mouvement  elliptique. 

Pour  cela , on  réunira  un  grand  nombre  d’ob- 
servations faites  avec  de  bons  instrumens , par  des 
observateurs  habiles,  et  embrassant  le  plus  grand 
intervalle  qu'il  se  pourra.  Chaque  observation  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géocenlriques-  de  la 
planète  pour  une  époque  connue.  On  convertira 
d’abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
l’aberration  et  de  la  nutation,  en  longitude  et  en 
latitude  héliocentrique , c’est-à-dire  vues  du  centre 
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du  Soleil,  parles  formules  connues,  et  l’on  effec- 
tuera les  mêmes  opérations  sur  toutes  les  observa- 
tions dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite,  au  moyen 
des  tables  provisoires  qui  résultent  des  formules  pré- 
cédentes, disposées  comme  on  l’a  vu  n°  107,  on  calcu- 
lera les  longitudes  et  les  latitudes  correspondantes 
aux  mêmes  époques.  Si  ces  tables  étaient  exactes  et 
les  observations  d’une  rigoureuse  précision , les  va- 
leurs résultantes  de  l’observation  et  du  calcul  de- 
vraient être  identiquement  les  mêmes  j les  différences 
seront  donc  l’erreur  des  tables , puisque  l’on  suppose 
que  l’on  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d’une  très  petite  quantité 
chacun  des  élémens  de  l’orbite  elliptique , ainsi  que 
les  valeurs  des  masses  perturbatrices,  dans  l’expres- 
sion de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète,  et 
en  égalant  les  variations  qui  en  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  formules  de  la  théorie , on  aura 
autant  d’équations  de  condition  entre  les  corrections 
qu’on  a fait  subir  aux  élémens  elliptiques  de  la  pla- 
nète et  aux  masses  perturbàtrices.  Comme  ces  équa- 
tions seront  toujours  en  beaucoup  plus  grand  nombre 
que  les  inconnues  qu’elles  renferment,  on  les  com- 
binera entre  elles  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
de  manière  à réduire  leur  nombre  à celui  des  incon- 
nues , et  en  les  résolvant  par  les  méthodes  ordinaires 
d’élimination,  on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités. On  aura  ainsi  le  moyen  le  plus  exact  que  l’on  / 

puisse  employer,  dans  l’état  de  perfectionnement 
qu’a  atteint  l’Astronomie  théorique  et  pratique,  pour 
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arriver,  par  des  corrections  successives,  à la  détermi- 
nation exacte  des  masses  et  des  élémens  des  orbes 
des  planètes. 

Soit  donc  V'  la  longitude  héliocentrique  de  m dé- 
duite de  Inobservation , et  V cette  même  longitude 
calculée  par  le  moyen  des  formules  précédentes , ou 
des  tables  provisoires  qu’on  en  aura  déduites , et  soit 
cTV  la  variation  de  V résultant  des  corrections  de 
chacun  des  élémens  qui  entrent  dans  son  expression  , 
la  comparaison  des  longitudes  observées  et  calculées 
donnera  V = V'  + cTV , et  par  conséquent 

• JV  = V'  — V. 

Si  Ton  désigne  par  P',  P",  etc. , les  perturbations 
qu’éprouve  la  planète  m par  l’action  des  planètes  m', 
tkil  y etc. , en  vertu  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé, on  aura 

V=nt  -j-g-f-  2e  sin  (nt  + e — w)  + m'P'  + m"Pf,-j-etc. , 

en  n’ayant  égard , pour  plus  de  simplicité , qu’au 
premier  terme  de  l’équation  du  centre,  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient  de  la  considération 
des  autres  termes,  seraient  absolument  insensibles.  De 
même,  on  ne  conservera  dans  P',  P",  etc.,  que  les  iné- 
galités affectées  des  coefficiens  les  plus  considérables. 

Si  l’on  différentie  par  rapport  a la  caractéristique  £ 
cette  expression  , en  faisant  varier  les  constantes  du 
* mouvement  elliptique  et  les  masses  perturbatrices  m! , 
rri\  etc.,  que  pour  abréger  on  fasse  p—nt  + g — co, 
on  aura 

/.V  = (t  in  -f-  /*)  ( i -t-ac  co» p)+  aie  *in  p — aeiot  cos  p clc 
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et  par  conséquent , entre  les  variations  tSn,  Ss,  etc., 
on  aura  l’équation  de  condition  suivante  : 

(t  fn+Si)  {i-f-aecos/?)-f-2cfesin p — aeJ'û»co8/>-f-P,JVn/+PVw,'-#-etc.=V/*— V. 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable , et  la  résolution  de  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés , fera 
connaître  les  valeurs  des  corrections  indéterminées  Sn9 
Si,  S e,  S où , et  celles  des  masses  perturbatrices  m 
m,fy  etc. 

Les  observations  de  la  latitude  fourniront  des 
équations  semblables,  qui  serviront  à corriger  les 
deux  autres  élémens  de  l’orbe  elliptique,  c’est-à- 
dire  ceux  d’où  dépend  sa  position  dans  l’espace.  En 
effet , si  Ton  nomme  <p  l’inclinaison  de  l’orbite  de  m 
a l’écliptique  fixe,  et  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant, et  S le  sinus  de  la  latitude,  on  aura 
S = sin  (p  sin  (V  — et)  ; en  différentiant  par  consé- 
quent par  rapport  à <p  et  à et  , on  aura 

. cfS  = ÉP<p  cos  <psin(V — et) — Set  sin  <pcos(V — et). 

Si  donc  on  nomme  S' le  sinus  de  la  latitude  obser- 
vée , et  S le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  on  aura 

. * * V i 

s<p  cos<psin(V  — et)  — S et  sin  (P  cos  (V  — ct)=S' — S, 

et  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  une 
équation  semblable.  En  appliquant  à ces  équations 
la  méthode  des  moindres  carrés,  il  sera  facile  d’en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  S<p  et  Sa,  de  ma- 
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nière  à satisfaire  le  plus  exactement  possible  à l’en- 
semble des  observations. 

Avec  les  élémens  elliptiques  et  les  masses  pertur- 
batrices ainsi  corrigées  , on  construira  de  nouvelles 
tables  du  mouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  précision  que  comportent  les  observations  que 
l’on  a employées.  Chacune  de  celles  qu’on  fera  dans 
la  suite , comparée  aux  résultats  de  ces  tables , four- 
nira de  nouvelles  équations  de  condition  que  l’on 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d’en  rassembler  un  assez  grand  nombre  , en 
combinant  entre  elles  les  équations  de  condition , 
tant  anciennes  que  modernes  , on  déterminera  une 
seconde  fois  les  corrections  des  masses  et  des  élé- 
mens elliptiques  avec  lesquels  on  construira  de  nou- 
velles tables  plus  exactes  que  les  premières.  En  con- 
tinuant de  la  même  manière,  et  en  répétant  cette 
opération  à des  intervalles  de  dix  ou  vingt  ans,  on 
parviendra,  par  des  approximations  successives,  à 
donner  aux  tables  astronomiques  et  aux  élémens 
qui  servent  à les  établir  le  plus  haut  degré  de  pré- 
cision. 

C’est  de  cette  manière  qu’ont  déjà  été  construites 
deux  fois  depuis  trente  ans , les  tables  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus , que  l’on  peut  regarder,  pour 
l’ordre  et  la  clarté,  comme  un  modèle  en  ce  genre. 
Ces  tables , celles  des  deux  premières  planètes  du 
moins,  représentent  avec  un  grand  degré  d’exac- 
titude toutes  les  observations  modernes.  Cependant  il 
est  probable  que  l’on  pourrait  ajouter  encore  à leur 
précision , en  rectifiant  quelques  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne,  omises  par  Laplace, 
ou  qui  ont  été  prises  avec  un  signe  contraire.  11  se- 
rait surtout  à désirer,  comme  je  l’ai  dit,  qu’on  reprit 
sous  ce  point  de  vue  la  discussion  des  équations  de 
condition  qu’a  fournies  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des  observations , pour  s’assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront,  ne  donneraient  pas  à la 
masse  de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu’on  a conclue  des  élongations  de  ses  satel- 
lites, d’après  les  observations  les  plus  récentes,  et 
celle  qui  résulte  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  dans  les  mouvemens  de  Cérès,  Junon  et 
Vesta. 

Les  tables  d’Uranus  qui  avaient , lors  de  leur  for- 
mation, toute  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus,  dit-on  , que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles,  si  rappro- 
chées cependant  de  cette  époque.  Il  faut  l’attribuer  sans 
doute  à ce  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  fût  rangé  parmi  les  planètes,  n’ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables,  à cause  de  leur  peu  de 
précision , et  que  celles  qui  ont  été  faites  depuis  1781 
n’étaient  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  On  a 
cru  aussi  qu’il  serait  possible  que  cette  planète , qui 
s’éloigne  à de  si  grandes  distances  du  Soleil , dans 
les  espaces  où  nos  meilleures  lunettes  ne  peuvent  la 
suivre , rencontrât  • quelque  planète  inconnue  qui 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi- 
bles. Mais  ce  sont  là  des  suppositions  qu’il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu’après  un  intervalle  de  temps 
assez  considérable  pour  qu’on  ait  pu  réunir  un  grand 
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nombre  d’observations  et  former  de  nouvelles  tables 
de  la  planète.  On  s’assurera  alors  si  ces  tables,  plus 
exactes  que  les  premières,  sont  encore  insuffisantes 
pour  représenter  ses  mouvemens. 

ii 5.  Nous  avons  donné,  dans  le  n°  7g,  livre  II, 
les  formules  qui  déterminent  la  position  du  plan  in- 
variable du  système  du  monde , c’est-à-dire  du  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à lui-mème  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  et  nous  avons  indiqué 
l’usage  qu’en  pourraient  faire  les  astronomes,  pour 
reconnaître  dans  tous  les  siècles  les  déplacemens  des 
orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incorn 
nus.  Si  l’on  nomme  y l’inclinaison  du  plan  inva- 
riable à l’écliptique  fixe  de  1800,  et  n la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan , on  a , par  le 
numéro  cité , 


tang  y sin  II 


2m  [/a(i  — ea  ) sin  <p  sin  a 
2m  [/  a{  1 — ea  ) cos  <p 


tang  y cos  II  = 


2m  \/ a{  1 — éA  ) sin  <f>  cos  * 
2m\/a(i  — e2)  cos<p 


(0 


le  signe  2 représentant  la  somme  de  tous  les  termes 
semblables  relatifs  aux  planètes  m',  m',  etc.  En  subs- 
tituant pour  chacune  d’elles,  dans  ces  formules,  à la 
place  de  m,  ci,  e,  cp  et  a,  leurs  valeurs  données  n°  88, 
on  a trouvé 

n = io3°  8'  45", 

y — i°  54'  16".  ; ; 

* 

En  remplaçant  ensuite  e , <p  et  a par  lèurs  valeurs 
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relatives  à l'écliptique  fixe,  calculées  pour  l’époque 
de  2000  d’après  les  formules  du  n°  gi  , on  a 
trouvé 

n = io3°  8'5o", 

y—  i«54'i5". 

Ces  valeurs  s’écartent  peu  des  précédentes  ; les  pe- 
tites différences  viennent  sans  doute  des  corrections 
dont  peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  nœuds  des  orbes  pla- 
nétaires. Il  faut  observer  cependant  que  la  différence 
entre  les  deux  résultats  est  cinq  fois  plus  grande 
sur  la  longitude  du  nœud  que  sur  l’inclinaison,  ce 
qui  tient  à ce  que  l’inclinaison  y du  plan  invariable 
sur  l’écliptique  étant  peu  considérable  , les  numéra- 
teurs des  équations  (i)  sont  tous  deux  de  très  pe- 
tites quantités;  en  sorte  que  la  valeur  de  tang  II 
étant  donnée  par  la  formule 

_ — e*)sinfflsin<i 

tang  n — ~L , 

S.my  a(i  — e’jsin  ç cos  « 

il  en  résulte  nécessairement  que  de  très  petites  diffé- 
rences dans  les  quantités  2 m \/a{ i — e*  Jsin  psina  e 
— e*  ) sin  (pcosa,  peuvent  en  produire  de 
considérables  dans  la  valeur  de  tang  II , et  par  suite 
dans  celle  de  l’angle  n.  La  même  remarque  s’ap- 
plique dans  la  théorie  des  perturbations  des  pla- 
nètes et  des  comètes,  aux  formules  qui  donnent  la 
position  de  l’orbite  troublée  par  rapport  à l’orbite 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta- 

Tome  III.  34 
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blie  la  fixité  du  plan  invariable.  Cependant,  dans 
un  chapitre  consacré  spécialement  à montrer  les  se- 
cours que  la  théorie  peut  fournir  a l’Astronomie 
pratique,  nous  devons  restreindre  les  idées  peut-être 
exagérées  que  l’on  pourrait  se  former  de  l’utilité  de 
ce  plan  de  direction  constante , pour  la  détermina- 
tion des  mouvemens  célestes.  En  effet , pour  que  la 
considération  du  plan  invariable  eût  des  avantages 
réels,  il  faudrait  qu’on  pût  déduire,  pour  une  épo- 
que quelconque,  des  données  fournies  par  l’observa- 
tion, la  position  de  l’orbite  de  chaque  planète  rela- 
tivement a ce  plan.  Or,  c’est  ce  qui  n’a  pas  lieu; 
ainsi,  par  exemple , au  moyen  des  équations  (i), 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
l’écliptique,  à un  instant  donné;  mais  pour  en  con- 
clure réciproquement  la  position  de  l’écliptique  rap- 
portée au  même  plan,  et  pouvoir  la  comparer  à celle 
qu’avait  cette  même  écliptique  à une  autre  époque 
quelconque,  il  faudrait  qu’il  existât  sur  le  plan  in- 
variable une  droite  fixe  d’où  les  longitudes  fussent 
comptées.  En  considérant  alors  le  triangle  sphérique 
compris  entre  la  droite  fixe , la  ligne  des  équinoxes 
et  l’intersection  de  l’écliptique  et  du  plan  invariable, 
triangle  dans  lequel  on  connaîtrait  l’angle  y formé 
par  les  deux  plans,  le  côté  II  compris  entre  la 
ligne  des  équinoxes  et  leur  intersection  commune , 
et  le  côté  compris  entre  cette  même  ligne  et  la  droite 
fixe , on  déterminerait  â chaque  époque  l’inclinaison 
de  l’écliptique  sur  le  plan  invariable  et  la  longitude 
de  ses  nœuds  par  rapport  a une  origine  fixe;  sa  po- 
sition serait,  par  conséquent,  entièrement  délermi- 
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née.  Nous  avons  vu , n*  22  , livre  I , qu’en  fai- 
sant abstractoin  de  toute  attraction  étrangère , et 
en  n’ayant  égard  qu’à  l’action  mutuelle  des  corps 
qui  le  composent,  le  centre  de  gravité  du  système 
solaire  était  emporté  dans  l’espace  d’un  mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme.  M.  Poisson  a proposé 
d’adopter  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  que  décrit  ce  centre,  pour  la  ligne  fixe  d’où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet,  cette  ligne 
et  ce  plan  sont  peut-être  les  deux  seules  choses 
invariables  que  nous  connaissions  dans  la  nature. 
Mais  pour  réaliser  cette  idée , il  faudrait  que  la 
direction  du  centre  de  gravité  du  système  solaire  fût 
dès  à présent  bien  déterminée  par  l’observation  ou 
par  les  données  qui  en  résultent,  et  facile  à retrou- 
ver à chacune  des  époques  futures  où  l’on  voudra 
faire  usage  du  plan  invariable;  c’est  ce  qui  n’a  pas 
lieu  et  ce  qu’on  pourrait  tout  au  plus  espérer  des 
progrès  de  la  science,  dans  uu  avenir  très  éloigné. 

Le  plan  invariable  aujourd’hui  peut  donc  faire 
connaître  simplement  les  variations  d’inclinaisons  des 
orbes  planétaires  sur  ce  plan  ; mais  quand  bien  même 
on  arriverait  à trouver  une  droite  fixe;.r|ui  pût  servir  à 
déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  nœuds, 
toutes  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effet, 
ce  qui  surtout  importe  aux  astronomes , c’est  d’avoir 
les  variations  de  l’écliptique  vraie  par  rapport  à un 
plan  immuable,  puisque  c’est  à l’écliptique  qu’ils 
rapportent  tous  les  mouvemens  célestes  ; or,  comme 
l’inclinaison  du  plan  invariable  sur  le'cliptique  fixe  est 
très  petite,  il  en  résulte,  comme  on  l’a  vu,  que  la  lon- 
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gitudc  de  leur  intersection  commune,  et  par  suite , la 
longitude  du  nœud  de  l’écliptique  fixe  ou  mobile  sur 
le  plan  invariable  qui  s’en  déduit,  ne  peuvent  jamais 
être  déterminées  avec  une  précision  rigoureuse.  Ain- 
si , de  légères  erreurs  dans  les  observations  , ou 
même  celles  qui  résultent  des  quantités  négligées 
dans  les  approximations  d’où  se  déduisent  les  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique , en  produiront  de 
considérables  dans  le  rapport  de  deux  quantités 
3Z.m\/a(i — e*)sin<psina  et  1m\/a( i — e*)sin<pcosa, 
et  par  suite,  le  nœud  de  l’écliptique  sur  le  plan  fixe 
paraîtra  avoir  beaucoup  varié,  sans  que  ce  nœud 
ait.  subi  des  déplacemens  considérables. 

Heureusement , dans  l’état  actuel  de  l’Astronomie, 
la  considération  du  plan  invariable  est  peu  nécessaire  ; 
son  u tilité  pourrait  se  faire  sentir,  si , après  l\ine  de  ces 
grandes  catastrophes  qui  bouleversent  quelquefois  les 
sociétés  humaines,  la  culture  des  sciences  venant  à être 
interrompue  pendant  plusieurs  siècles,  à l’époque  où 
la  civilisation  se  ranimerait,  on  voulait  connaître  les 
véritables  déplacemens  qu’ont  subis  dans  l’intervalle 
les  orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouve- 
mens  propres  qu’ont  pu  avoir  les  étoiles.  Mais  lors- 
que des  observations  faites  avec  la  précision  qu’elles 
ont  aujourd’hui,  formeront  une  longue  série  de  phéno- 
mènesdont  la  suite  n’estjamais  interrompue,  les  mou- 
vemens  de  l’écliptique  et  des  équinoxes  pourront  se 
déduire  directement  de  la  théorie  et  de  l’observation, 
avec  toute  la  précision  nécessaire  pour  que  le  secours 
du  plan  invariable  devienne  tout-à-fait  superflu.  On 
ne  voit  pas,  en  effet,  que  jusqu’ici  les  astronomes 

* 
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en  aient  fait  aucun  usage.  Cependant,  la  découverte 
du  plan  invariable  y par  Laplace  , n’en  doit  pas  moins 
être  regardée  comme  un  beau  théorème  d’analyse, 
déduit  des  lois  primordiales  du  mouvement,  et  les 
formules  qui  le  déterminent  forment  entre  les  varia- 
tions séculaires  des  élémens  elliptiques  des  orbes  pla- 
nétaires , de  nouvelles  équations  de  condition  qui 
servent  à vérifier  leurs  valeurs. 

116.  Les  varialions  séculaires  des  élémens  ellipti- 
ques, en  se  développant  par  la  suite  des  temps,  fourni- 
ront le  moyen  le  plus  exact  pour  déterminer  les  cor- 
rections que  doivent  subir  les  masses  des  planètes.  Les 
valeurs  que  nous  leur  avons  supposées , déduites  de 
la  comparaison  d’un  grand  nombre  d’observations 
aux  formules  de  la  théorie,  peuvent  être  déjà  regar- 
dées comme  très  approchées,  et  sont  ce  que  l’on 
peut  attendre  de  plus  exact  dans  l’état  actuel  de  la 
science.  La  masse  de  Mercure , déterminée  d’une 
manière  empirique , laisse  seule  beaucoup  d’incer- 
titude ; mais  cette  masse  est  si  peu  considérable , et 
les  effets  quelle  produit  sur  les  mouvemens  des  autres 
planètes  sont  si  peu  sensibles,  qu’il  ne  peut  résulter 
de  son  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaire. 

Les  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatrième  satellite  de  Jupiter  faites  par  M.  Airy  dans 
ces  derniers  temps,  ont  considérablement  augmenté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  des  élongations  du 
même  satellite  observées  par  Pound,  contemporain 
de  Newton,  et  les  seules  qu’on  eût  employées  jus- 
qu’ici pour  déterminer  la  valeur  de  cette  masse*.  11 
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était  à désirer  que  ces  observations  fussent  vérifiées 
avec  le  plus  grand  soin  ; nous  avons  appris  que 
M.  Arago  s'en  occupe  en  ce  moment , et  les  résul- 
tats satisfaisans  qu’on  a droit  d’attendre  d’un  obser- 
vateur si  habile,  seront  d’un  heureux  augure  pour  la 
nouvelle  direction  qu’il  vient  d’imprimer  à l’Observa- 
toire royal  de  Paris. 

Espérons  que  M.  Arago  étendra  ses  recherches  aux 
élongations  des  satellites  de  Saturne  et  d’Uranus  ; 
nous  savons  que  leur  observation  est  beaucoup  plus 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satellites  de 
Jupiter  ; mais  c’est  là  un  point  délicat  sur  lequel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  l’attention 
des  astronomes , et  qui  ne  peut  rester  plus  long-temps 
indécis. 

L’observation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
fixer  l’attention  de  nos  astronomes.  Nous  avons  été 
devancés,  sur  cet  objet,  par  les  savans  de  l’autre 
côté  du  Rhin,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assez  grand 
nombre  d’observations  exactes,  pour  pouvoir  les 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théorie.  Le 
premier  avantage  qu’ils  en  ont  retiré,  est  une  correc- 
tion importante  dans  la  masse  de  Jupiter,  que  l’on 
avait  adoptée  depuis  Newton. 

Mais  en  même  temps  que  l’Astronomie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  quelle  a jadis 
occupé,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localités 
avaient  pu  seuls  lui  faire  perdre  un  moment,  nous 
ne  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu’il  est  un  héri- 
tage que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont  légué  à leurs  successeurs,  et  qui  ne  doit  pas 
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péricliter  en  leurs  mains  ; c’est  le  dépôt  de  nos  tables 
astronomiques.  Nous  avons  de  très  bonnes  tables  des 
mouvemens  de  Jupiter  et  Saturne  ; les  tables  d’Ura- 
nus,  de  Vénus,  de  Mars,  de  Mercure  laissent  à dé- 
sirer. Mais  avant  tout , et  comme  base  des  autres  tra- 
vaux , les  tables  du  Soleil , calculées  par  Delambre , 
doivent  être  reposes  ; nous  devons  à notre  honneur  de 
ne  pas  nous  laisser  gagner  de  vitesse  sur  ce  point.  Pour 
effectuer  cette  entreprise,  le  Bureau  des  Longitudes  de 
France  ne  manque  ni  de  calculateurs  habiles,  ni  de  sa- 
vans  géomètres  pour  les  diriger  ; les  tables  anciennes 
serviront  à en  construire  de  nouvelles  plus  exactes  que 
les  premières.  « Ainsi  les  travaux  des  astronomes,  en 
s’ajoutant  sans  cesse  à ceux  des  astronomes  précédons , 
donneront  enfin  le  plus  haut  degré  de  précision  aux 
tables  astronomiques  et  aux  valeurs  dont  elles  dé- 
pendent (*).  » 

Quant  à nous,  nous  terminerons  ici  ce  que  nous 
avions  à dire  sur  la  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde  qui  traite  des  inégalités  planétaires.  Ce  sujet 
nous  a déjà  fait  dépasser  les  limites  que  nous  nous 
étions  prescrites,  mais  sa  haute  importance  exigeait  ce 
sacrifice.  Nous  avons  exposé , dans  la  théorie  des  per- 
turbations des  planètes,  les  méthodes  les  plus  ingé- 
nieuses que  les  géomètres  aient  inventées  pour  les 
déterminer;  nous  avons  donné  ensuite  les  expressions 
numériques  de  toutes  les  inégalités  sensibles  qui 
peuvent  en  résulter  dans  les  mouvemens  célestes , 
en  employant  les  élémens  elliptiques , et  les  valeurs 


(*)  Mécanique  céleste,  livre  X. 
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des  masses  les  plus  concordantes  avec  les  observations- 
L’exactitude  avec  laquelle  ces  formules  représentent 
les  plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  par- 
venues, montre  que  les  mouvemens  planétaires  ne 
sont  soumis  à l’influence  d’aucun  corps  étranger  au 
système  solaire,  et  que  la  stabilité  de  ce  système  est 
sous  ce  rapport  parfaitement  assurée.  La  grande  loi 
de  l’attraction  universelle  suffit  à tout  ; il  n’y  a pas 
une  inégalité  des  mouvemens  célestes  qui  n’en  dé- 
rive avec  une  admirable  précision;  et  lorsque,  dans 
ces  mouvemens,  quelques  anomalies  étranges , qui 
semblaient  échapper  à toute  explication , ont  fait 
douter  quelquefois  de  son  exactitude  ou  de  sa  géné-* 
ralité , on  a bientôt  reconnu  que  le  défaut  des  mé- 
thodes ou  l’insuffisance  des  approximations  avaient 
seuls  empêché  d’en  reconnaître  d’abord  les  causes, 
simples  et  naturelles.  Il  n’y  a pas  long-temps  encore,, 
quelques  géomètres , pour  expliquer  la  différence  des 
valeurs  de  la  niasse  de  Jupiter,  déduites  du  calcul 
des  inégalités  des  petites  planètes  et  des  équations  fon- 
damentales des  tables  deM.  Bouvard,  avaient  supposé 
que  l’attraction  mutuelle  des  planètes  ne  dépend  pas, 
seulement  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances , mais 
encore  de  la  substance  du  corps  sur  lequel  elle 
s’exerce,  et  qu’ainsi  il  était  nécessaire  d’employer 
pour  Jupiter  une  masse  différente  dans  le  calcul  des 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  inégalités  de 
Pallas,  Junon,  Gérés  et  Vesta.  Mais  les  observa- 
tions  de  M.  Airy,  en  montrant  que  l’attraction  de 
Jupiter  sur  ses  satellites  est  la  même  que  celle  qu’il 
exerce  sur  les  petites  planètes,  a déjà  en  partie  ré- 
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futé  cette  assertion,  et  le  nouveau  travail  dont  s’oc- 
cupe M.  Bouvard,  ne  laissera  bientôt  certainement 
aucun  doute  à cet  egard.  Nous  ne  serons  donc  pas 
obligés  de  renoncer  à cette  admirable  simplicité  qui 
est  l’un  des  caractères  distinctifs  de  la  grande  loi  dé- 
couverte par  Newton.  L’action  de  la  gravité,  en  rai- 
son directe  des  masses  et  inverse  du  carré  des  dis- 
tances , est  la  même  sur  tous  les  corps  y quelle  que 
soit  leur  nature;  elle  rend  compte  de  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  des  planètes  et  des  satellites; 
elle  s’applique  avec  la  même  précision  à la  déter- 
mination des  perturbations  des  comètes,  quoiqu’elles 
semblent  composées  de  substances  particulières;  en- 
fin , si  l’on  en  croit  les  idées  ingénieuses  de  Laplace 
sur  l’origine  du  système  planétaire,  cette  loi  est 
l’unique  agent  qu’ait  employé  la  suprême  intelli-: 
gence  dans  la  création  du  monde  physique.. Ainsi* 
seule  elle  a présidé  à sa  formation,  comme  seule' 
elle  suffit  aujourd’hui  à ses  mouvemens  et  h sa 
conservation. 
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NOTES 

RELATIVES  AU  LIVRE  VI. 


NOTE  PREMIÈRE. 

Sur  l’expression  de  la  fonction  perturbatrice. 
(Voyez  chap.  Ier.) 

Pour  simplifier  dans  le  n°  i du  livre  VI , nous  avons  choisi 
pour  plan  de  projection  un  plan  passant  par  la  commune 
intersection  des  orbites  des  planètes  m et  m'  • mais  il  est  aisé 
de  voir  que  l’expression  de  la  fonction  R qui  en  résulte,  a 
cependant  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible  , ce  qui 
tient  à ce  que  cette  fonction  ne  dépend , comme  op  l'a  vu, 
que  des  distances  mutuelles  de  m et  m',  et  de  leur  distance  à 
l'origine  des  coordonnées  , et  doit  être  par  conséquent  abso- 
lument indépendante  des  axes  auxquels  elles  sont  rappor- 
tées. 

En  effet,  soient  comme  dans  le  n°  i , chapitre  i ",  x , y,  z , 
les  coordonnées  rectangulaires  do  m relatives  A des  axes  quel- 
conques, soient  x ,j',  *'  les  coordonnées  de  m',  faisons 

t = V (x' —xy +(/— j-y + (*'—*)• , 

et  désignons  par  v et  v'  les  longitudes  des  deux  planètes  m 
et  rn  comptées  respectivement  dans  leurs  orbites , à partir  de 
leur  intersection  avec  le  plan  fixe  que  nous  supposerons  être 
celui  des  coordonnées  x et  y. 

En  nommant  i l’inclinaison  de  l’orbite  de  m sur  le  plan 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  53g 

fixe , et  6 la  longitude  de  son  nœud  ascendant , on  aura 

x = rcosflcosu — r sin  S cos  * sin  v, 
jr  = rsin  6cosv  -j-rcosflcost  sim», 
z = r sin  i sin  v. 

En  nommant  6'  et  i'  ce  que  deviennent  i et  t par  rapport 
à m',  on  aura  de  même 

x = r cos  ('  cos  v'  — r'  sin  fl'  cos  i'  sin  v' , 
j'  = r'  sin  6'  cos  v'  -j-  r cos  V cos  i sin  v' , 
z s=  r sin  *'  sin  t»'. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’expression  de  p*,  on 
trouve 

p*==r’-j-/a — 2r/cos(t' — fl)cosvcosi»' — 2rr'cosrsin(<'-é)sinvcosv' 
arr'cosi1'  sin  (6’  — 6)  cos  v sin  v' 

— 2rr'[cos  t cos  { cos(6'  — â)  + sini  sim’]  sin  v sin  v . 

On  voit  déjà  par  cette  expression,  qui  ne  contient  que  l'arc 
6' — fl  compris  entre  les  nœuds  des  deux  orbites,  que  { et  par 
conséquent  la  fonction  R,  sont  indépendantes  de  la  droite 
d’où  les  longitudes  sont  comptées  sur  le  plan  fixe. 

Pour  introduire  dans  la  fonction  précédente  les  constantes 
qui  fixent  la  position  de  la  commune  intersection  des  deux 
orbites,  j’observe  que  les  angles  velv  étant  comptés  des  nœuds 
des  orbites  de  met  de  m'  sur  le  plan  fixe,  si  l’on  nomme  n 
la  longitude  de  leur  commune  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première , et  n'  cette  même  longitude  comptée 
sur  l’orbite  de  m',  qu’on  désigne  par  v et  v les  longitudes  des 
deux  planètes  comptées  de  cette  même  droite  et  sur  les  plana 
de  leurs  orbites  respectives , on  aura 

v = y -f-  n — 9,  v = v'  -J-  n'  — 6'. 

Si  l’on  substitue  pour  v ctv'  leurs  valeurs  dans  l’expression 
de  p* , on  aura 
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^9=ra-f.r,a— ar//[cos(6/-6)cos(Il'-ô/)— cosj/sin(0,-9Jsin(n/-6/)]cos(u-f-n-ô}cosp'/ 
-4-arr/[cos(ô,-0)sin(n/-ô,)-f-cosi,sin(ô'-ô)cos(II,-ô/)]cos(p-4-n-ô)sin^' 

— 2ir/  { [cos  i cos  i'  cos  (6'—  0)  4-  sin  i sin  i']  sin  (II'  — 0') 

4-  cos  i sin  (fl'  — 0)cos  (IT  *—  0')}  sin  4-H  — 6)  cos  v 

— a rr'  {cos  i cos  t'  cos  (0'~  0)  4-  sin  i sin  i']  cos  (n'—  0') 

— cos  i sin  (0'  — 0)  sin  (II*  — 0') } sin  {y  4-  n — - 0)  sin  S. 

, * a K 

Considérons  le  triangle  sphérique  compris  entre  les  plans 
des  orbites  de  m et  m' , et  le  plan  fixe  ; nommons  I Fin— 
clinaison  mutuelle  des  deux  premiers  plans  : n — 0 , lY  — 0", 
et  0'  — 0,  seront  les  trois  côtés  de  ce  triangle, .et  i8o°—  /', 
i et  I les  angles  respectivement  opposés  à chacun  d’eux.  Par 
les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique,  on  aura 

cos  (n  — 6)  =cos(0' — 0)cos(n' — ô') — eos/'sinCÔ' — 0)sin(n' — 0')  j 
cos!sin(n  - 0)=cos(0' — 6)sin(n' — 0')  -f-cos/'sin(0' — 6)cos(n' — 0') , 
cos/sin(n— 0)=sin(â'— 0)cos(n'—  0')-f-cos/'cos(0'— 0)sin(n'— 0'), 
sin /sin  (n — 0)=  sin  i'  sin  (n'  — 0') , 

cos  I = cos /cos  i -f-  sin*  sin  /'cos  (0'  — 0) , 
cos(n' — 0')  = cos(0' — 0)cos(n  — 0)  + cos/sin(6' — 0)sin(n — 0) . 

b f « « i 

En  vertu  de  ces  relations,  le  coefficient  de 

— 2 rr  cos  (v-f  n — 0)  cos  v , dans  l’expression  de  p9 , se  réduit 

à cos(n  — 0);  le  coefficient  du  terme  -f-arr  cos(^-+-n — 0)sin  v , 
se  réduit  à cos  I sin  (n  — 0) , le  coefficient  du  terme 

— 2 rr  sin  (v-f-  n — 0)  cos  / peut  s’écrire  ainsi 

cos  ;[sin(0'  — 0)  cos  (n'  — 8')  -f-  cos/'cos(6' — 0)sin(rT  — 0')] 

-f-  sin  i sin  ü sin  (n'  — 0') , . 

4 

qui , en  vertu  des  relations  précédentes  devient 

cosaisin(n — 6)  -f-sin*  /sin(n  — 0) , ou  simplement  sin(n — 0). 

► 

Enfin , le  coefficient  du  dernier  terme  de  la  même  fonction, 
multiplié  par  cos  (0' — 0) , peut  prendre  cette  forme 

[cos  /cos  i + sin  / sin  i cos  (0' — 6)]  cos  (n'  — 0') 

— cos/sin(0' — 0)[cos(0' — 0)sin(n' — 0')4-cos//sin(0'-0)cos(n'-0'}] , 


' DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  54.1 

ou  bien 

cos  I [cos  (n'  — 6')  — cos  / sin  (8* — 8)  sin  (n — 0)]. 

\ 

En  substituant  pour  cos(n'  — 6')  sa  valeur  , et  divisant  par 
cos  (6'  — 8)  le  résultat , on  voit  que  le  coefficient  cherché  se 
réduit  à cos  I cos(n  — 8). 

On  aura  donc  ainsi 

pa  s=  ra  -f-  r a — 7rr/cos(n~ cos^+n — 8)  cos  v' 

-f-  ?.rr  cosIsin(n  — 8)cos(v-f-n — 8)siny 

— 2 rr  sin(n — 8)sin(^  -J-  0 — fljcosv' 

— 2 rr  cos  1 cos  (n  — 6)  sm(y-fr-n  — 8)  sin  v . 

Ou  en  réduisant 

p*  = ra  - J-  r * — 2rr'cos  v cos  v — 2 rr  cos  I sin  v sin  v . 

On  voit  que  cette  valeur  ne  dépend  plus  que  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  deux  orbites,  et  de  la  position  respective 
de  m et  de  m relativement  à leur  commune  intersection. 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  n°  1 . Si  au  lieu  de  compter  les  longitudes  de  la 
commune  intersection  des  deux  orbites,  ou  voulait  leur  don- 
ner une  origine  quelconque , il  suffirait  de  retrancher  de  v 
et  v les  angles  n et  n'  qui  expriment  la  longitude  de  cette 
intersection,  comptée  respectivement  sur  les  plans  de  chacune 
des  orbites. 
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NOTE  IL 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  de 
l’inclinaison  et  des  nœuds.  (Voyez  page  24.) 


On  peut  arriver  d'une  autre  manière  aux  formules  du  n°  4 , 
livre  VI. 

En  effet , faisons 

x = rcos(t' — a),  j-=s:rsin(^ — <*)cosp,  2=rsin(*> — «)sinp, 
x'=/cos(p' — a'),  y=ésïn(v' — «')cos^',  z'=r'sin(f — 

les  angles  « et  à désignant  les  longitudes  de  l’intersection 
commune  des  deux  orbites  comptées  respectivement  l’une 
sur  le  plan  de  l’orbite  de  m , l’autre  sur  le  plan  de  l’orbite 
de  m'. 

Si  l’orbite  de  mest  supposée  très  peu  inclinée  au  plan  fixe 
des  x et  des  jr,  et  qu’on  néglige  le  carré  de  l’inclinaison  ç de 
ces  deux  plans , les  coordonnées  x et  y seront  indépendantes 
de  <p,  et  si  l’on  fait 

p = sinf  sina,  q r = sinpcos*; 

d’où  l’on  conclut 

z 

- = qs\wv  — pcosv, 


on  aura  simplement 


d R 

— = — r cos  v 
dp 

dK 

-r-  = — r sin  v 
dq 


(d 


En  différentiant  la  valeur  de  R , et  en  faisant  dans  la 
différentielle  2 = 0,  ce  qui  est  permis  lorsqu’on  prend, 
comme  nous  le  ferons , pour  plan  de  projection  celui  de  l’or- 
bite primitive  de  m,  et  qu’on  néglige  le  carré  des  forces 
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perturbatrices,  on  a 


JR 

— — = m z 
dz 


Si  Ton  nomme  y l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites  à 
l’instant  que  l’on  choisit  pour  époque  , et  n la  longitude 
de  leurs  nœuds,  en  prënant  le  plan  de  l’orbite  de  m pouf 
le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  mouvemens  des  deux  pla- 
nètes , on  aura  y = <p'  et  u =n*  Par  conséquent 


z'  = r'  sin  (yr  — n)  sin  y. 


dVy. 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  et  qu’ensuite  on 


JR 


remplace  par  sa  valeur  dans  les  équations  (i) , on  aura 


JR  r/i  i \ , . . , , 

-t—  r=  — 77*  ( — =•  — * — 5 » rr  sin  y sin  ( v — n)  cos^, 
dp  \p3  r'V 

dK  , / i i \ , . 

dq  \ p6  rv 

Maintenant , par  la  substitution  de  la  valeur  de  V,  on  a , 
n°  i,  page  4, 

p'z^zr^+r 3 — arr'cos^'—  y)cos9,sy- — 2rr'cos(i/  -f-  v — an)sina5y. 


On  a d’ailleurs 


d’où  l’on  tire 


,,  ...  JR  dK  dp  JR  dKdp  JR  JR  dp 
On  a d’ailleurs -j- = -7-  -j-,  --r-  = 

dv  dp  dv  dy  dp  dy  Jn  dp  Jfl* 


on  trouvera  ainsi 


) 
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JR 

dp 


= m'Ç-j. J-  — yÿ  rr'  £sin(i/—  v)  cos>  y — sin(i/+  v — an)  «in*  ^yj  , 

S = am>  (jr  - pi)  rr' siQ’  i > *in  («''  + >'-  ’H), 

^ = — y-  (^y -*  3^  rr'  sin  y [cos  (</  — * u)  — cos  [v>  + v — an)] . 

Maintenant,  si  l’on  multiplie  la  première  de  ces  valeurs  par 
tang  i y cos  n,  la  seconde  par  ^ , la  troisième  par  sin  II, 
et  qu’on  les  ajoute  ; qu’on  multiplie  ensuite  la  première 
par  tang  ; y sin  n , la  seconde  par  yy- - , la  troisième  par 
— cos  rr  , et  qu’on  les  ajoute , on  trouvera 

^5inn+(s'ïïr>  S+tanw)cosn='",(r“  7i)rr,s'ay  ,in(t,'-n)  C0Sl' 

" SC08n+C^y  ^+.angly^)smn=m'(i- ± )rr'.my.in((/-n),inp; 

on  aura  par  conséquent 

dR  <JR  . _ /i  (JR 


dR  dix  . / i 

— = — -j-  sinn  — f — 
dp  dy  \sin 


dy 


yda 


■ * . dK\ 

+ tang  i y — Vos  n , 


dR  dR  / i dR  dR\  . 

— = — — cosn  + ( -y—  + tang  - y -y-  ) sm  «. 

dq  dy  \sm>-dn  u * f dv  J 

Par  les  formules  du  n°  44  » livre  II , on  a 

andt  /dR\  andl  /dR\ 


On  aura  doue  enfin 
dp~ 


andt  f dR  / i dR  dR\  . ~] 

7T^Uîc0,n_W  3n  + “”«  •”  *>”nJ  • 
, andt  p dR  . , / i dR  , , dR\  ~| 

T7Ï^L^sm^+W3îi  + ,*,,8^,'^>os^J• 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  545 

On  fera  coïncider  ces  formules  avec  celles  du  n°  4,  en  ob- 
servant que  les  longitudes  sont , dans  ce  numéro  , suppo- 
sées comptées  de  l’intersection  des  deux  orbites,  ce  qui  donne 
n = o ; qu’à  la  variable  y on  a substitué  la  variable  x dé- 
terminée par  l’équation  i — cos  y = | Aa , ce  qui  donne 

dR  . dK  , ,,  ...  rfR  dK  dK 

-r—  = cos  — , et  qu  on  a d ailleurs  — = -7-  -f-  -7-. 

dy  dx  1 dv  dt  ' du 


Tome  III. 


35 
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NOTE  III. 

Sur  les  fonctions  elliptiques.  (Ployez  page  87.  ) 

Si  l’on  fait  x = smp , y = sin  p',  la  différentielle  de  l’équa- 
tion ( £ ) deviendra 

dx  ftdy 


Soit  x =. 


y 1 — x‘\/ 1 — cax’  y/ 1 — yy' 1 — c'y * 

1 *r\/ 1—  y 


(*) 


, ce  qui  donne 


(a) 


v. 


\/ 1 — c'y' 

fi'y'  — (fi'  -f-  c,rjx')y'  -f-  x'  = o. 

En  différentiant  cette  équation  on  trouve 

ydy  dx 

x(  1 — c'y)  ft'  -+-  c'x1 — 2 fi' y'  ’ 

ou  bien  en  substituant  pour  x sa  valeur 

dj m f*dx 

V/  i—y‘  l/ 1 — c'ÿ  + c 'x' — 2fi'y  ‘ 

Si  l’on  multiplie  par  /t  les  deux  membres  de  cette  équation, 
en  vertu  de  l’équation  (1)  on  aura 

dx  ft'dx 

V/ 1—  x'  V V—c‘x‘  J“*+  c'x'—ïfi'y  *’ 

Mais  de  l’équation  (2)  on  tire 


2fi'y'  = fi'  -J-  cr\ r*  — 4/ Qt*  -|-  c'*x')'  — fa'x‘. 
Par  conséquent 

dx  dx 


fi'  \/  i — x‘  1/  1 — c'x'  y'tji'  4-  c'’a’)a  — fa'x* 

Si  I 011  compare  les  dénominateurs  dans  les  deux  membres, 


on  aura 


c'4  = c'fd  , 2 — c'J  = 


(I  4.  c*K 
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d’où  l’on  tire 


On  aura  donc  ainsi  pour  fc  et  c des  valeurs  réelles , et 
l’équation  (ij  pourra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x et  y 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  l’expression  de  x , on  aura 


it*sin<p  cosd>'  , 
sin  <p  = — 7= — — , c 

y i — c'Jcosu(p' 


2 [/  X C 

T+~c’  r-yi' 


valeurs  qui  satisferont  à l’équation  (C) , n°  22  , ainsi  que 
nous  l’avons  supposé. 
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NOTE  IV. 

Sur  la  stabilité  du  système  planétaire.  (J^ojr.  p.  227.) 

O11  a entre  les  excentricités  et  les  tangentes  des  inclinaisons 
des  orbes  planétaires  les  équatious  de  condition  suivantes  : 

e*m  \/ a -f-  e’’m'  \/  a e”*mH  a"  etc.  = C , 

tang'f  m y «-HanîïVw’  V ^ tangV'm"  \/ a"-J-etc.=.C'. 

Lagrange , dans  le  110  10?.  de  la  section  VII  de  la  Mécanique 
analytique,  dit  : •«  Il  suit  de  là  que  si  les  excentricités  des  or- 
bites ( et  par  conséquent  les  tangentes  des  inclinaisons  ) 
qui  appartiennent  à des  masses  très  grandes  sont  une  fois 
très  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne;  mais  celles  qui  appartiennent  à des 
masses  très  petites  pourront  croître  jusqu’à  l’unité  et  au-delà, 
et  l’on  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que  par 
l’intégration  des  équations  différentielles  qui  les  déterminent.  » 
Cette  remarque,  que  j’ai  développée  avec  détail  n°  56, 
paraît  avoirété  mal  saisie  par  La  place,  qu’il  est  si  rare  de  trou- 
ver en  défaut.  En  effet , après  l’avoir  reproduite  dans  le  n°  a , 
livre  XV  de  la  Mécanique  céleste , il  ajoute  : « Lagrange  en 
conclut  que  l’on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
conserveront  toujours  une  petite  valeur  qu’en  résolvant  ü équa- 
tion algébrique  qui  détermine  les  coejficiens  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  e sin  »,  e cos  a,  e’  sin  etc., 
et  en  s’assurant  que  les  racines  de  celte  équation  sont  toutes 
réelles.  Mais  si  ce  grand  géomètre  eût  considéré  ce  que  j’ai  dit 
dans  le  11°  5q  du  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu 
que  sans  recourir  à cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra- 
cines sont  toutes  réelles  et  inégales.  » 

Or,  d’après  la  manière  dont  Laplace  traduit  l’observation  de 
Lagrange , il  est  évident  qu’il  n’en  a pas  apprécié  toute  la  por- 
tée. En  effet,  Lagrange  ne  dit  pas  qu’il  suffise , pour  que  les  ex- 
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centricités  et  les  inclinaisons  soient  toujours  très  petites,  que 
Téquation  dont  il  est  question  ait  toutes  ses  racines  réelles  ; 
mais  bien  qu’il  faillut  que  les  valeurs  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons, données  par  l'intégration  des  formules  différen- 
tielles qui  les  déterminent,  demeurent  toujours  très  petites,  ce 
qui  exige  que  la  seconde  condition  énoncée  n°  56,  livre  VI, 
soit  aussi  satisfaite  , comme  nous  l’avons  fait  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfutation  de  Laplace  tombe  donc  à faux  , puis- 
qu’elle ne  s’applique  pas  à l’observation  de  Lagrange  prise 

dans  son  véritable  sens.  

« 

Quant  au  passage  de  la  Mécanique  céleste  cité  par  Laplace  , 
nous  en  avons  reproduit  l’esprit  dans  le  n°  65  du  livre  II; 
mais  puisque  l’occasion  s’en  présente , nous  ferons  sur  ce  sujet 
une  observation.  Si  l’on  relit  avec  attention  le  passage  cité  de 
la  Mécanique  céleste , et  qu’on  se  demande  ensuite  quelles 
sont  les  vraies  conséquences  qu’on  en  doit  tirer,  on  conclura  * 
il  me  semble,  que  pour  satisfaire  aux  équations  de  condi- 
tion (a) , l’équation  que  nous  avons  désignée  par  X = o dans 
le  n°  56,  livre  VI,  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  pour  que  les  ex- 
centricités et  les  inclinaisons  ne  puissent  pas  croître  indéfini- 
ment, il  faut  que  cette  condition  soit  nécessairement  satis- 
faite ; or , n’est-ce  pas  ce  que  l’on  sait  d’avance  par  la  forme 
même  des  valeurs  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  n’est- 
ce  pas  une  espèce  de  cercle  vicieux  dans  lequel  on  tourne  sans 
rien  prouver?  C’est  seulement , selon  moi , de  l’équation  algé- 
brique X = o que  l’on  peut  déduire  la  preuve  que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à la  stabilité  du  système  planétaire 
est  satisfaite  ; et,  ce  qui  serait  à désirer,  c’est  que  par  la  seule 
inspection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation , on 
pût  démontrer  la  réalité  et  l’inégalité  de  ses  racines;  mais  cela 
paraît  très  difficile  lorsqu’on  considère  à la  fois  le  système  des 
sept  planètes  principales,  et  jusqu’à  ce  qu’on  y soit  parvenu  , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s’assurer  de  la  réalité  de  ses  racines,  comme  je  l’ai  fait  n°92 
du  livre  VI  , 


t 
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NOTE  V.  {Voir  page  348.) 

Moyens  mouvemens  sidéraux  des  planètes  pour  une  année 
julienne  de  365*  j,  ou  valeurs  de  n,  n',  etc. 

Mercure n 

Vénus.......  n 

La  Terre n" 

Mars n * 

• Jupiter n1’ 

Saturne. .....  ny 

Uranus......  nJI 

d’où  l'on  a conclu  : 

Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil  ou  demi- grands 
axes  de  leurs  orbites. 


Mercure a = 0,38709888 

Vénus a'  ==  0,72333228 

La  Terre.....  a“  = 1,00000000 

Mars a"  = 1,52369210 

Jupiter a>T=  5, 20 11 5524 

Saturne ay  = 9,53797320 

Uranus a’^ig,  18261740 


Telles  sont  les  valeurs  des  moyens  mouvemens  et  des  dis- 
tances moyennes  qui  résultent  des  tables  astronomiques  les 
plus  récentes  ; ce  sont  celles  qu’on  aurait  dû  employer  dans 
le  calcul  des  perturbations  planétaires  : mais  en  les  com- 
parant aux  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n°  88,  on  voit 
qu’il  n’en  peut  provenir  dans  les  résultats  aucune  différence 
sensible.  Les  valeurs  des  autres  élémens  des  orbites  elliptiques, 
relatifs  à l’année  1800,  que  nous  avons  prise  pour  époque, 
n’ont  besoin  d’aucun  changement. 


= 538ioi6", 53 
= 2106641 ,42 
= 1295977,37 
= 689051,08 
= 109256,59 
= 43996,00 
==  i54a5,49 
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NOTES  DIVERSES. 


55 1 


Sur  la  comète  de  1 769. 

L’époque  qui  s’approche  du  retour  de  cette  comète  à son 
périhélie  donne  un  intérêt  pour  ainsi  dire  de  circonstance  à sa 
théorie.  Quelques  géomètres  se  sont  étonnés  que  les  élétnens 
de  l’orbite  pour  i835,  que  j’ai  donnés  n°  47  du  livre  III , ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j’ai  présentés  dans  la  Connais- 
sance des  Tems  pour  i833  ; mais  ils  ont  sans  doute  oublié  que 
les  résultats  rapportés  dans  le  livre  III  sont  ceux  qu’a  obte- 
nus M.  Damoiseau,  comme  je  l’ai  annoncé  n°  4*>  livre  cité, 
tandis  que  dans  la  Connaissance  des  Tems  j’ai  présenté  ceux 
de  mes  propres  calculs.  Ce  qui  m’a  engagé  à recourir  au  travail 
de  M.  Damoiseau  pour  les  exemples  numériques  que  je  voulais 
donner,  c’est  que  cet  astronome  avait  adopté  la  division  sexa- 
gésimale du  cercle,  que  j’ai  suivie  dans  tout  le  cours  de  cet  ou- 
vrage, tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce  sujet  j’ai  préféré, 
pour  la  commodité  du  calcul,  la  division  décimale.  Ce  mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l’Académie  des  Sciences, 
tome  VI  (Savons  étrangers)  ; j’en  ai  extrait  les  résultats  sui- 
vans,  convertis  en  secondes  sexagésimales,  et  qui  proviennent 
des  dernières  corrections  que  j’ai  fait  subir  aux  masses  pertur- 
batrices, et  des  altérations  relatives  à l’action  de  la  Terre,  que 
je  n’avais  considérée  qu’à  partir  du  périhélie  de  et  dont 

l’influence  sur  la  comète  pendant  les  trois  mois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  , quoique  moins  forte  que  celle  qu’elle  a exer- 
cée pendant  les  trois  mois  qui  l’ont  suivi,  sera  pourtant  assex 
sensible,  sur  la  durée  de  la  période  actuelle,  pour  qu'on  eu 
tienne  compte.  Il  faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j’ai  dit 
dans  la  note  V du  tome  II  de  cet  ouvrage. 

En  partant  des  élémens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de  1682  et  de  1759,  faite  avec  grand  soin  pat 
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Burckhardt  (*),  et  en  employant  pour  les  masses  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n°  87, 
livre  Y I,  j’ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbations  que  la  co- 
mète a subies  dans  l’intervalle  des  passages  de  1682  et  1759  : 


Alterations  de  l’anomalie 


moyenne. 

2«T£. 

TP + i7oio",48 

T? 4-  393,76 

$ -h  339,20 

vè 


+ *7743>44 


Alterations  du  moyen 
mouvement  diurne. 

2c T/ï. 

4-  o",3 36854 
4-  0,028336 
4-  0,013963 
— o,oo65o2 

4-  0,372651 


Le  moyen  mouvement  au  périhélie  de  1682  aura  pour  ex- 

. 36o°  — zJÇ 

‘ nommant  donc  n , on  aura 

« = 45% 75496  ; et  en  nommant  ri=zn  4-  le  moyen  mou- 
vement diurne  au  périhélie  de  1759,  on  aura  ri  = 4^>//> 1 2761 . 

Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  1759  jus- 
qu’au prochain  retour  m’a  donné  ensuite  : 


Altëratious  de  l’anomalie 
moyenne. 

2cT£. 

U? -f  1 356", 94 

T? 4-  1979,27 

$ + 129,1.3 

£•••••■•  + 721 ,47 

+ 4286,91 

r r 

En  nommant  T' l’intervalle 
1759  et  le  prochain  retour  au 
aura 


Alterations  du  moyen 
mouvement  diurne. 

2<fn. 

+ o", 3978441  . 

— 0,0889308 

4-  0,0091954 

4-  0,0258207 
4-  0,3439294 

tre  le  passage  au  périhélie  de 
ême  point  de  sou  orbite,  on 


(*)  Connaissance  des  Teins  pour  1819. 
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36o°  — 2^ 


28oo3^’,o3, 


ce  qui,  à compter  du  12,6  mars  17%,  origine  de  la  période, 
répond  au  12,6 novembre  i835,  ou  bien  au  i3,i  novembre,  le 
jour  étant  compté  de  minuit. 

M.  Damoiseau  a fixé  ce  passage  au  4,82  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu’en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu’il  a 
employées  à celles  qui  sont  aujourd’hui  généralement  adop- 
tées , il  n’en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  différence  de  8 jours  qui  existe  entre  nous  tient 
donc  uniquement  à celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis , et  à la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à l’instant  du  passage  sera  de 
46",  12761  -f-  o", 343929=  4^  >47i^^9,  et  le  demi-grand  axe 
correspondant  1 7">99755- 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l’orbite  elliptique  à 
la  même  époque , le  calcul  des  perturbations  pendant  l’inter- 
valle de  1 7 59  jusqu’au  prochain  retour  m’a  donné  : 

t ‘ * 

Altérations  de  V excentricité , du  périhélie  et  des  variables  qui 
déterminent  V inclinaison  et  la  longitude  du  nœud . 


1S<* 

T£... — 0,00035796  — 85o"i8 

9 . . .4-  o,ooo3'j3o4  — 84,55 

ïfi... — 0,00002668  — 23,ii 

— o,oooo4i5o  — 957,84 


sin  p sin  6 

— 0,00073447 

— 0,00010410 

— 0,00000766 

— 0,00084623 


sin  p cos  0 

— 0,00342496 

— o, 00030874 
-f-  0,00002593 

— 0,00870777 


L’excentricité  de  l’orbite , d’après  les  élémens  que  nous 
avons  adoptés,  en  1769,  était  0,9675571  ; on  aura  donc  pour 
l’excentricité  en  i835,  0,9675571 — o,oooo^i5=zo^6r]5i56. 

Les  valeurs  de  sin  sin  ê et  sin  <p  cos  6 supposent  que 
l’on  a pris  pour  plan  fixe  celui  de  l’orbite  de  la  comète 
en  1759.  On  en  tire,  pour  l’inclinaison  et  pour  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l’orbite  mobile  sur  ce  plan, 


6 =■  167°  8' 36". 


,2' 64”, 
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La  petitesse  des  valeurs  de  siu  tp  sin  6 et  sin  <p  cos  0 fait  que  la 
valeur  de  l’angle  9 peut  laisser  beaucoup  d’incertitude.  ( Voir 
ce  que  nous  avons  dit  à cet  égard  n°  1 15 , livre  VI.  ) 

On  a d’ailleurs  pour  le  mouvement  direct  du  périhélie  par 
rapport  aux  fixes  , 

S*-  = _ g57%84  ; 

d’où,  en  considérant  le  triangle  intercepté  sur  la  sphère  céleste, 
entre  l’orbite  de  la  comète  en  1759,  son  orbite  troublée  et  l’é- 
cliptique vraie,  on  conclura  pour  i835  : 

Inclinaison  de  l’orbite  de  la  comète  à l’écliptique . 1 70  44?  a4” 


Mouvement  direct  du  nœud  ascendant 35.44 

Distance  du  nœud  ascendant  au  périhélie a49*  1 -43 


En  ajoutant  à l’altération  du  nœud  i°  4”  5”  pour  la  précessioa 
des  équinoxes  dans  l’intervalle  de  76  ans,  on  aura  sa  variation 
par  rapport  à l’équinoxe  mobile.  La  longitude  du  nœud  en  1759 
était  53°  5o'  1 1*  ; elle  sera  donc  au  prochain  passage  55°  3o';  et 
en  réunissant  les  résultats  précédens,  on  formera  le  tableau 
suivant  des  élémens  de  l’orbite  de  la  comète  à son  retour  au 
périhélie  de  i835. 

Élémens  de  la  comète  en  i835. 

Instant  du  passage  au  périhélie,  i3  novembre  i835. 


Demi-grand  axe 17,99755 

Excentricité 0,9675156 

Lieu  du  périhélie  sur  l’orbite 3o4°3i'  43* 

Longitude  du  nœud  ascendant. 55. 3o' 

Inclinaison  de  l’orbite  à l’écliptique 17. 44- 24 

Sens  du  mouvement,  rétrograde. 


C’est  d’après  ces  élémens  que  M.  Bouvard  a construit 
l’épliéméride  qui  se  trouve  dans  la  Connaissance  des  Tenta 
pour  i837. 
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Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

Nous  ne  comptions  pas  revenir  sur  cet  objet , mais  une  note 
insérée  par  M.  Poinsot  dans  la  6e  édition  de  ses  Élémens  de 
Sialique , prouve  oju  il  ne  fait  aucun  compte  des  observa- 
tions qu’ont  provoquées  les  objections  élevées  par  lui  contre 
la  théorie  du  plan  invariable  selon  Laplace  ; il  est  donc  néces- 
saire de  rappeler  encore  une  fois  toutes  les  raisons  qui  nous 
forcent  à persister  dans  notre  opinion  (*). 

Sans  nous  arrêter  aux  argumens  de  nos  adversaires,  que 
nous  pourrions  appeler  purement  spéculatifs,  attachons- 
nous  à ceux  qui  peuvent  se  traduire  en  nombres,  car  ce  sont 
les  seuls  qui  soient  sans  réplique  dans  de  pareilles  discussions  ; 
mettons  d’abord  de  notre  côté  l’autorité  des  chiffres:  la 
question  sera  bientôt  tranchée. 

« Je  vais,  ditM.  Poinsot. en  parlant  du  plan  invariable  de 
Laplace , montrer  que  ce  plan  invariable  varie,  que  sa  varia- 
tion n’est  pas  extrêmement  petite , comme  on  pourrait  croire, 
mais  qu’elle  est  du  même  ordre  que  la  précession  des  équi- 
noxes , mouvement  sensible  dans  le  ciel , etc. 

» Pour  faire  voir  sans  calcul , de  la  manière  la  plus  évidente, 
ce  défaut  des  formules  de  M.  Laplace,  il  n’y  a qu’à  l’appliquer 
au  cas  le  plus  simple  de  tous,  celui  où  le  système  ne  serait 
composé  que  de  deux  corps. 

» Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil,  et  suppo- 


(*)  Il  doit  être  bien  entendu  qu'il  n’est  ici  question  que  de  la  théorie  du  plan 
invariable,  et  cela  ne  change  rien  h ce  que  nnusavons  dit  n°  1 15,  livre  VI,  rela- 
tivement à son  milite  pratique»  Kous  n’examinerons  pas  non  plus  la  question 
sous  le  rapport  des  difficultés  astronomiques  que  présenterait  la  détermina- 
tion du  plan  que  l’on  a propose'  de  substituer  an  plan  invariable  de  Laplace. 
Celui-ci  est  toujours  facile  à retrouver;  la  position  du  plan  maximum  des 
aires  dépend  au  contraire  de  quantités  qui  nous  seront  toujours  inconnues. 
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sons  même,  afin  de  rendre  la  chose  plus  manifeste,  que  le 
Soleil  soit  parfaitement  sphérique , qu’il  ne  tourne  pas  sur  son 
axe , et  que  son  centre  agisse  exactement  comme  un  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

» Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  l’orbite  de  la  Terre , ou  ce 
qu’on  appelle  le  plan  de  Y écliptique , de  sorte  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  parallèle  à lui-même  dans  l'espace. 
Or,  je  dis  que  dans  ce  cas  les  nœuds  de  l’écliptique  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d’une  manière  très  sensible.  » 

J’ai  cité  l’objection  tout  entière  pour  qu’on  ne  puisse  pas 
m’accuser  d’en  avoir  affaibli  la  valeur.  Je  pourrais,  pour 
toute  réponse , renvoyer  au  n°  86  du  livre  VI . où  cette  ob- 
jection avait  été  comme  devinée,  mais  puisqu’on  insiste,  in- 
sistons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n°  cité  et  en  n’ayant 
égard  qu’à  l’action  du  Soleil  sur  la  Terre , regardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène,  en  nommant  <p  et  p'  les  inclinaisons 
respectives  de  l’écliptique  et  de  l’équateur  sur  un  plan  fixe 
quelconque,  6 et  6'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  n°  86,  donneront 

m[/a(t — e2)  cos  ç -f-  G*  cos  cp' = l, 
m\/ a (i  — e2)  sin  ç>  cos  fl  — Ca  sin  <p'  cos  6'  = 
m{/ a ( i — e2)  sin  ç sin  Ô — Ca  sin  sin  Ô'  = 

. 4 / 

Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l’intersection  com- 
mune de  l’équateur  et  de  l’écliptique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes, et  qu’il  partage  l’angle  tp  + p'  que  forment  entre  eux 
ces  deux  plans , de  manière  qu’on  ait 

m\/a(i — e2)sinp — C«  sin  ç>'  = o.  (2) 

Les  deux  dernières  équations  (1)  donneront  9 = 6',  et  par  suite 
l=o,  /'  = o,  c’est-à-dire  que  le  plan  dont  il  s’agit  sera 
le  plan  maximum  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in— 
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variable  dans  le  système  que  nous  considérons  ; et  si  l’on 
nomme  y = p-f-  p'  l’obliquité'  de  l’écliptique , en  élevant  au 
carré  l’équation  (2)  et  la  première  des  équations  (1),  et  en  les 
ajoutant  on  en  tirera 

lx — maû(  1 — ea) — C*»a 

COS  V = /—  ■ — ■ ■■■  „ • 

2 m y a(i  — e4) C» 

Si  l’on  néglige  le  carré  de  l’excentricité  e de  l’orbe  terres- 
tre , le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à une  cons- 
tante; l’obliquité  de  l’écliptique  ne  variera  donc  pas;  et 
comme  les  équations  (1)  et  (2)  donnent  encore 

Za  -4-  m*a  ( i — e*)  — Ca»a 
ima{i  — éx)L  ’ 

/a  -f-  Caû)a  — m*a  (1  — ea) 

2 ma  ( 1 — ë‘)  l ’ 

les  angles  <p  et  seront  également  constans.  Ainsi  donc,  dans 
ce  cas,  l’inclinaison  de  l’équateur  et  de  l’écliptique  sur  le  plan 
fixe  et  leur  inclinaison  mutuelle  seront  constantes,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe,  mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  mouvement  sera 
uniforme.  Il  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d’un 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pôles  de  l’équateur  et  de 
l’écliptique  tournent  autour  du  pôle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à ce  que  la  ligne  des  équinoxes  demeure 
toujours  sur  ce  plan  ; cependant  le  plan  de  l’écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe , et  par  conséquent 
à très  peu  près  parallèle  à lui-même.  En  effet,  en  négligeant 

le  carré  de  e,  et  en  observant  qu’on  a y/  az=z  a*n,  n étant  le 
moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite , l’équation  (2) 
donne 


cos  <p  — 
cos  Ç 


ma'n  sin  <p  = C»  sin  <p\ 
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En  nommant  D le  rayon  de  l’équateur,  on  a C | ml)*, 
et  par  le  n°  86 , livre  VI , on  a 

# 

2D2* 

==  0.000000253QQ. 

a*n  ’ ™ 

En  supposant  donc  <p'  = 23°  27'  5o",  on  trouve  que  l’angle  <p 
est  moindre  que  o",0209;  on  peut  donc  supposer  que  le  plan 
de  l’écliptique  se  confond  avec  le  pian  principal  de  projec- 
tion , et  comme  l’inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans  est 
constante,  leur  identité  se  maintiendra  toujours. 

Maintenant,  si  l’on  considère  le  cas  général,  l’équation  (2), 
en  la  différentiant,  donnera  à très  peu  près 

mcPn  \/ 1 — e2  ftp  = Ca  cos  <p'J)pr. 

En  substituant  pour  C sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment , <p'  = 23°  27'  5o",  cette  équation  donne 

= 0,0000002329^'. 

Il  s’en  faut  donc  beaucoup  que,  comme  l’assure  M.  Poinsot, 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  même  ordre 
que  les  variations  de  l’équateur.  Nous  avons  trouvé  , n°  98, 
16'  16"  pour  la  variation  de  l’obliquité  de  l’écliptique  depuis 
le  temps  d’Hipparque  jusqu’au  commencement  de  ce  siècle; 
en  supposant  donc  $‘<p'  = 976",  on  aura 

= o",  00022739. 

4 

Ainsi  en  1928  ans  , l’inclinaison  de  l’écliptique  sur  le  plan 
fixe  n’aurait  pas  varié  de  2 dix  - millièmes  de  seconde  ; on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible  , et  considérer,  dans 
ce  cas , le  plan  de  l’écliptique  comme  invariable,  conformé- 
ment à la  théorie  de  Laplace. 
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Quant  aux  observations  de  M.  Poinsot  relativement  au 
mouvement  des  nœuds,  comme  on  a,  d’après  les  équa- 
tions (i),  ô=  Q',  il  est  clair  que  le  nœud  de  l’écliptique  aura 
sur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  l’équateur,  en  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeurera  toujours  sur  ce 
plan  ; mais  cela  n’implique  pas  contradiction  , puisqu’une  va- 
riation très  légère  dans  l’inclinaison  mutuelle  de  deux  plans, 
supposée  très  petite,  peut  en  produire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace,  consiste  à supposer  que  le  sys- 
tème est  formé  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
comme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas,  le  plan  invariable,  se- 
lon les  idées  de  ce  grand  géomètre,  est  celui  que  décrit  le 
centre  commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  , ce  qui 
diffère  peu  du  plan  de  l’écliptique.  Montrons  qu’en  effet  ce 
plan  coïncide  toujours,  à très  peu  près,  avec  le  plan  maximum 
des  aires  décrites  par  les  centres  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  Il  est  clair  que  ce  système  revient  à celui  de  deux  pla- 
nètes m et  m réagissant  l’une  sur  l’autre,  que  nous  avons 
considéré  n°  55,  livre  II,  et  le  plan  invariable  sera  déterminé 
par  les  équations  (t),dans  lesquelles  il  suffira  de  changer C*  en 

m'  [/ a ( i — e'2),  m étant  la  masse  de  la  Lune , a et  e le  demi- 
grand  axe  et  l’excentricité  de  son  orbite  autour  de  la  Terre. 
Si  l’on  nomme  donc  <p  et  <p'  les  inclinaisons  respectives  de  l’é- 
cliptique et  de  l’orbite  lunaire  sur  le  plan  maximum  des  aires, 
on  aura 


m\/ a (t — e1)  sin  <p  =z  m' [/ a'  ( i — e')  sin  <p' . (3) 

Or  ou  a , à très  peu  près , 


v 


En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  e et  e',  et  en 
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supposant  p'  = 5°  8'  38" 
naire  à l’écliptique , on 
à 12".  En  différentiant 
près , 

ftp  = 


, qui  est  l’inclinaison  de  l’orbite  lu- 
trouvera  que  l’angle  <p  ne  s’élève  pas 
l’équation  (3) , on  aura , à très  peu 


rri  \/  a 
m\/  a 


. cos  p'  .bp'-, 


d’où  l’on  conclut , d’après  les  valeurs  précédentes  , 


bp  = 0,00066446 bp'; 

et  comme  l’inclinaison  moyenne  de  l’orbe  lunaire  sur  l’éclip- 
tique vraie  est  constante , malgré  le  mouvement  séculaire  de 
l’écliptique,  si  l’on  suppose  <^'  = 976",  valeur  supérieure  à 
celle  qu’on  peut  supposer  à la  variation  de  l’orbe  lunaire  sur 
un  plan  fixe  , depuis  le  temps  d’Hipparque  jusqu’à  nos  jours, 
on  trouve  bp  — o",64  pour  la  variation  de  l’orbe  terrestre  en 
1928  ans  : ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  invariable 
dans  le  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  nœuds  de  l’écliptique  sur  le  plan  maximum  des 
aires , on  a â = 6',  et  d’après  les  équations  (1) , le  nœud  ascen- 
dant de  l’orbe  lunaire  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de  l’é- 
cliptique, et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  le 
mouvement  du  nœud  de  l’orbe  lunaire  sur  l’écliptique  fixe  est 
d’environ  190  par  an  , il  est  clair  que  l’intersection  des  plans 
des  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  maxi- 
mum des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n’empêchera 
pas  le  plan  de  l’écliptique  de  rester  toujours  à très  peu  près 
parallèle  1 lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent,  la  seule 
condition  qui  caractérise  le  plan  invariable  (*). 


(*)  On  ne  doit  pas  oublier  qu’il  ne  s’agit  ici  que  d’un  cas  particulier  qui  est 
sans  application  dans  le  système  du  monde.  Laplace  en  calculant,  n*  39, 
livre  VII,  les  inégalités  lunaires  dues  à la  non-sphéricité  de  la  Terre,  trouve  que 
son  influence  sur  les  dcplacemens  de  l’orbite  de  la  Lune  serait  d’angmenier 
de  o,ooooooa638tjnt  le  mouvement  rétrograde  des  noeuds  , nt  étant  le  moyen 
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On  conçoit,  en  effet,  que  dans  les  deux  systèmes  que  nous 
venons  de  considérer,  comme  on  a y = et  par  suite 

&y  = -f-  àp',  si  est  une  assez  petite  quantité  pour  qu’on 

puisse  la  négliger  par  rapport  à <hp',  on  aura  simplement 
<Jy  = chp,  c’est-à-dire  que  les  variations  de  l’équateur  dans  le 
premier  cas , et  celle  de  l’orbe  lunaire  dans  le  second , par  ' 
rapport  au  plan  invariable  tel  qu’il  résulte  de  la  théorie  de 
Laplace , seront  les  mêmes  que  celles  de  ces  deux  plans  par 
rapport  à un  troisième  plan  qui  serait  rigoureusement  fixe  ; les 
différences  seront  absolument  insensibles.  Or,  ce  grand  géo- 
mètre n’a  jamais  prétendu  autre  chose  ; l’invariabilité  du  plan 
invariable  tel  qu’il  le  définit  n°  62  du  livre  II  de  la  Mé- 
canique céleste , comme  les  inégalités  de  tous  les  mouveinens 
planétaires,  n*est  qu’approchée  et  exacte  qu’autant  qu’on 
. néglige  dans  le  mouvement  de  translation  les  perturbations  ré- 
sultantes de  la  forme  et  des  dimensions  des  corps  célestes. 
Dans  le  n°  21  du  livre  Ier,  Laplace  a donné  la  théorie  géné- 
rale du  plan  invariable  pour  un  système  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  sur  les  autres  ; il  en  a fait  l’application  au 
système  du  monde  dans  le  livre  II , en  profitant  de  tous  les 
avantages  qu’offrait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
mouvemens  planétaires , question  assez  difficile  pour  qu’on  ne 
cherche  pas  sans  nécessité  à la  compliquer. 

Les  équations  (1)  nous  montrent  encore  que  quand  bien 
même  les  seconds  termes  des  premiers  membres  seraient  com- 
parables et  mêmes  supérieurs  aux  premiers,  ce  qui  aurait  lieu, 
par  exemple , si  les  aires  que  ces  termes  représentent  prove- 
naient de  la  rotation  du  Soleil , on  pourrait  encore  prendre 
l’écliptique  pour  le  plan  invariable  du  système , bien  que  par 
sa  position  il  différât  sensiblement , dans  ce  cas , du  plan 
maximum  des  aires. 


mouvement  de  la  Lune  dans  son  orbite.  Cette  quantité  est  absolument 
insensible , et  à plus  forte  raison  par  conséquent  la  non  sphéricité  de  la 
Terre  ne  peut  avoir  sur  la  position  du  plan  invariable  aucune  action  ap- 
préciable. Le  même  résultat  a lien  par  rapport  à l’ellipticilc  du  Soleil , 
comme  nous  l’avons  vu  n°  79  , livre  VI. 

Tome  III. 
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Cette  observation,  d’après  ce  qui  a été  dit  n°  86,  livre  VI, 
n’a  pas  besoin  de  développement.  Mais,  disent  nos  adversaires, 
il  existe  donc  selon  vous  plusieurs  plans  invariables  dans  le 
système  planétaire  ? Pourquoi  non  , cela  dépend  entièrement 
de  sa  constitution.  Supposons,  en  effet,  que  Jupiter,  Saturne 
et  Uranus  forment  un  système  à part,  sur  lequel  les  autres 
planètes  n’aient  aucune  influence , comme  cela  a déjà  lieu , 
à très  peu  près , dans  le  système  solaire.  Eh  bien  ! n’y  aurait-il 
pas  trois  plans  invariables  dans  un  pareil  système  , celui  qui  a 
lieu  dans  le  système  particulier  des  trois  planètes  considérées 
isolément , celui  qui  a lieu  pour  l’ensemble  du  système , et  le 
plan  maximum  des  aires. 

Il  est  donc  évident  que  les  objections  présentées  contre  la 
théorie  du  plan  invariable  de  Laplace  tiennent  $ des  considé- 
rations tout-à-fait  fautives  et  à la  confusion  que  l’on  a faite 
des  variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds.  Sans  doute  , 
géométriquement  parlant , l’intersection  de  deux  plans  inva- 
riables est  elle-même  invariable  ; mais  on  peut  toujours  sup- 
poser, et  c’est  le  cas  de  la  nature , que  la  position  de  l’un 
de  ces  plans  subisse  des  variations  assez  petites  pour  qu’il 
reste  toujours  sensiblement  parallèle  à lui-même,  tandis  que 
ses  nœuds  sur  le  plan  qui  est  rigoureusement  fixe,  éprouvent  des 
déplacemens  considérables. 

Mais  le  véritable  défaut  de  l’argumentation  de  nos  adver- 
saires , et  nous  l’avons  déjà  remarqué  ailleurs,  vient  de  ce 
qu’ils  veulent  traiter  par  des  méthodes  rigoureuses  la  théorie 
du  système  du  monde,  qui  n’est  au  fait  qu’un  grand  problème 
d’approximation  ; c’est  pour  cela  que  ce  problème  se  refuse 
aux  méthodes  synthétiques , et  qu’il  rentre  dans  le  domaine 
de  l’analyse;  et  si  ce  puissant  auxiliaire  de  l’esprit  humain  n’est, 
comme  on  l’a  osé  dire , qu’un  instrument , on  conviendra  du 
moins  que  c’en  est  un  bien  précieux  que  celui  qui  nous  a livré 
la  clé  du  mécanisme  des  cieux , et  qui  nous  éclaire  sur  tant 
d’erreurs  où  les  simples  notions  de  la  Géométrie  nous  auraient 
infailliblement  conduits. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  563 

Concluons  donc  de  cette  discussion  , à laquelle  nous  avons 
donné  quelque  développement  pour  n’être  pas  forcé  d'y  revenir, 
qu’il  n’y  a pas  lieu  d’apporter  aucune  modification  dans  la 
théorie  du  plan  invariable  présentée  par  Laplace  ; c’est  avec 
raison  et  surtout  avec  connaissance  de  cause  qu’il  a fait  abstrac- 
tion des  quantités  qu’il  a négligées  dans  sa  détermination  ; ces 
quantités  sont  du  même  ordre  que  celles  qu’on  néglige  ordi- 
nairement dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires , et  que  le 
calcul , comme  l’observatiou , autorise  à regarder  comme  ab- 
solument insensibles. 


FIN  DES  NOTES. 
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. ——ELEMENS  D’ALGEBRE,  A l’usage  des  Élèves  qui  se  d&lincnt  Al’lîtolo  royale 
Polytechnique  et  A l'École  spéciale  militaire;  r vof./in-8.,  Se  édit. , i83o,  7 f.  5o 
—— ALGÈBRE,  anc.  édit. s 3*  section,  1 voL  in-8.,  1810",  . • '5  fr* 


P 


(4  ) 
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considérablement  augmentée,  in-8.,  tSii , ’ 7.  fr- 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  ou  Application  de  l’Algèbrei  la  Géométrie; 
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l’allemand  par  M.  Kartsehcr,  in-8î,  i832,  , . r-  fr> 
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